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МОДЕЛЮВАННЯ ТЕПЛОВОГО ПОЛЯ СТРИЖНЯ ІЗ ЗАСТОСУВАННЯМ  

СИСТЕМИ ПРЯМИХ І ЗВОРОТНИХ ДИФЕРЕНЦІАЛЬНИХ СПЕКТРІВ 
 

Наведено приклад моделювання теплового поля стрижня на основі системи прямих і 
зворотних диференціальних спектрів та виконано оцінку похибки моделювання. 

 
Вступ. Постановка проблеми. Моделювання фізичних процесів і полів пов’язане з розв’язанням рівнянь 

з частинними похідними з початковими та граничними умовами. Відомо, що чисельні методи розв’язання 
крайових задач потребують виконання значного об’єму обчислень на ЕОМ [1–3]. У випадку використання 
математичних моделей фізичних процесів і полів з метою управління об’єктами з розподіленими параметрами 
виникає необхідність моделювання в реальному та прискореному часі для контролю за динамікою зміни 
фізичного процесу. Для швидкоплинних фізичних процесів вимога моделювання в реальному часі може бути 
виконана шляхом зниження об’єму обчислень методами аналітичного та чисельно-аналітичного моделювання 
на ЕОМ. У даний час аналітичні й чисельно-аналітичні методи розв’язання нелінійних крайових задач 
недостатньо розвинені та вимагають подальших досліджень. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій [1–9] показав, що аналітичні й чисельно-аналітичні 
методи розв’язання крайових задач ґрунтуються на інтегральних і диференціальних перетвореннях 
математичних моделей фізичних процесів і полів. Застосування різних методів інтегральних перетворень 
обмежується в основному дослідженням лінійних математичних моделей [9]. Моделювання нелінійних 
фізичних процесів може бути виконано в аналітичному або чисельно-аналітичному вигляді на основі 
використання одновимірних диференціальних перетворень [4–8]. Недолік цих методів полягає в 
залежності складності аналітичного опису фізичного процесу в області зображень від похибки 
моделювання фізичного процесу в області оригіналів. Математична модель фізичного процесу в області 
диференціальних перетворень має вигляд  диференціального спектра, від кількості дискрет якого 
безпосередньо залежить похибка моделювання фізичного процесу в області оригіналів [4–8]. Складність 
аналітичного опису дискрет диференціального спектра зростає зі збільшенням номера дискрети. Тому 
моделювання фізичних процесів в аналітичному вигляді виконують з використанням декількох 
початкових дискрет диференціального спектра, а це обмежує точність моделювання нелінійних фізичних 
процесів в області оригіналів. У зв’язку з цим виникає проблема зниження похибки моделювання 
фізичних процесів і полів у випадку використання обмеженої кількості дискрет диференціального 
спектра. Пропонується підвищити точність моделювання фізичних процесів і полів шляхом 
використання системи прямих і зворотних диференціальних спектрів з обмеженою кількістю дискрет. 

Мета статті полягає в застосуванні системи прямих і зворотних диференціальних спектрів для 
моделювання теплового поля стрижня діаметром d  і зниження похибки моделювання, порівняно з 
точним розв’язком задачі. 

Основна частина. Розглянемо задачу моделювання теплового поля стрижня діаметром d  [9]. Вона 
зводиться до розв’язку крайової задачі: 
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де а – коефіцієнт температуропровідності; u – температура стрижня, 
при початкових: 
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Відомий точний аналітичний розв’язок задачі (1)–(3): 
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де     1212  dnn  . 
Переведемо теплове рівняння (1) в область зображень згідно з диференціальними перетвореннями 

(5), (6) [7]: 
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де q  – цілочисельний аргумент, що набуває значень 0, 1, 2, …,  ; xx HH   – довільна додатна стала; 

 tqU , ,  tqU , – диференціальні зображення функції  txu , . 

Отримаємо рекурентний вираз (1) в області зображень для 
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Побудуємо диференціальний спектр (7), використовуючи граничну умову (3): 
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де  t  – невідома функція аргументу t  і введено позначення    
2

2
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tdt   . 

Для знаходження функції  t  граничну умову (3) запишемо у вигляді суми дискрет 
диференціального спектра: 
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Загальний розв’язок лінійного диференціального рівняння другого порядку (9) має вигляд: 
  tptp eCeCut 21

210  , (10) 
де 1C , 2C  – постійні інтегрування; 1p  і 2p  – корені характеристичного рівняння. 

Знайдемо 1p  і 2p : 
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Виконаємо диференціювання виразу (10):  
  tptp epCepCt 21

2211  , (13) 
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Запишемо зворотне диференціальне перетворення (6):  
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Підставляючи в (15) вирази (13), (14), отримаємо розв’язок задачі (1) в області оригіналів: 
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У квадратних дужках виразу (16) записано розклад у ряд косинусоїдальної функції, тому його можна 
записати у вигляді: 
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В отриманому розв’язку (17) залишилося визначити невідомі константи інтегрування 1C  і 2C . Це 
некоректна задача. Для її розв’язання переведемо в область зображень початкову умову (2), 
використовуючи вираз (5). Отримаємо вираз початкової умови в області зображень: 
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Надаючи q  цілочисельних значень 0, 1, 2, 3, …, отримаємо дискрети диференціального спектра: 
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З (19) визначимо: 
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Підставляючи 2C  в друге рівняння системи (20), отримаємо вираз для 1C : 
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Отримаємо такі значення коренів характеристичного рівняння 1p  і 2p : 
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Тоді вираз (17) набуде вигляду: 
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де 01 366,1 uC   і 02 366,0 uC  . 
Таким чином, отримано аналітичний опис теплового процесу у формі (23), де параметри 1p  і 2p  

визначаються  за виразом (22), а константи 1C  і 2C задаються співвідношеннями (20). 

Оцінимо похибку отриманого розв’язку в координатах u(x1, t1), де x1 = x або 
dd
xx1   при 5d  і 
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Наближений розв’язок у координатах (x1, t1)  запишемо як: 

u*(x1, t1) 
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Таким чином, порівнюючи розв’язок (25) на часовому відрізку  270;0  для області 





2
;0 dx  

запропонованим методом з точним розв’язком (4), отримаємо похибку розв’язку, що складає менше 1 %.  

Виконаємо моделювання в теплового поля (1) для 



 ddx ;

2
, для цього переведемо його в область 

зображень згідно з виразом (6). Отримаємо рекурентний вираз (26): 
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Надаючи q  цілочисельних значень 0, 1, 2 і використовуючи граничну умову (3), побудуємо 
зворотний диференціальний спектр: 
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де  t  – невідома функція аргументу t  і введено позначення    
2

2

dt
tdt   . 

Для знаходження функції  t  граничну умову (3) запишемо у вигляді: 
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Звідси отримуємо лінійне диференціальне рівняння: 
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Загальний розв’язок рівняння (29) має вигляд: 
  ptCet  , (30) 

де C  – постійна інтегрування; p  – корінь характеристичного рівняння. 
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Отримуємо розв’язок в області 
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Визначимо невідомий параметр C  з умови спряження двох розв’язків: 
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Введемо позначення 1tt  , тоді: 
10030,0

0421,0 teuC  . (36) 
Розв’язок задачі (33) набуває вигляду: 
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Порівнюючи розв’язок (37) на часовому відрізку  270;0  для області 



 ddx ;

2
 запропонованим 

методом з точним розв’язком (4), отримаємо похибку розв’язку, що складає менше 1 %.  
Висновки. Наведено приклад моделювання теплового поля стрижня на основі систем прямих і 

зворотних диференціальних спектрів. Отримано аналітичний розв’язок крайової некоректної задачі та 
визначено похибку моделювання.  
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Приведен пример моделирования теплового поля стержня на основе системы прямых и обратных 
дифференциальных спектров и выполнена оценка погрешности моделирования. 
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An example of design of the thermal field of bar is made on the basis of the system of direct and reverse 

differential spectrums and the estimation of design error is executed. 
 
 
 
 
 

 

 


