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ПЕРЕЛІК   СКОРОЧЕНЬ 
 

ГТД – газотурбінні двигуни 
ГЦК – граньоцентрована  центрована кубічна структура 
ДА – дивний аттрактор 
КВТ – камера високого типу 
КФП – кінетичний фазовий перехід 
МКЕ – метод  кінцевих елементів 
МФП – масштабний фазовий перехід 
НВО – науково-виробниче об’єднання 
НДС – напруженно-деформований стан 
НМЕ – накопичувачі механічної енергії 
ОЦК – об’ємно-центрована кубічна структура 
ПДС – плоский деформований стан 
ПНС – плоский напружений стан 
РЕМ – растрова електронна мікроскопія 
РТВ – ріст тріщини втоми 
ТА – термоактиваційний аналіз 
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В С Т У П 
Подальший прогрес в дослідженні близького та далекого 

космосу, в створенні орбітальних комплексів та систем 
багаторазового використання, а також подальше вдосконалення 
авіаційних та ракетних двигунів вимагає вдосконалення теоре-
тико-експериментальних методів прогнозування гарантованого 
ресурсу натурних конструкцій в умовах, максимально 
наближених до реальних умов експлуатації. 

Відомо, що одними з найбільш навантажених і 
відповідальних в авіаційних та ракетних двигунах є ротори. 
Напружено-деформований стан елементів роторів, як правило, 
об’ємний, і в умовах прискореного визначення ресурсу 
форсуванням компонент тензора напруг автоматично виникає 
вікова проблема еквівалентності НДС. В той же час створення 
двигунів з ресурсом 20...100 тис. годин ставить під сумнів 
можливість проведення дорогих натурних випробовувань в 
реальному масштабі часу, що вимагає розробки нових 
концепцій прогнозування гарантованого ресурсу, а також пошу-
ку оптимальних характеристик міцності  існуючих та нових 
матеріалів, що використовуються для  цих виробів. А це знову 
приводить до громіздких та дорогих експериментальних дослід-
жень, причому в багатовимірному параметричному просторі.  

У зв’язку з цим виникає необхідність в розвитку нових 
концепцій прогнозування гарантованого ресурсу, котрі б 
дозволяли підвищити достовірність прогнозу при зменшенні 
витрат на експериментальні випробування. 

Одна із таких концепцій може бути створена на уявленнях 
синергетичної моделі руйнування та термоактиваційного аналізу. 

За останні два десятиліття в цій сфері намітився прогрес, 
котрий  можна пов’язати з роботами Антипова Є.А., Борисенко 
В.А., Владимирова В.И., Голуба В.П., Журкова С.Н., Лихачева 
В.А., Мишляєва М.М., Можаровського М.С., Нарзулаєва Б., 
Паніна В.Є., Панасюка В.В., Писаренко Г.С., Регеля В.Р., 
Трощенко В.Т.,  Шевелі В.В., Іванової В.С., Шанявського А.А. 
та інших.  

Ціллю даної роботи є встановлення єдиних кінетичних 
закономірностей пластичного деформування та руйнування 
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ОЦК та ГЦК металів при циклічному, тривалому та 
короткочасному навантаженні, виділення автомодельного 
підпростору параметрів стану та виявлення  точок біфуркації в 
узагальненому просторі “напруга-час-температура” та на основі 
цього розробка методів експериментально-теоретичного прогно-
зування гарантованого ресурсу роторів авіаційних та ракетних 
двигунів, накопичувачів кінетичної енергії, гіроскопічних 
приладів, електричних машин великої потужності тощо. 

Аналізуючи розвиток науки в другій половині 20 – аж  до 
початку 21 століття, вражають темпи та зростаюча роль 
синергетики. За останні тридцять років синергетика, 
досліджуючи процеси самоорганізації складних відкритих 
систем, далеких від рівноваги, завоювала статус 
міждисциплінарної науки при вирішенні найрізноманітніших 
задач людського буття! 

Стартувавши в точному природознавстві, її методи 
проникли в біологію, екологію, політологію та економіку – 
наукові сфери, які принципово вважалися якісними. 

В основі синергетичних моделей є процеси самоорганізації, 
що відображають кінетичні та масштабні фазові переходи в 
умовах, далеких від рівноваги за критеріями енергетичних, 
інформаційних чи масових параметрів. 

Методи синергетики надзвичайно актуальні, оскільки 
більшість проблем, що виникли перед людством сьогодні, 
відрізняються:  

– глобальністю; 
– складністю; 
– нелінійністю; 
– необхідністю розробки стратегії безпечного розвитку 

цивілізації. 
Цивілізація в наш час розвивається в умовах режимів із 

загостренням по більшості ключових параметрів, що вимагає 
пошуку рішень на шляху співеволюції з природою, в 
усвідомленні, що динамічний хаос – зовсім поряд (чого варте 
лише 11 вересня 2001 р.), з ціллю вибору оптимальних 
траєкторій еволюції в “епоху біфуркацій”, заміна траєкторій з 
дивними аттракторами та режимами з загостреннями на 
циклічні аттрактори, за якими розвивається більшість 
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екосистем. Це дозволить розробити тактику прийняття рішень 
сьогоднішнього дня, яка зможе зменшити загальний ризик 
знищення цивілізації. 

І першим кроком тут повинно бути вивчення синергетики, 
становлення всепланетарного синергетичного мислення не 
тільки науковців, а й всіх прошарків суспільства – від “піонерів 
до пенсіонерів”. 

Освоївши принципи синергетики, людство не тільки виживе, 
а й зробить значний крок в освоєнні критичних технологій, що 
значно підвищать стандарти життя. І в першу чергу – в боротьбі 
з недугами 20 сторіччя – такими, як рак, СНІД, а також    
суттєво – до 200–250 років уже в 21 столітті! – продовжити 
тривалість життя людей! 

Це абсолютно реальні цілі! 
Дана монографія була задумана близько 12 років тому. За 

цей час “мода” на синергетику не тільки не пройшла, а й стала 
ще актуальнішою. 

Тільки на теренах СНД, і особливо – в Росії, пройшли 
десятки конференцій, симпозіумів, “круглих столів” – як серед 
представників точних наук, так і “якісних”. 

А в деяких випадках, як, наприклад, Міжнародний 
симпозіум “Фрактали і прикладна синергетика–2001”, що 
пройшов з 26 по 30 листопада 2001 р. в Москві, разом зібралися 
(і розуміли один одного!) провідні фахівці в області математики, 
фізики, матеріалознавства, механіки, генетики, кібернетики, 
біології, астрономії, конструювання і випробовування машин, 
філософії та економіки! 

Воістину  синергетика – цариця наук! 
 

П О Д Я К И 
Щиро вдячний моїм вчителям і наставникам:  заслуженому 

діячу науки і техніки РФ д.т.н., професору ІВАНОВІЙ Вірі 
Семенівні (ІМЕТ ім. Байкова, м. Москва), д.т.н., професору 
ШАНЯВСЬКОМУ Андрію Андрійовичу (ДержНІІЦА,  м. Москва), 
д.т.н., професору САМОТОКІНУ Борису Борисовичу (ЖІТІ), 
професору БАЖЕНОВУ Володимиру Григоровичу (ЖІТІ), 
професору  РАДЧЕНКУ Олександру Івановичу (НАУ, м. Київ). 
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РОЗД ІЛ  1 .   
ПРОЦЕСИ САМООРГАНІЗАЦІЇ  ТА СКЕЙЛІНГОВА 
КІНЕТИКА НЕЛІНІЙНИХ СТОХАСТИЧНИХ СИСТЕМ, 

ДАЛЕКИХ ВІД РІВНОВАГИ 

На даний час в математиці, фізиці, механіці, кібернетиці й 
інших науках отримані значні експериментальні та теоретичні 
результати, що не узгоджуються з класичними уявленнями. 

Це стосується поведінки нелінійних стохастичних відкритих 
систем, далеких від рівноваги. Визнано [1–3], що 
міждисциплінарною наукою, яка встановлює загальні 
закономірності розвитку таких систем різноманітної фізичної 
природи, є синергетика. І перш за все – завдяки тому, що 
синергетичні системи різноманітної фізичної природи мають 
загальну унікальну властивість – здійснювати нерівновісні 
фазові переходи при зміні керуючих параметрів. Як правило, ці 
фазові переходи супроводжуються каскадом біфуркацій. 
Вивчення й врахування самоорганізації дисипативних структур 
при зміні керуючих параметрів, і особливо в точках нестійкості 
(точках біфуркації) дозволяє розробити нову методологію в 
фізиці нерівновісного стану, в тому числі – в механіці 
руйнування конструкційних матеріалів [1, 2]. 

Різноманітним проблемам дослідження синергетичних 
систем присвячені численні роботи вітчизняних і закордонних 
вчених та їх наукових шкіл: Андронова А.А., Аніщенко В.С., 
Арнольда В.І., Вітта А.А., Владімирова В.І., Гапонова-Грехова 
А.В., Зельдовича Я.Б., Іванової В.С., Кадомцева Б.Б., 
Клімантовича Ю.Л., Кузнєцова С.П., Ландау Л.Д., Ліфшиця 
Є.М., Лихачова В.А., Мандельштама Л.І., Мишляєва М.М., 
Олемського О.І., Паніна В.Є., Пригожина І., Пуанкаре А., 
Рибакової Л.М., Рабіновича М.І., Самарського А.А., Сіная Я.Г., 
Стратоновича Р.Л., Тома Р., Фейгенбаума М., Хакена Г., 
Шанявського А.А., Шарковського А.Н., Шустера Г. та багатьох 
інших. 
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1.1. Скейлінг в кінетиці пластичного 
деформування та руйнування твердих тіл 

На даний час в механіці пружно-пластичного деформування 
і руйнування конструкційних матеріалів накопичено значний 
експериментальний матеріал, який дозволяє стверджувати, що 
кінетика даних процесів не завжди є гладкою, а містить спектр 
критичних значень керуючих параметрів, при яких наступає 
зміна структурних рівнів пластичної деформації. Нижче 
наведено стислий аналіз експериментальних результатів, перш 
за все, кінетичних діаграм різноманітних механічних 
властивостей в тривимірному просторі "властивість – час –
температура". 

У деяких випадках координати точок біфуркації можуть 
бути упорядковані. Аналіз таких упорядкованостей також буде 
наведено нижче. Очевидно, вперше серйозну увагу на каскад 
біфуркацій, що спостерігаються в кінетиці пластичної зони в 
вершині тріщини втоми, звернула В.С. Іванова [4]. Було 
показано, що кінетика росту тріщини втоми (РТВ) не є гладкою, 
а містить ряд критичних довжин, при яких відбувається 
стрибкоподібна зміна зони пластичної деформації. Причому, ряд 
критичних довжин тріщин можна задовільно описати 
упорядкованою множиною виду: 

-і2
1  / ∆=+іі ll , (1.1) 

де lі, lі+1 – сусідні значення критичних довжин тріщин; 
 ∆ – універсальна постійна руйнування. 

Як випливає з (1.1), для сплаву постійного хімічного складу і 
термообробки ( constΔ = ) це співвідношення інваріантно до 
масштабного ефекту (при дотриманні умов подібності 
руйнування у вершині тріщини), що і було підтверджено 
експериментально [4, 5]. В [6–8] для пояснення ефектів 
виникнення каскаду пластичних нестійкостей, що призводять до 
реалізації послідовності біфуркацій, запропоновано ряд 
фізичних і феноменологічних підходів синергетики. 

Явище реалізації каскаду біфуркацій в процесі зміни 
керуючого параметра – довжини тріщини втоми, а також їх 
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інтерпретація наведені в роботах А.А. Шанявського [9–13]. В 
даних роботах інформативним параметром про реалізацію 
стійкого або нестійкого росту тріщини втоми є крок борозенки. І 
в режимі ручного [9–12], і автоматизованого [12–13] РЕМ*–
аналізу було показано, що залежність: 

) ; ;( TKlfі ∆δ =  (1.2) 
містить ряд критичних значень керуючого параметра, при яких 
відбувається перебудова періодичного рельєфу. В більшості 
випадків у проміжках між критичними значеннями керуючого 
параметра крок борозенки залишається постійним і змінюється 
після біфуркації у відповідності до упорядкованої множини 
типу (1.1). На основі вивчення кінетики кроку борозенок 
запропоновано ряд критеріїв визначення еквівалентних напруг 
при руйнуванні в умовах складного напружено-деформованого 
стану [13]. 

В роботах В.А. Борисенка і його учнів [14–18] виявлено 
скейлінг на температурних залежностях різноманітних 
характеристик міцності (σ0,2; σ1; σT; σB; HV та ін.) в широкому 
діапазоні температур і швидкостей деформування. Для 
широкого класу ОЦК і ГЦК металів і їхніх сплавів встановлено, 
що вказані температурні залежності не є гладкими, а містять ряд 
особливих точок, в яких похідна дTд /σ  розривається. 
Показано, що в координатах "lnσ – 1/T" ці залежності задовільно 
апроксимуються відрізками ламаної, із чого авторами 
запропонована залежність характеристик міцності від 
температури: 

)exp(
kT
U

A j
j −=σ , (1.3) 

де  Aj, Uj – передекспонента та умовна енергія активації для 
j-го температурного діапазону. 

При переході через граничне значення температури Aj та Uj 
стрибкоподібно змінюються. 

Аналогічні результати отримані в роботах  В.І. Трефілова та 
співробітників [19–22] і М.М. Мишляєва  [23–24]. 
                                                        
* РЕМ – растрова електронна мікроскопія 
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У [18] виявлена часткова ∆-упорядкованість координат 
точок біфуркації для деяких ГЦК-металів та їхніх сплавів. В 
роботах Л.М. Рибакової і співробітників [25–27] виявлені точки 
біфуркації на кривих деформування виду: 

)( 5,0
заліст εϕσ = , (1.4) 

котрі в даних координатах також перетворюються в сімейство 
відрізків прямих, що утворюють ламану лінію. 

В [28–29] виявлені елементи скейлінгу в накопиченні 
пошкоджень втоми, виявлені при двоступінчастому циклічному 
навантаженні з одноразовою зміною навантаження. Показано, 
що попереднє напрацювання містить ряд критичних зон, у яких 
залишкова довговічність істотно збільшується. У проміжках між 
критичними зонами задовільно виконується закон лінійного 
додавання пошкоджень. 

У роботах О.С. Баланкіна [30–33] наведений аналіз 
особливостей кінетичних і масштабних фазових переходів для 
сильнозбуджених систем. Показано, що характеристичні 
масштаби динамічних структур двох сусідніх структурних 
рівнів можуть бути визначені з умови: 

ν
ν

21
)1(2

2

2
1

−
−==+

t

l

i

i

C
C

L
L  (1.5) 

де ν – коефіцієнт Пуасона; 
Cl, Ct – швидкість поздовжньої і поперечної пружної 
хвилів. 

Проте в тривимірному просторі можливе формування інших 
динамічних структур, що можуть мати більш широкий, ніж 
(1.5), спектр масштабів довжин. При цьому реалізація того чи 
іншого структурного рівня визначається видом розв’язку 
узагальнених рівнянь Гінзбурга-Ландау [30]. Вид розв'язку 
визначається критерієм, аналогічним числу Рейнольдса: 

п

п
пр τ

σ 
2

Re = , (1.6) 
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де τп , σп – опір руйнуванню на зсув і відрив. 
Елементи скейлінгової кінетики виявлені для характеристик 

міцності полімерів у роботах Г.М. Бартенєва і його школи [34–
38]. Було показано, що варіаційні ряди тривалої міцності і 
довговічності полімерів при інваріантних умовах випробувань 
містять локальні екстремуми, котрі інтерпретувалися як 
дискретні рівні міцності та довговічності. Стислий огляд 
експериментальних даних дозволяє констатувати, що в механіці 
пластичного деформування і руйнування розроблені методики, 
що дозволяють виявити елементи скейлінгу. Точки біфуркації 
на кінетичних діаграмах свідчать про зміну провідних 
механізмів пластичного деформування. Про це свідчать і 
експериментальні роботи з вивчення стадійності дислокаційної 
структури Е.В. Козлова, Н.А. Конєвої, В.Ф. Терентьєва та інших 
[39–41]. 

Особливе місце серед даних робіт займають результати 
школи В.Є. Паніна [42–48]. З позиції уявлень сильнозбудженого 
стану розроблені фізичні основи хвильової природи пластичної 
деформації твердих тіл, що дозволили сформувати принципи 
утворення структурних рівнів пластичної деформації твердих 
тіл. Відповідно до цієї концепції, будь-які пластичні зсуви 
даного структурного елементу призводять до ротаційних мод. 
Поворотні моди втягують у деформування всю ієрархію 
структурних рівнів [43]. Розроблена теорія та отримано 
експериментальне підтвердження хвильової природи 
пластичного деформування, що дозволило по-новому 
сформулювати синергетичні критерії міцності [43]: 

0 Rrot   ; 0 => µ
µ

дt
дR

, (1.7) 

де  Rµ – тензор вигину-кручення. 
Подальше вивчення скейлінгової кінетики пластичного 

деформування і руйнування конструкційних матеріалів, законів 
упорядкованості точок біфуркації, стадійності дислокаційної 
структури дозволить розробити нові підходи в теорії міцності і 
прогнозуванні експлуатаційно-службових властивостей 
конструкційних матеріалів. 
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1.2. Скейлінгова кінетика нерівновісних процесів 
різноманітної фізичної природи 

Як відзначалося вище, аналіз синергетичних систем 
зустрічається у літературі з математики [49–51], біології [52–54], 
кібернетики [55–56], теорії плазми [57–59], астрономії [60–61] 
та ін. При цьому математичний апарат опису таких систем є 
схожим – це система диференційних нелінійних рівнянь із 
змінними керуючими параметрами [1]. 

З експериментальних робіт, де стійко відтворюється 
скейлінгова кінетика, є температурні залежності різноманітних 
фізичних властивостей: швидкості пружних хвиль, спин-
гратчастої релаксації, електропровідності, швидкості хімічних 
реакцій та інші [62–65]. Численні приклади таких робіт наведені 
в збірниках [65–67]. Вивченню теорії фракталів і нелінійних 
явищ присвячено багато конференцій і шкіл [66–68]. 

Найбільше число експериментальних даних про поведінку 
синергетичних систем, явища самоорганізації, утворення 
дисипативних структур накопичено в гідродинаміці [67–70]. 
Очевидно, невипадково перша робота, де було виявлено 
утворення дисипативних структур, з’явилася також в області 
гідродинаміки [71]. 

В математиці накопичено численні дані з вивчення сценаріїв 
переходу через каскад біфуркацій різноманітних математичних 
моделей, і, насамперед, одномірних та двомірних динамічних 
відображень і систем нелінійних диференційних рівнянь. Серед 
них найбільш вивчені: одномірне відображення Пуанкаре: 

) ,(1 ii XFX α=+  (1.8) 

і ряд найпростіших систем нелінійних диференційних рівнянь, 
таких, як системи Лоренца, Реслера та інших, що при зміні 
керуючих параметрів переходять через каскад біфуркацій. 
Найбільш поширеним сценарієм переходу через каскад 
біфуркацій для вивчених синергетичних систем є сценарій 
Фейгенбаумана, або сценарій подвоєння періоду [1, 72, 73,]. 

Більш детальну інформацію про синергетичні явища можна 
знайти в монографіях [1, 13, 30, 45, 58, 66–68, 73–76 та ін.] і 
дисертаціях [23, 27, 39, 77–82 та ін.]. 
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1.3. Методи дослідження синергетичних систем 
Як було показано вище, для опису еволюції синергетичних 

систем необхідно використовувати системи нелінійних 
диференційних рівнянь [1], котрі, як правило, не інтегруються в 
квадратурах. Виходячи з цього, для аналізу еволюції 
синергетичних систем необхідно скористатися або чисельними 
методами, або якісною теорією, що має більш загальні підходи. 

Якісному дослідженню еволюції синергетичних систем при 
зміні керуючих параметрів присвячена велика кількість 
літератури [1, 49–59, 73–76, 83–100]. 

Нехай еволюція синергетичної системи описується 
довільною системою диференційних рівнянь: 

),,( tqFq α=
→•

, (1.9) 

що має такий розв'язок: 











=

)(
.  .  .  .
)(
)(

)( 2

1

tq

tq
tq

tq

m

 (1.10) 

Якщо позбутися параметра t ∈ ]−∞; ∞[  у (1.10), то можна 
перейти до фазового простору, що дозволяє одержати: 

0 ) ...; ; ;( m21 =qqqL . (1.11) 
(1.11) є рівнянням траєкторії у фазовому просторі для заданих 
початкових умов. Обравши інші початкові умови, можна 
одержати пучок траєкторій. Якщо поведінка динамічної системи 
є стійкою, то всі траєкторії, що починаються на деякій щільній 
підмножині початкових умов, притягуються до деякої області 
фазового простору – атрактора. 

Областю притягання атрактора називається множина 
початкових умов, якщо всі траєкторії, що виходять із даної 
множини, притягуються даним атрактором. 
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При вивченні еволюції синергетичних систем найбільший 
інтерес мають притягувальні множини типу: фокус, граничний 
цикл, тор, дивний аттрактор. 

Важливе місце в аналізі синергетичних систем належить 
класу атракторів, що утворюють різноманіття. Кожній точці 
різноманіття в m-мірному фазовому просторі можна поставити у 
взаємооднозначну відповідність точку в просторі (m–1)             
[1, 94, 95]. Наприклад, кожна точка граничного циклу може бути 
взаємооднозначно відображена на відрізку, кожна точка тора – 
на площині, обмежена прямокутником і т.д. 

Якщо в кожній точці атрактора, що належить класу 
різноманіття, існує похідна за часом, то говорять про 
диференційовані різноманіття [1]. Останнім часом виявлені 
аттрактори, що не належать до класу різноманіття. Такі 
аттрактори одержали назву "дивних" чи "хаотичних" [1, 73]. 

Дати загальне визначення дивного атрактора (ДА) на 
сьогоднішній день неможливо, тому що поки невідома загальна 
класифікація можливих типів ДА та систем, що їх породжують. 
Дані про ДА отримані в численних експериментах для систем 
звичайних диференційних рівнянь із найпростішими 
нелінійностями і деяких класів нелінійних алгебраїчних 
відображень невеликої величини. 

Встановлено, що ДА є притягуючою множиною нестійких 
траєкторій. Це означає, що в кожній точці ДА траєкторії стійкі в 
одних і нестійкі в інших напрямках, що відповідає сідловим 
траєкторіям. Для дисипативних систем (саме ці системи будуть 
розглядатися надалі) це призводить до несподіваних 
результатів. 

Відомо, що для дисипативної системи характерний стиск 
елемента об'єму фазового простору (dV/dt < 0). Отже, в околі 
сідлової точки ДА елементарний об'єм в одному із поперечних 
напрямків (наприклад, Х) розтягується, а в іншому (наприклад, 
Y) – стискується. Причому, оскільки dV/dt < 0, то: 

dt
dL

dt
dL yx

> . (1.12) 
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Це призводить до того, що будь-який пучок траєкторій у 
фазовому просторі розпадається на систему смуг, розділених 
пустотами, тобто утворює нещільну (канторову) множину. 
Канторовість структури – найбільш характерна властивість ДА. 
Внаслідок цього об'єм ДА у фазовому просторі розмірності m 
дорівнює нулю. Розмір ДА можна обчислити, покривши весь 
об’єм атрактора в m-мірному просторі "кубиками" об'ємом lm. 
Тоді [73]: 

)ln(1/
))(N( lnlim

0 l
lD

l→
= , (1.13) 

де   N(l) – число кубиків, зайнятих елементами ДА. 
Легко бачити, що: 

D < m, (1.14) 
як і для всякої канторової множини. Отже, як і для всякої 
канторової множини, (1.13) є хаусдорфовою розмірністю, а 
також, на відміну від щільних множин, може приймати як цілі, 
так і дробні значення. 

Таким чином, всі вивчені на сьогоднішній день ДА мають 
такі загальні ознаки [1, 73]:  

– займають обмежену частину фазового простору; 
– надзвичайно чутливі до початкових умов; 
– стискують елементарний фазовий об’єм в одних 

напрямках і розтягують в інших; 
– мають структуру канторових (нещільних) множин. 
Як приклад еволюції синергетичних систем часто наводять 

[73, 83–88] системи Реслера: 

)(

,

,

rXZbZ

aYXY

ZYX

−+=

+=

−−=

•

•

•

 (1.15) 

та Лоренца: 
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,
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 (1.16) 

де  a, b, r – постійні.  
(1.15) містить одну, а (1.16) – дві нелінійності. Відповідно 

атрактор Реслера містить одну, а атрактор Лоренца – дві 
макроскопічних особливості, аналогічних особливості Мебіуса. 
Обидва атрактори мають усі перераховані особливості ДА, із 
хаусдорфовою розмірністю D < 3. 

Еволюція атрактора у фазовому просторі дозволяє судити 
про структурну стійкість динамічної системи при зміні 
керуючих параметрів. У випадку структурної нестійкості 
взаємооднозначна відповідність стає неможливою. В результаті 
проходження керуючого параметра через критичні значення, в 
яких порушується взаємооднозначна відповідність, в системі 
настає біфуркація або каскад біфуркацій. У буквальному 
значенні термін “біфуркація” означає роздвоєння та вживається 
для опису якісної, топологічної перебудови картини при 
переході керуючих параметрів через критичні значення [6]. 
Очевидно, поки відсутня повна класифікація дивних атракторів 
та систем, що їх породжують, рано говорити і про повну 
класифікацію сценаріїв переходу через каскад біфуркацій 
синергетичних систем. 

На даний час найбільш повно вивчені такі сценарії 
[73, 83–88]: 

ДATTTT →→→→→ ....3210 , (1.17) 

ДATTT →→→ 210 , (1.18) 

[ ] [ ] [ ]
[ ] ДАппп →→−→

→→→→

...2/)12(;...;2/; 

....4/3;2/;4/;2/;

ωωω

ωωωωωωω . (1.19) 
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(1.17 ) відповідає сценарію Ландау-Хопфа: при зміні 
керуючих параметрів система переходить через каскад 
біфуркацій із народженням тора більшої розмірності, що при 
j ∞→  призводить до ДА. 

(1.18 ) відображає сценарій Рюеля-Такенса, в якому, на 
відміну від попереднього випадку, після двох біфуркацій 
"фокус"→"граничний цикл"(T0→T1) і "граничний цикл"→ "тор" 
(T1→T2 ) можливий перехід до ДА. У [73, 83] показано, що 
народження ДА можливо не раніше, ніж після двох біфуркацій: 
на двомірній поверхні (тор) неможливо існування множини, що 
притягує нестійкі траєкторії, без взаємоперетину. Проте вже 
після третьої біфуркації геометрична заборона на зародження 
ДА знімається. Причому, якщо виконуються умови теореми 
Колмогорова-Арнольда-Мозера (КАМ), то третя біфуркація йде 
за сценарієм (1.17), а якщо не виконується, то за (1.18) [1, 73]. 

Послідовність (1.19) описує сценарій подвоєння періоду або 
сценарій Фейгенбаума: після чергової біфуркації поряд з 
основною частотою з’являються субгармоніки, кратні ω [72]. 
Крім перерахованих, слід зазначити сценарій переходу каскаду 
біфуркацій через перемежування. У випадку руху суцільного 
середовища перемежування характеризується почерговою 
зміною при зміні керуючих параметрів областей ламінарного і 
турбулентного плину, що в фазовому просторі відповідає 
чергуванню стійких атракторів і ДА. 

Мабуть, подальші дослідження призведуть до відкриття й 
інших сценаріїв переходу нерівновісних систем, що 
самоорганізуються, через каскад біфуркацій. 

1.4. Сценарій подвоєння періоду 
Сценарій подвоєння періоду є одним із найбільш добре 

вивчених. На наш погляд, не останню роль в цьому зіграв той 
факт, що замість громіздких систем нелінійних диференційних 
рівнянь даний сценарій можна відтворити на найпростіших 
одномірних квадратичних відображеннях типу відображення 
Пуанкаре: 
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2
1 ii XaX −=+ , (1.20) 

яке дозволяє досліджувати сценарій подвоєння в широкому 
діапазоні керуючих параметрів. 

Умови появи сценарію Фейгенбаума досить природні 
(практично достатньо, щоб відображення Пуанкаре було 
близьким до одномірного, хоча б з одним максимумом на 
основному інтервалі [73]), що призводить до сценарію 
подвоєння періоду в достатньо представницькій множині 
нелінійних систем [73, 84–88]. 

На рис. 1.1 зображена картина притягуючих множин 
одномірного відображення Пуанкаре при безперервному 
збільшенні керуючого параметра. Як показав Фейгенбаум [72], 
дана множина складається із самоподібних підмножин із 
коефіцієнтами масштабу: 

,...669016.4lim

,...502907.2lim
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1

0

10

==
−
−

==

++

+

→

+
→

δ

α

nn

nn

n

n

n

n

aa
aa

d
d

 (1.21) 

де  α  і δ  – константи Фейгенбаума. 
Звідси випливає, що відстані між точками 2n і 2n+1 циклів при 

переході через біфуркацію знаходяться в універсальному 
співвідношенні. Таку самоподібність можна описати 
хаусдорфовою розмірністю атрактора [73]: 

[ ]
[ ] ...543.0

)11(
2
1ln

2ln
/ln

)(/)(ln

2

'

'

≅





 +

−=−≅

αα
ll

lNlND  
(1.22) 

Цікаво відслідкувати порядок намотування траєкторії на 
гілки дерева Кейлі (рис. 1.1). Позначимо координати 
притягуючих точок при заданому a = const як ранжирований 
зростаючий ряд {Xi}=X1 X2 X3 … Xm, де m = 2j, j – порядковий 
номер біфуркації.  
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Як показує числовий експеримент, для відображення (1.20) і 
аналогічних йому почерговість проходження траєкторії точок 
притягуючої множини {Xi} має такий вигляд: 

j = 0 : X1 X1 X1… 
j = 1 : X1X2 X1X2 X1… 
j = 2 : X 1X3 X2 X4 X1… 
j = 3 : X1X5X4X7X2X6X3X8X1… 
j = 4 : X1X9X8X13X4X12X5X15X2X10X7X14X13X11X6X16X1… 

 

 
Рис. 1.1.  Біфуркаційна діаграма одномірного відображення 

Пуанкаре хі+1  =  а– 2
ix  і діаграма його сходження 
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Рис.1.2.  Діаграма локальної (а) та інтегральної (б) 
“в’язкості”  одномірного відображення Пуанкаре 

2
1 ii xax −=+  як функції керуючого параметра  а 

На рис. 1.3. співвідношення (1.22) подані у виді графів. 
Якщо ввести операції N і R, як показано на рис. 1.4, то для двох 
множин однакової потужності така операція буде називатися 
нормальним зсувом N. Якщо im

R
i BA −→ , де m – потужність 

множини, то відображення R буде називатися зсувом із 
поворотом. Як випливає з (1.22) і рис. 1.3, зворотні траєкторії 
(верхні лінії) є R-відображеннями для перетинів дерева Кейлі. В 
той же час траєкторії віддалення є складною комбінацією 
перетворень N і R. Саме це, як буде показано нижче, при m→ ∞  
призводить до непередбачуваності появи елементів множини 
{Х} у ранжированому ряді, тобто до дивного (хаотичного) 
атрактора. На рис. 1.4. наведена загальна схема перетворення 
множин A і B для траєкторій віддалення. 
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Рис. 1.3.  Порядок намотування граничної траєкторії на 
  гілки біфуркаційної діаграми відображення 

2
1 ii xax −=+  після n-ої біфуркації 
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Рис. 1.4.  N i R операції і загальна схема відображення множини 
А (перша половина ранжированого ряду точок 

притяжіння  Xj) на множину В  
(друга половина Xj) для траєкторії віддалення 
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Слід зазначити, що: 

k
R

kk
N

k BABA 221212   ; →→ ++  (1.23) 

Причому для кінцевих m умову припинення роздрібнення 
множини А можна записати у вигляді : 

2A   U \ i

r

1i
=

=
A . (1.24) 

Це дозволяє записати загальні формули перетворення 
BA ⇔ для траєкторій віддалення після j-ої біфуркації: 

j = 2 : N2 
j = 3 : N2 R2 
j = 4 : N4 R2 N2 
j = 5 : N8 R4 N2 R2 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
j = n : N2

n-2R2
n-3 … R2 N2(N2 R2 ) 

На рис. 1.5 наведена послідовність “включення” елементів 
множини А для траєкторій віддалення. Як видно з рисунка, 
множина А багаторазово ділиться навпіл і береться поперемінно 
то ліва, то права частини, а в цілому процедура нагадує 
утворення одномірної канторової множини. Перераховані 
закономірності дозволяють одержати загальну формулу для 
визначення індексів множин (1.22) для випадку, коли рух 
починається з елемента X1 (рис. 1.6): 

[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] ...12...2...12

27123252

12712232

1232121

43

3333

3222

211

→→→→→→+→

→⋅→+⋅→⋅→→

→+⋅→+→⋅→→

→+⋅→→+→

−−

−−−−

−−−−

−−−

jjj

jjjj

jjjj

jjj

 (1.25) 

Легко бачити, що (1.25) задовольняє (1.22) для всіх j. З (1.25) 
випливає, що поява елемента з індексом 2j-k (підкреслені) має 
зростаючий період 2k. У загальному виді закон відображення 
підмножин А на множину В для траєкторій віддалення можна 
задати у вигляді: 
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Рис.1.5. Послідовність "включення" підмножини множини А  

для траекторій віддалення відображення 2
1 ii xax −=+  

Оскільки  min
kА  повинно містити не менше двох елементів, то: 

( )[ ] ( )[ ] 1121222 1111 ≥+−+−⋅+ −−−−−− knkknк kk . (1.27) 
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Звідки: 
2−≤ nk . (1.28) 

Як випливає з (1.28), для випадку n біфуркацій множина А 
розпадається на (n–2) підмножин. Для складного закону 
відображення множин А на множині В з багатократним 
половинним розподілом і багатократною зміною простого зсуву 
N і зсуву з ротацією R при n→∞ це приводить до 
непередбачуваності появи елемента Хi, що еквівалентно 
народженню дивного атрактора. 

1.5. Дисипативні властивості одномірних 
динамічних відображень 

Швидкість притягування фазових траєкторій атрактором 
визначається дисипативними властивостями системи. Для 
відображень типу Пуанкаре дисипативні властивості керують 
числом ітерацій, за який траєкторія досягає граничного циклу: 

ε≤− +1ii XX  (1.29) 

Як видно із рис. 1.1.б, отриманого нами для відображення 
(1.20) при ε =10–6, число ітерацій I істотно залежить від 
величини jaa − , де aj – критичні (біфуркаційні) значення 

керуючого параметра, причому при a→aj функція I(aj)→∞. 
Обробка результатів чисельних експериментів дозволила 
одержати кореляційну залежність числа ітерацій I від значень a і 
ε: 

98,0;01,0lg21
510

≥⋅
−
−

≅ −pεε
r

aa
jI
j

. (1.30) 

Аналогічні результати можна одержати для гармонійного 
осцилятора в дисипативному середовищі під впливом 
зовнішньої періодичної сили H sin(pt). У цьому випадку закон 
руху осцилятора має вигляд: 

( ) ( )βθγγ +++⋅−= − ptAtkeAX t sinsin 2
22

1 . (1.31) 
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При : 

21;
2

;0; AAkp ≈→−→→
π

βθγ . (1.32) 

Тобто, коли розв’язки для вільних і вимушених коливань 
близькі до протифази та різниця частот вільних і вимушених 
коливань прямує до нуля (окіл резонансу), може реалізуватися 
ситуація, подана на рис. 1.6. У цьому випадку нестійкість 
осцилятора досягає максимуму після закінчення часу 
встановлення, що можна оцінити з умови: 

εγτ ≤− цeA1 . (1.33) 

При τц = I⋅T,  де Т = 1, маємо: 

εγ
1ln1 AІ = . (1.34) 

Із порівняння [26] і [29] випливає їхня повна еквівалентність 
при: 

j
j aa −≈ −12γ . (1.35) 

Таким чином, результати рис. 1.6–1.8 можна одержати на 
моделі осцилятора в середовищі з перемінною в’язкістю, що 
залежить від відстані до критичного значення aj (співмножник 

jaa − ) і від порядку біфуркації (співмножник 2j-1). На рис.1.2 
наведені залежності локальної й усередненої "в’язкості" 
відображення (1.20) як функції керуючого параметра. Якщо б 
вдалося побудувати систему нелінійних осциляторів у полі 
перемінної в’язкості, атрактор якої мав би перетин, близький до 
одномірного відображення Пуанкаре (1.20), то при плавній зміні 
керуючих параметрів такої системи час синхронізації мав би 
вигляд рис. 1.1., а температура середовища – вигляд рис.1.2. 

На рис. 1.6–1.8 наведено експериментальні дані, у яких 
спостерігається якісна подібність у поведінці функції відгуку 
(залишкова довговічність, внутрішнє тертя, мікротвердість) із 
залежностями рис. 1.1 і рис. 1.2,а. Очевидно, особливості 
поводження функцій відгуку рис. 1.6–1.8 можуть знайти 
пояснення в рамках підходів синергетики. 
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Рис.1.6. Один із сценаріїв поведінки осцилятора в 

дисипативному середовищі в околі резонансу і зміни 
внутрішнього тертя в процесі навантаження маловуглецевої 

сталі (0,15 % С) при амплітуді навантаження: 1–0,07 %,  
2–0,09 %, 3–0,1 %, 4–0,125 %, 5–0,2 5%, 6–0,165 %  [103] 
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Рис.1.7. Залежність залишкової довговічності від 

попереднього напрацювання при ступінчатому 
навантаженні з однократною зміною навантаження зразків 

зі сплаву Д16АТВ[102] 

 
Рис.1.8. Осциляції мікротвердості монокристалів арсеніда   

 галія після витримки в рідкому азоті [104] 
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Рис.1.9.  Біфуркаційні діаграми температурних  

залежностей границі міцності від температури технічної 
міді: 1–ε&  = 2,5⋅10–2 с–1; 2 –ε&  = 2,4⋅10–4 с–1  [18] 

 
Рис.1.10.  Біфуркаційна діаграма температурної залежності 

 границі міцності нікелевого сплаву НВК [18] 
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1.6.  Узагальнена ∆-послідовність. Функція 
самоподібності 

Як відзначалося вище, для відображень типу (1.20) елементи 
підмножини дерева Кейлі до і після біфуркації подвоєння 
періоду самоподібні із коефіцієнтами подібності Фейгенбаума δ  
і α. 

Раніше [4] для аналізу критичних довжин тріщин 
запропонована функція самоподібності: 

j

jj YY
−

=+
2

1 / ∆ , (1.36) 

де  ∆∈[0;1] – універсальна постійна руйнування; 
 j – порядок біфуркацій. 

Легко бачити, що 

2lim
12

1 =
−

−

++

+

∞→ jj

jj

j YY
YY

, (1.37) 

тобто на нескінченності різниця між біфуркаційними 
значеннями (1.37) є геометричною прогресією із знаменником 2. 
В той же час і послідовність Фейгенбаума (1.21), і ∆-
послідовність (1.37) при малих значеннях j не є геометричними 
прогресіями. Однак, між послідовностями (1.21) і (1.37) існує 
внутрішній зв'язок. Запишемо ∆-послідовність (1.36) у вигляді: 

∆ln2lnln 1 ⋅=− −
+

j
jj YY . (1.38) 

Звідки  

2
lnln
lnln

12

1 =
−

−

++

+

jj

jj

YY
YY

 (1.39) 

для будь-якого цілого позитивного j. 
Таким чином, якщо для послідовності Фейгенбаума критичні 

значення керуючого параметра прямують до геометричної 
прогресії, то для ∆-послідовності – приростання логарифмів 
керуючого параметра складає геометричну прогресію. Це 
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дозволило з врахуванням (1.37)–(1.39) записати узагальнену 
функцію самоподібності у вигляді: 

jG
jj YY

−
∆=+ /1 . (1.40) 

Для будь-якого G з множини натуральних чисел: 

∑
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=∆=
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k

G
k

G

j
jj

jj

j
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YY
YY j

112

1 )/1(limlim . (1.41) 

Поширивши (1.41) на множину позитивних дійсних чисел, 
при G = 2 одержуємо ∆-послідовність В.С. Іванової, а при            
G = 4,669... послідовність Фейгенбаума. Задача подальших 
досліджень – кожному G > 0 знайти клас відображень, 
наприклад, із множини: 
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1 λ  (1.42) 

де 



















=





















=

−−

−−

−−

−−

−−

...........................
......
......
......

.......1

.......................

.......1

.......1

,21,22

,11,11

,01,00

2

2
11

2

kiii

kiii

kiii

ij

kjkj

jj

jj

j
i

XX

XX
XX

X

λλλ
λλλ
λλλ

λ

 

За допомогою узагальненої функції самоподібності (1.40) 
можна прогнозувати критичні значення керуючих параметрів у 
синергетичних системах. Причому міра збіжності для більшості 
випадків обмежена розмірами Gл і Gлн,  де: 

23

12

23

12

lnln
lnln;

YY
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= . (1.43) 
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Наведені узагальнення дозволяють констатувати, що на 
множині позитивних дійсних чисел будь-яку збіжну 
послідовність можна представити у вигляді: 

10 1
1

0

)1(

0 // −

−

= −
−

∆=
∑

∆≅ G
G

G
i

i
i

j

j

YYY , (1.44) 

де характеристика граничних умов ∆ може бути визначена за 
одним із співвідношень: 
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=∆
. (1.45) 

У першому випадку (1.44) буде краще описувати початок, а 
в другому – кінець реальної послідовності. 

В таблиці 1.1 наведено спектр біфуркаційних значень 
керуючого параметра µ відображення 2

1 1 ii xx µ−=+  [87] і його 
прогноз за співвідношенням самоподібності (1.44). 

В таблиці 1.2 наведене порівняння біфуркаційних значень 
керуючих параметрів m і g, отриманих у чисельному 
експерименті [88] для системи: 
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із прогнозованими значеннями (1.44). 
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Таблиця 1.1 

Реальний [87] і розрахований за допомогою узагальненої 
функції самоподібності спектр критичних значень 

керуючого параметра одномірного відображення Пуанкаре 

Розрахунковий спектр 

I∆ =0,6 II∆ =0,611936 № 
з/п 

Реальний 
спектр nµ  

nµ  S,% 
nµ  S,% 

1. 0,75 0,75 0 0,75 0 
2. 1,25 1,25 0 1,2256184 1,98 
3. 1,3680989 1,3945151 1,93 1,3615584 0,48 
4. 1,3940461 1,4275755 2,41 1,3925787 0,11 
5. 1,3996312 1,4547573 2,570 1,3993116 0,02 
6. 1,4008287 1,4363000 2,513 1,4007602 0,005 
7. 1,4010852 1,4366306 2,536 1,4010701 0,001 
8. 1,4011402 1,4367014 2,538 1,4011365 0,0002 
9. 1,4011545 1,4367199 2,538 1,4011537 0,00009 
 S =1,95 % S =0,26 % 

Таблиця1.2 

Спектри критичних значень m і q системи (41) [88] і 
розраховані за допомогою узагальненої функції 

самоподібності 

qрозр. mрозр. №
з/
п 

qексп. 
[88] 

I∆ = 
0,71014
3 

II∆ = 
0,71174
8 

mексп. 
[88] 

I∆ = 
0,75490
1 

II∆ = 
0,76404
6 

1. 0,120 0,120 0,120 0,770 0,770 0,770 
2. 0,16898 0,16898 0,16859 1,020 1,020 1,0077 
3. 0,18162 0,18183 0,18133 1,0713 1,0833 1,06758 
4.  0,18438 0,18471 0,18418 1,08216 1,09784 1,08084 
5. 0,18497 0,18533 0,18480 1,08499 1,1004 1,08371 
Середнє 
відхилення 

S =0,1 
% 

S =0,1 
% 

 S =0,77
% 

S =0,35
% 



 34 

Тобто із таблиць видно, що кращий прогноз дає наближення 
∆ІІ. Це дозволяє рекомендувати узагальнену функцію 
самоподібності (1.44) для прогнозування критичних значень 
керуючих параметрів у синергетичних системах. 

1.7.  Критичні явища Ландау і двомірний скейлінг 
Вищезгадані випадки вивчення нелінійних систем в околах 

біфуркаційних значень керуючих параметрів мають загальну 
особливість – це одномірні системи. 

Раніше було показано [18, 105–108], що можлива побудова 
біфуркаційних діаграм у двомірному узагальненому просторі 
{Xj, Yj}, Хj – керуючий параметр, Yj – вимірювана величина. При 
цьому координати точок біфуркації повинні задовольняти 
двомірним скейлінговим співвідношенням: 
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jjxjj

YYGYY
XXGXX

 (1.46) 

де  Gx і Gy – масштабні множники. 

 
Рис. 1.11.   Двомірні скейлінгові діаграми, які задовольняють  

співвідношення (1.46) 

Якщо Gx і Gy – постійні, то перетворення самоподібності 
(1.46) будемо називати стаціонарними, або квазістаціонарними. 
Якщо Gx і Gy – монотонні функції, то перетворення будемо 
називати монотонними нестаціонарними. В усіх інших випадках 
перетворення будемо називати довільними нестаціонарними. 

Найбільший інтерес для механіки деформованого твердого 
тіла мають стаціонарні і квазістаціонарні двомірні перетворення 
самоподібності (рис. 1.11). 
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Раніше було показано [105–108], що з (1.46) можна одержати 
цілий клас кінетичних закономірностей критичних явищ. Як 
показав Л.Д. Ландау [84], в околі біфуркаційного значення Х* 
керуючого параметра Х інформаційний параметр (величина, що 
вимірюється) Y може бути описана співвідношенням: 

α−−≈ *XXY , (1.47) 

де α – константа. 
Для квазістаціонарного перетворення самоподібності  (Gx ≈ 

const, Gy ≈ const) загальна огинаюча, котра задовольняє всім 
точкам біфуркації, може бути отримана з (1.46): 
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, (1.48) 

де {X0 ;Y0} і {X1;Y1} – дві початкові точки біфуркації. 
Раніше [105–108] було показано, що для багатьох ОЦК і 

ГЦК металів перетворення самоподібності (1.46) є 
квазістаціонарними і консервативними: 

21 ≅≅ −
xy GG . (1.49) 

З урахуванням суміщення точки відліку з нульовою точкою 
біфуркації {X0; Y0} легко знаходимо з (1.48): 

xx
x

Y
Y

−
≅

**

, (1.50) 

що автоматично задовольняє класу критичних явищ Ландау 
(1.47). 

Основне співвідношення лінійної механіки руйнування – 
рівняння Періса: 

mKC
dx
dl )(∆=  (1.51) 

не має на сьогоднішній день аналітичного або фізичного 
узагальнення, а отже, потребує експериментального визначення 
констант у кожному окремому випадку. 
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Покажемо, що (1.51) – частковий випадок критичних явищ 
класу Ландау (1.47) і квазістаціонарних перетворень 
самоподібності (1.46). Так, похідна з (1.48) дає: 
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що з врахуванням (1.49) при суміщенні початку відліку з 
нульовою точкою біфуркації дає: 

2
1

11
)(2 YY

YXdx
dY

+= . (1.53) 

Ввівши заміну 
X=N;    Y=l , (1.54) 

одержуємо рівняння самоподібного росту тріщини втоми в 
інтегральному і диференційному вигляді: 

NN
N

l
l

кр −
=

1
, (1.55) 

4
1

11
)(2 ll

lNdN
dl

+= . (1.56) 

Легко бачити, що (1.55) і (1.56) задовольняють класу 
критичних явищ Ландау (1.47) при ν = – 1 і рівнянню Періса для 
m = 4. На значення m ≅ 4 вказують роботи С. Кацаньди [109], 
Шанявського А.А. [9–13], Іванової В.С. [4–8], А.І. Радченко  
[28–29], В.Т. Трощенко [110–112] та ін. 

В нашому випадку m = 4 як наслідок самоподібного росту 
тріщини втоми в умовах двомірного консервативного 
квазістаціонарного (Gy ≅ Gx

-1) скейлінгу. Тільки одне це 
припущення автоматично призводить до рівняння Періса m = 4, 
з одного боку, і до трактування РТВ як критичної події класу 
Ландау (1.47) – з іншого. При цьому кінетика РТВ повинна 
описуватися більш "фізичним" рівнянням (1.55), ніж рівняння 
Періса, які використовуються для опису ряду критичних явищ і 
фазових переходів [1, 30, 51, 68–82], що, на нашу думку, 
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важливо для встановлення спорідненості кінетики 
еквівалентності росту тріщини втоми із критичними явищами 
іншої фізичної природи. Встановлення такої еквівалентності 
може призвести до прогресу як у механіці руйнування, так і при 
вивченні критичних явищ іншої фізичної природи за відомим 
принципом взаємозбагачення. Зокрема, в механіці руйнування – 
це застосування методів аналізу критичних явищ іншої фізичної 
природи, наприклад, методу ренормгрупи [93]. 

На рис. 1.11 самоподібному РТВ відповідає біфуркаційна 
діаграма 2. В розділі 5 буде показано, що діаграма 1 відповідає 
залежності характеристик міцності від температури в 
узагальнених координатах  X = 1/T ; Y = lnσ  (рис.1.9; 1.10). 

Діаграми 3 і 4 рис. 1.11 можуть бути ідентифіковані, 
наприклад, як криві тривалої міцності та втоми. 

Із монотонних нестаціонарних процесів можна виділити 
задачі пружної і пружнопластичної стійкості стержнів і 
оболонок. Так, для шарнірно закріпленого стержня на пружній 
підкладці [113] відносні значення крP  і k  задовольняють: 

p
ii

ii
k

ii

ii G
i
i

PP
PP

G
i
i

kk
kk

=
+
+

=
−
−

=







+
+

=
−
−

+

++

+

++

1
2;

1
2

**
1

*
1

*
2

3

**
1

*
1

*
2 , (1.57) 

що відповідає монотонному нестаціонарному двомірному 
скейлінгу. 

Для аналітичного моделювання двомірних нестаціонарних 
консервативних скейлінгових перетворень використовувалось 
відображення Пуанкаре з глибокою передісторією: 

),...,,,( 21 kjjjj xxxFx −−−= α . (1.58) 

Зокрема, для k = 2 лінійно-квадратична форма 
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дає: 
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1112211 −−−−−− +++++= jjjjjjj xxbxbxbxaxax α . (1.60) 
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Проведено чисельний аналіз (1.60) при трьох рівнях (–1; 0; 1) 
п'яти  параметрів ai , bij. Встановлено, що для відображення: 

21
2

2
2

121 −−−−−− −−++−= jjjjjjj xxxxxxx α  (1.61) 

в околі керуючого параметра α∈[0,035... 0,3] у координатах  
"n–α", де n – число точок збіжності, біфуркаційна діаграма в 
точності відповідає діаграмі 4 рис. 1.11. При цьому GN ≅ 0,5;     
Gα  = 2. 

РЕЗЮМЕ РОЗДІЛУ 1 
1. В механіці деформованого твердого тіла та в механіці 

руйнування на прикладі кінетичних діаграм росту втомних 
тріщин, залежностей характеристик міцності від температури, 
кривих деформування й інших виявлені масштабні і кінетичні 
фазові переходи (МФП і КФП). 

2. Показано, що для ОЦК і ГЦК металів координати точок 
МФП і КФП можуть бути упорядковані в рамках 
запропонованого автором двомірного скейлінга 
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де  {Xj ,Yj } – узагальнені координати точок біфуркації;     
Gx, Gy  – масштабні множники,  j – порядок біфуркації. 

3. Отримані у загальному вигляді закономірності руху по 
атрактору після j-ої біфуркації для динамічних відображень 
Пуанкаре малої величини, і показана приналежність NR – 
перетворень до класу циклічних груп. 

4. Виявлено закономірності зміни дисипативних властивостей 
після j-ої біфуркації для динамічних відображень Пуанкаре 
малої розмірності.  

5. Встановлено, що стаціонарний двомірний скейлінг при  
Gx   ≅ Gy

-1 задовольняє критичним явищам класу Ландау: 
1

*
−−≅ xxY , 

і до таких явищ відноситься самоподібний ріст тріщини втоми 
на стадії Періса. При цьому показник m = 4. 
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Р О З Д І Л  2 .  

 ТЕРМОАКТИВАЦІЙНИЙ АНАЛІЗ РУЙНУВАННЯ ОЦК 
І ГЦК МЕТАЛІВ В УМОВАХ ОБМЕЖЕНОЇ 

ПЛАСТИЧНОСТІ 

2.1. Руйнування ангармонійного ланцюжка 
Розглянемо ймовірність руйнування модельного об’єкта– 

одномірного ангармонійного ланцюжка атомів (рис. 2.1) – при 
впливі зовнішнього статичного навантаження F.  

а) 

 

 

б) 

Рис. 2.1.  Ангармонійний ланцюжок (а) і зміна профілю               
потенційного рельєфу (б) при його розтязі 

Під впливом зовнішнього навантаження F відбувається 
деформація потенційного рельєфу. Залежність U(F) визначимо з 
умови нормування: 

dxxUdxxU
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=  (2.1) 
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звідки 

 )( 0100 аaUaU ∆+≅  

або 

)1(0
0

0
01 ε−≅

∆+
= U

аa
a

UU  

(для ε  < 0.1 похибка не перевищує 1 %). 
Тоді: 

...)''1()( 2
0 ±±−= σβσγσ UU . (2.2) 

Відповідно до уявлень, розвинутих Я.І. Френкелем [1], 
ймовірність руйнування ланцюжка тотожна ймовірності 
подолання бар'єра в одиницю часу хоча б одним з осциляторів 
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kTUЕфл −= )(σ , (2.4) 

де τ0 – період власних коливань осцилятора. 
Як видно з (2.3) і (2.4), ймовірність руйнування ланцюжка 

зростає при зростанні зовнішнього навантаження і температури. 
Тоді: 
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З іншого боку: 
1lim ⇒

→
W

sTT
, 

що дозволяє отримати 

0
0

1ln
τskTU ≅ . (2.5) 

Залежність (2.5) можна також отримати зі співвідношення 
Журкова [2]. Для ланцюжка під дією зовнішньої напруги σ  час 
до руйнування дорівнює: 
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kT
U γσ

ττ
−

= 0
0 exp . 

Тоді: 
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що дозволяє отримати (при sTT ⇒ : 1⇒W ) 

0
0

1ln
τskTU ≅ . (2.6) 

Причому кількість утриманих членів ряду (2.2) несуттєва, тому 
що при Т→Тs роль зовнішнього навантаження в руйнуванні 
ланцюжка зневажливо мала.  

Таким чином, із граничної рівноваги ангармонійного 
ланцюжка можна отримати значення такої важливої фізичної 
характеристики, як висота потенційного бар'єра. 

Відомо [1, 3, 4], що потенційна енергія взаємодії пари атомів 
з ковалентним або металевим зв'язком може бути достатньо 
добре описана потенціалом Морзе, що у даному випадку дає: 

[ ])exp(2)2exp(1ln)(
0

ааkTxU s ∆α∆α
τ

⋅−−⋅−= , 

де  α – постійна; 
∆ a = a1−a0 – деформація міжатомного зв'язку; 
k – постійна Больцмана; 
Ts – температура плавлення. 
Із врахуванням перетворень [4] це дозволяє отримати 

значення постійної α, граничної відносної пружної деформації 
εmax і теоретичної міцності на розрив міжатомного зв'язку σmax: 
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(2.7) 
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1ln
)/(

a

EkT

a
dxdU

a
F s τ

σ === , (2.9) 

де  E і a0 – рівноважні значення модуля пружності і постійної 
гратки. 
Значний інтерес мають перетворення (2.8) і (2.9) із 

використанням співвідношення для граничної енергії пружної 
хвилі ланцюжка як довгого тонкого стержня: 

r
EamEmcL
222

3
0

2

===
ρ

, 

де  r – кількість атомів в елементарній гратці (r = 2 для ОЦК і    
r = 4 для ГЦК кристалів). 

 Тоді: 

Rr
2ln

max =ε , (2.10) 

RrE 4
1max =

σ
, (2.11) 

де  R= L/U0. 



Таблиця 2.1 
Термоактиваційні і граничні міцнісні характеристики ланцюжків ОЦК і ГЦК металів 

 
 

Метал 

 
 

Ts, ˚К 

 
 

а, А˚ 

 
 

Е, ГПа 0
0

1ln
τskTU =

моль
кДж  

r
EaT
2

3

=

моль
кДж  

0U
TR =  

 
 
r 

 
 

maxε  

 

E
maxσ

 

K 337 5,23  3,6   83,8  77,5 0,92 2 0,51 0,184 
Na 371 4,23  9,1   92,3 103,7 1,12 2 0,46 0,167 
Li 453 3,49 11,7  112,7  74,9 0,66 2 0,60 0,216 
Fe 1808 2,87 215,5  431,4 767,0 1,77 2 0,37 0,133 
Cr 2130 2,88 240,0  529,8 863,1 1,63 2 0,38 0,138 
V 2163 3,02 130,0  512,9 539,1 1,05 2 0,48 0,172 
Nb 2741 3,30 106,0  642,0 537,5 0,89 2 0,52 0,187 
Mo 2890 3,15 323,0  689,1 1519,9 2,21 2 0,33 0,119 
W 3683 3,16 400,0  916,1 1900,2 2,07 2 0,34 0,122 
Pb 601 4,95 16,6  133,4 151,5 1,13 4 0,33 0.117 
Al 933 4,05 71,9  219,8 359,5 1,63 4 0,27 0,098 
Ca 1111 5,58 20,0  276,4 261,6 0,95 4 0,36 0,128 
Ag 1234 4,09 80,5  284,3 414,6 1,45 4 0,29 0,104 
Cu 1356 3,61 125,0  317,2 442,6 1,39 4 0,29 0,106 
Ni 1726 3,52 205,0  407,7 633,0 1,65 4 0,27 0,097 
Pt 2045 3,92 173,2  472,3 785,3 1,66 4 0,27 0,097 



 44 

 Як видно з таблиці 2.1, R ∈ [0,66…2,21], r ∈ [2; 4], що 
дозволяє оцінити межі зміни εmax  і σmax/E для ОЦК і ГЦК 
металів:  
 εmax ∈ [0,245...0,490], 
 σmax/E ∈ [0,088...0,177]. 
 В таблиці 2.1 наведені значення εmax і σmax/E для 16 ОЦК і 
ГЦК металів. Як видно, максимальна міцність на відрив для 
ланцюжка, розрахована за (2.11), задовільно узгоджується з 
іншими оцінками [5–7], де отримано σmax≈Е/10. 
 Вилучивши із (2.10) і (2.11) параметр rR ⋅ , можна 
отримати: 

E
max

max 77.2
σ

ε ≅ , 

що істотно (майже в три рази) більше гармонійного наближення. 
 Наведені перетворення дозволяють отримати спрощену 
залежність постійної α  в потенціалі Морзе: 

00

8.2...4.1
аа

Rr
≅=α . 

2.2. Руйнування ОЦК і ГЦК металів в умовах 
одноосьового розтягу й обмеженої пластичності 
Дослідження довговічності твердих тіл у широкому 

інтервалі температур і рівнів напруг показує, що їх руйнування 
можна розглядати як один із видів твердофазних реакцій із 
характерною арреніусовською залежністю швидкості від 
температури [8]. 

Представимо збуджений кристал у стані передруйнування 
суперпозицією ангармонійних ланцюжків. Очевидно, у 
сильнозбудженому стані таку систему можна віднести до класу 
синергетичних [9], в яких можлива самоорганізація [10], тобто 
система осциляторів в умовах сильного збудження може 
синхронізуватися. З уявлень теорії абсолютних швидкостей 
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реакцій ймовірність стрибка активованого комплексу в  
одиницю часу через потенційний бар'єр U0  дорівнює [11]: 







 −≅

kT
U

h
kTW 0exp , 

де  h – постійна Планка; 
h/k ≈ τ0. 
При Т→Тs ,1⇒W  звідки: 

0
0

1ln
τskTU ≅ , (2.12) 

що аналогічно співвідношенням (2.4) і (2.5) для окремого 
ланцюжка. Відомі роботи, що вказують на наявність кореляції 
між енергією активації руйнування з коефіцієнтом теплового 
розширення і теплоємністю [12], енергією плазмових коливань 
[13], температурою плавлення [14–17]. Співвідношення (2.12) 
відрізняється від перерахованих кореляцій відсутністю 
емпіричного параметра. Крім цього, як наслідок, з (2.12) можна 
одержати інженерні формули для оцінки енергії активації 
руйнування складних систем. Використання гармонійного 
наближення Ейнштейна [18] дозволяє одержати: 









=

ρπ
rE

a
kTU s

0
0 2

1ln , (2.13) 

де ρ  – густина. 
Аналогічно, із наближення Дебая випливає: 








=
h

k
kTU d

s
θ

ln0 , (2.14) 

де θd – температура Дебая. 
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Рис. 2.2.  Порівняння теоретичних і експериментальних значень 

енергії активації руйнування ОЦК і ГЦК  металів  

На рис. 2.2 та в таблиці 2.2 наведені результати порівняння 
розрахунків (2.13)–(2.14) з експериментальними даними [16] 
енергії активації для десяти ОЦК і ГЦК металів. Заслуговує на 
увагу той факт, що експериментальні значення U0 [16] отримані 
з обробки кривих тривалої міцності макрозразків, а теоретичні 
формули – з умови температурного навантаження системи 
ангармонійних ланцюжків. Гарний збіг "механічних" і 
"температурних" значень енергії активації свідчить про 
енергетичну подібність процесів плавлення і механічного 
руйнування, що було показано раніше з інших позицій у роботах 
[5, 19]. З іншого боку, співпадання U0 елементарної події 
(руйнування ангармонійного ланцюжка – (2.5)) і макросистеми 
(руйнування макрозразків) підтверджує слушність передумов 
моделі про заміну макросистеми суперпозицією ангармонійних 
ланцюжків, які вдалині від термодинамічної рівноваги 
виявляють властивості синергетичної системи, тобто 
самоорганізуються в активований комплекс. Це підтверджує 
також співпадання енергії активації елементарної події 
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руйнування ланцюжка та руйнування макросистеми, що буде 
показано нижче. 

Таблиця 2.2 

Теоретичні та експериментальні значення енергії  
активації ОЦК і ГЦК металів 

Енергія активації, кДж/моль  
Метал за (2.13) за (2.14) експеримент 

[16] 
1 Молібден 689,3 713,7 711,4 
2 Ніобій 642,0 669,5 628,0 
3 Ванадій 512,9 534,6 540,1 
4 Платина 472,3 496,5 502,4…607,1 
5 Залізо 431,4 448,0 418,7…502,4 
6 Нікель 407,7 426,0 364,3 
7 Мідь 317,2 332,7 339,1 
8 Срібло 284,3 298,9 259,6 
9 Алюміній 219,8 230,7 209,3…221,9 
10 Свинець 133,3 141,1 175,8 

2.3. Оцінка стійкості енергії активації 
На прикладі чисельних металів і сплавів експериментально 

встановлено, що енергія активації руйнування надзвичайно 
нечуттєва до зміни вектора стану металу. Наприклад, зміна на 
декілька порядків вмісту домішок, густини дислокацій, 
орієнтації монокристалів, великі дози опромінення і т.д. в 
більшості випадків змінюють енергію активації не більш, ніж на 
2...4 % [13, 16, 20, 21], що особливо вражає на фоні істотної 
(в межах порядку) зміни механічних характеристик. У таблиці 
2.3 наведені експериментальні дані стійкості енергії активації 
для алюмінію і його сплавів. 

До сьогоднішнього дня цей експериментальний факт не 
знайшов належного аналітичного узагальнення. 
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Таблиця 2.3 

Експериментальні значення відхилення енергії 
 активації при випробуваннях на довготривалу  

міцність зразків із алюмінію [16] 

№ 
з/п Змінний  параметр Границі 

зміни 

Відхилення 
енергії активації 

100
0

0 ⋅
U
U∆

% 

1 Домішки міді 0…4 % ≤ 4% 
2 Домішки магнію 0…4% ≤ 4% 
3 Домішки цинку 0…10% ≤ 2% 
4 Зміни орієнтування 

монокристалів 
[111]…[100] ≤ 2% 

5 Відпал 573 К…873 
К 

≤ 5% 

6 Прокатка без відпалу 0…90% ≤ 1% 
7 Нейтронне 

опромінення 
0…1027  

іон/м2 
≤ 8% 

 
Наведені вище співвідношення (2.13), (2.14) дозволяють 

оцінити аналітично можливі межі відхилення енергії активації 
при зміні вектора стану металу. Так, із (2.13) при Тs = const 
можна отримати: 




















=∆
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+

−

+

−

+

5.0

0 ln
E
EkTU s ρ

ρ
α
α

, (2.15) 

де "+" відповідає максимальному, а "–" – мінімальному 
значенню параметра. Чисельні дані показують [18], що 
розумними межами є багаточисельні: 

;2,1≤
−

+

a
a  ;2,1≤

−

+

ρ
ρ  5≤

−

+

Е
Е , (2.16) 
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що дає граничне відхилення енергії активації 

skTU ≤∆ 0 . 

У той же час середнє значення енергії активації з (2.5) при  
τ0 ≈ 10-13 с дорівнює: 

skTU 300 ≅ . 

Таким чином, зміна постійної гратки на 20 %, густини 
сплаву на 20 %, модуля пружності на 400 %, відповідно до 
наведених вище співвідношень, призводить до зміни енергії 
активації лише на величину: 

%,
U
U

61
0

0 ±≤
∆

, (2.17) 

що цілком узгоджується з результатами експериментальних 
досліджень [13, 16, 20, 21 та ін.], частково наведених в таблиці 
2.3. 

2.4. Оцінка діапазону зміни модуля пружності 
Як видно з (2.16), найбільш вагомий внесок у відхилення 

енергії активації вносить зміна модуля пружності. Класичні 
рішення [22...25] для кристалів кубічної сингонії з ортотропною 
симетрією дають: 

( )2
3

2
3

2
3

2
3

2
3

2
3

44
121111

1

2
2 νµνλµλ ++






 −−−=− SSSSE , (2.18) 

де  S11, S12, S44 – пружні податливості кристала для випадку, 
коли площини пружної симетрії (кристалографічний базис 
Оxyz) збігаються з нерухомими координатними площинами 
базису OXYZ; 
λ3, µ3,ν3 – направляючі косинуси. 
Раніше [26] нами було показано, що тензор пружних 

податливостей, також як і тензор пружних постійних, для 
кристалів кубічної сингонії у випадку Oxyz ≠ OXYZ має більш 
просту структуру, ніж вважалося дотепер, містить менше число 
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незалежних постійних, що дозволяє істотно спростити алгоритм 
комп’ютерного аналізу, а також суттєво спростити залежності 
типу (2.18), особливо для випадку, коли направляючі косинуси 
задані через індекси Міллера. 
 У загальному випадку задача про орієнтаційні залежності 
модуля пружності може бути вирішена з перетворень: 

LSFA

FCLA

ijijlk

ijijlk

1

1

−

−

=

=
 
, 

, 
(2.19) 

де  L – оператор повороту тензора другого рангу напруг; 
F – оператор повороту тензора другого рангу деформацій, 
заданих у кристалографічному базисі Оxyz, при переході до 
нерухомого базису OXYZ. 

Причому: 
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де  символ " ' " означає операцію транспонування. 
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Як випливає із (2.20) 
11 ';' −− == FLLF , 

проте 
11 ';' −− ≠≠ LLFF , 

оскільки 

EFLELF ≠≠ −− 11 ; , (2.22) 

звідки випливає, що (2.19) не є перетворенням подібності. Після 
перетворень (2.19) з врахуванням (2.20)…(2.22) тензори 
пружних постійних і пружних податливостей мають вигляд: 

,)(

),(
,,1111 νµλ
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де 
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Причому 
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(2.26) 

де  t = λ; µ; ν 
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Співставляючи (2.26) і (2.27) з тензором пружних постійних 
для загального випадку анізотропії 
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легко побачити, що Tijlk = ti⋅tj⋅tk⋅tl, де {i, j, l,k} = 1; 2; 3, тобто 
орієнтовно-залежна складова тензорів (2.23) може бути 
отримана як сума добутків направляючих косинусів з індексами, 
що відповідають індексам тензора Aijlk. Тоді: 
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Використовуючи співвідношення 
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можна отримати направляючі косинуси через індекси Міллера 
[hkl]. Для ϕ  = 0 це дає: 

22222
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lh
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lkh
k

+
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++
= θθ . (2.31) 

Тоді (2.29) можна перетворити до виду: 
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де 
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Із (2.33) випливає, що R ∈ [1/3…1]. 
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Фактор орієнтації R має декілька цікавих властивостей і 
може бути використаний для ряду узагальнень. Зокрема, 
дозволяє сформулювати лему про рівнопружні напрямки для 
ОЦК і ГЦК кристалів. 

Л е м а . Для сімейства напрямків [hkl], у яких один з 
індексів є сумою або різницею двох інших, пружні податливості 
рівні між собою. 

Д о в е д е н н я .  Для того, щоб пружні податливості в 
(2.32): 

11
111

−− = lkhhkl AA , 

необхідно і достатньо, щоб 
111 lkhhkl RR = . Звідси випливає, що 

для рівнопружних напрямків ОЦК і ГЦК кристалів: 

constRR lkhhkl ==
111

. 

Нехай для рівнопружних напрямків 

lkh α±= . 

Тоді 

( )[ ] Cconst
lklk
lklk

==
++±

++±
2222

444)(

α

α
, (2.34) 

що після тотожних перетворень дає: 

.0)21(4

)453()84(

)12()42(

3

22223

24444

=−+

+−−+−+

++−−−+−

Ckl

CClkClk

CCClCk

α

αααα

ααα

 (2.35) 

Аналіз (2.35) показує, що при k ≠ 1 ≠ 0 (2.35) на множині  

{k, l} ∈ N має рішення, для якого 
α

α
2
1;1 =±= C . Це дозволяє 

стверджувати, що всі напрямки, в яких один з індексів Міллера 
дорівнює сумі або різниці двох інших, рівнопружні. 

Л е м у  д о в е д е н о .  



 55 

На підставі леми: 

).
2

(
2
1

2
1)

2
(

)
2

(...

44
1211

44
1211

44
12

1
321

1
211

1
110

SSSSSS

SSEEE

++=−−+

++==== −−−

 (2.36) 

Співвідношення (2.36) можуть бути додатковими умовами 
при розв’язку задач молекулярної динаміки, при визначенні 
чисельних коефіцієнтів функцій міжатомного зв'язку, при 
юстировці п'єзовимірювальних приладів і т.д. 

(2.32) та (2.36) доцільно виразити через пружні постійні С11, 
С12, С44, що дає: 

,
)2)((2

)2)((4
...

121112114411

1211121144

321211110

CCCCCC
CCCCC

EEE

+−+
+−

=

====
 (2.37) 

))(2(
)(3

1211441211

121144

CCCCC
CCC

E
E

−++
+

=
−

+ . (2.38) 

Із (2.38) видно, що умова Е+/Е– ≤ 5 виконується для всіх ОЦК 
і ГЦК металів, крім калію. 

2.5. Кількісні оцінки зміни енергії активації  
при дії всебічного стиску і домішок 

 Як випливає з отриманих вище співвідношень (2.13) і (2.14), 
для того, щоб енергія активації змінювалася не більше, ніж на 
±1.6 %, необхідно, щоб відхилення температури плавлення не 
перевищувало цих самих значень. Аналіз діаграм стану 
подвійних систем показує, що у більшості випадків 

0
0

<
=iCi

s

dC
dT , (2.39) 

тобто в області малих концентрацій домішок температура 
плавлення основи (по лінії ліквідуса) зменшується. Відповідно 
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до (2.12)–(2.14), це повинно викликати зменшення енергії 
активації руйнування. Для виконання умов автомодельності 

lim
00 UU ∆∆ ≤  

необхідно, щоб 

∑
=

≤
n

i
s

i

s
i T

dC
dTC

1

lim∆ . (2.40) 

Для випадку 

%6.1
0

0 ≤
U
U∆

 

це дає 

∑
=

≤
n

i
s

i

s
i T

dC
dT

C
1

016.0 . (2.41) 

 
2.5.1. Сталі та сплави заліза 

Для заліза умови автомодельності у вигляді (2.41) 
виконуються, якщо сумарна зміна температури плавлення не 
перевищує 0,016Ts = 28,9 K. В рамках моделі лінійного 
наближення без врахування взаємодії між домішками можна 
показати, що (2.41) обмежує деяку область багатовимірного 
простору {Ci}, що знаходиться між координатними площинами і 
гіперплощиною з точками limlim

2
lim
1 ,...,, nCCC Ci. 

В таблиці 2.4 наведені значення lim
iC  для найбільш 

впливових легуючих елементів, що найчастіше зустрічаються, 
та домішок, що входять до складу практично всіх сталей і 
сплавів на основі заліза. З врахуванням даних таблиці 2.4 умова 
автомодельності може бути представлена у вигляді: 

∑
=

≤
n

i i

i

C
C

1
lim 1. (2.42) 
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Лінійне наближення (2.42) є наближенням із запасом, 
оскільки лінії ліквідуса у більшості випадків випуклі. З (2.15) і 
(2.42) можна отримати об’єднаний критерій автомодельності: 

1ln2
1

lim

5.0

≤+



















∑

=−

+

−

+

−

+
n

i i

i

C
C

E
E

ρ
ρ

α
α , (2.43) 

де  
s

i
si dT

dCTC ∆=lim  – у випадку використання дотичної; 

))((1lim
isi CTfC −=  – у випадку використання січної хорди 

(рис. 2.5). 

При виконанні (2.43) відхилення енергії активації сплаву на 
даній основі не буде перевищувати заданої величини. Умові 
автомодельності у вигляді (2.43) задовольняє більш третини 
конструкційних і легованих сталей. 

Таблиця 2.4 

Граничні значення домішок в залізі, які не  порушують 

умови автомодельності 









±≤ %6,1

0

0

U
U∆  

Домішки lim
iC , вагові  % 

 

1 2 
1. Бор 0,087 
2. Берилій 0,099 
3. Водень 0,13 
4. Вуглець  0,33 
5. Кисень 0,80 
6. Цинк 1,31 
7. Кремній 1,57 
8. Цирконій 4,63 
9. Ніобій 4,92 
10. Нікель 6,57 
11. Фосфор 1,29 
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Закінчення таблиці 2.4 
1 2 

12. Марганець 7,41 
13. Церій 8,12 
14. Мідь 10,14 
15. Алюміній 14,56 
16. Хром 19,27 
17. Молібден 21,24 
18. Вольфрам 32,05 

2.5.2. Сплави на основі алюмінію 

Таблиця 2.5 

Граничні значення домішок в залізі, які не руйнують  

умови автомодельності 









±≤ %6,1

0

0

U
U∆  

Домішки lim
iC , вагові  % 

 

1 2 
1. Титан 0,31 
2. Марганець 0,76 
3. Кремній 2,12 
4. Берилій 2,82 
5. Хром 3,43 
6. Нікель 4,13 
7. Магній 4,15 
8. Мідь 4,97 
9. Залізо 6,90 
10. Цинк 23,10 

В таблиці 2.5 наведено lim
iC  для легуючих елементів і 

домішок сплавів алюмінію. Умовам (2.43) задовольняє більшість 
сплавів алюмінію, крім сплавів АЛ. Граничні значення lim

iC , як і в 
2.5.1, визначилися методом січної (рис. 2.5) із діаграм стану 
подвійних систем. 
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2.5.3.  Деформування потенційного рельєфу  
при всебічному стиску 

Як було показано вище, розтяг ангармонійного ланцюжка 
призводить до зниження висоти потенційного бар'єра. З умови 
рівності площ підбар’єрних кривих було отримано в лінійному 
наближенні: 

)1()( 0 εε −≈ UU , (2.44) 
що, з врахуванням (2.6) і (2.7) для потенціалу Морзе, дає: 








 ∆
−−

∆
−= )exp(2)2exp(1ln)()(

000 α
α

τ
εε Rr

a
aRrkTU s

, (2.45) 

де 

0U
LR = . (2.46) 

 

Таблиця 2.6 

Порівняння енергії активації в лінійному наближенні та в 
потенціалі Морзе при різних деформаціях ланцюжків 
алюмінію ( )553,2=Rr , заліза ( )881,1=Rr  і літію 

( )148,1=Rr  

Деформація 
ланцюжка, 

a
a∆  Алюміній Залізо Літій 

1. 0 1 1 1 
2. 0,02 1,017 1,018 1,019 
3. 0,04 1,030 1,033 1.037 
4. 0,06 1,038 1,044 1,054 
5. 0,08 1,043 1,051 1,069 
6. 0,10 1,044 1,052 1,083 
7. 0,12 1,042 1,048 1,095 
8. 0,14 1,037 1,036 1,105 
9. 0,20 1,008 0,949 1,119 
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В таблиці 2.6 наведено результати перевірки справедливості 
лінійного наближення. 

Так, для алюмінію лінійне наближення для випадку 
потенціалу Морзе дає похибку не більш 4,4 %, для заліза – 5,2 % 
і для літію – 11,9 %, що свідчить про малу ефективність 
застосування лінійного наближення у цьому випадку. Це 
дозволяє запропонувати критерій придатності лінійного 
наближення для умови, що на всьому діапазоні деформацій 
похибка наближення (2.44) не перевищить для потенціалу 
Морзе 5 %: 

88.1≥Rr . (2.47) 

Як випливає з таблиці 2.1, цьому критерію задовольняють 
усі ГЦК-метали, а також залізо, молібден і вольфрам з         
ОЦК-металів. Отже, для металів, що задовольняють (2.27), із 
(2.45) можна отримати: 







 −








≅








E

kTkT ss
σ

ττ
σ σ 11ln1ln)( 0

00
0

. (2.48) 

За умови, що 0
00 ττ σ = , одержуємо залежність температури 

плавлення від зовнішньої напруги: 







 −≅

E
TT ss

σ
σ 1)( 0 , (2.49) 

звідки випливає, що при стиску ланцюжка (σ =-p) температура 
плавлення повинна збільшуватися: 







 +≅

E
pTpT sos 1)( . (2.50) 

Лінійне наближення (2.50) повинно виконуватися, 
принаймні, в області малих приростів параметра p. В приростах 
(2.50) можна записати: 
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E
T

p
T so

p

s ≅
∆
∆

= 0

. (2.51) 

Перехід від рішення для ланцюжка до твердого тіла (система 
ланцюжків) в умовах всебічного стиску потребує введення 
коефіцієнта пропорційності α: 

К
T

p
T so

p

s α≅
∆
∆

= 0

, (2.52) 

де  К – модуль всебічного стиску. 

В таблиці 2.7 наведені 
0=∆

∆

p

s

p
T значення, отримані методом 

графічного диференціювання Ts-P–діаграм [29], і чисельні 
значення коефіцієнта пропорційності для 18 елементів таблиці 
Менделєєва. 

Як видно з таблиці, α змінюється в широкому діапазоні як 
додатних, так і від’ємних значень. Характерно, що для всіх 
лужних металів, а також для деяких важких елементів  
(Hf, Th, U) значення α мало відрізняються від 1, що свідчить про 
гарну відповідність лінійного наближення для системи ланцюжків. 

Таким чином, результати таблиці 2.7 дозволяють 
констатувати, що для всіх ОЦК- і ГЦК-металів лінійне 
наближення для ланцюжка якісно (із точністю до коефіцієнта), а 
в деяких випадках і кількісно підтверджується експериментально 
на залежностях "температура плавлення – зовнішній тиск" в 
межах невеликих значень тисків. 



Таблиця 2.7 

Експериментальні та розрахункові зміни температури плавлення при всебічному стиску 

 
 

Метал 

 
 

Ts, К [35] 

 
 

К, Гпа [34] 

 
 

TS/ ∆ P , К/ГПа 
[29] 

 
 

Ts/К, К/ГПа Тип переходу тв. 
т.-ж [29] 

Т
Ts

P
P
Ts 0=

∆
∆

=α  

1 2 3 4 5 6 7 8 
1. Літій 453 11,6 39,5 39,1 ОЦК ОЦК 1,01 
2. Натрій  371 6,8 63,5 54,6 ОЦК ОЦК 1,16 
3. Калій  337 3,2 143,5 105,3 ОЦК ОЦК 1,36 
4. Цезій З02 2,0 147,5 151,0 ОЦК ОЦК 0,98 
5. Рубідій  312 3,1 137,5 100,6 ОЦК ОЦК 1,37 
6. Талій 577 35,9 72,5 16,1 ОЦК ОЦК 4,50 
7. Барій 988 10,3 69,8 96,9 ОЦК ОЦК 0,72 
8. Алюміній 933 72,2 60,0 12,9 ГЦК ГЦК 4,65 
9. Стронцій  1043 11,6 175,0 89,9 ОЦК ОЦК 1,95 
10. Кальцій 1111 15,2 153,3 73,1 ОЦК ОЦК 2,09 
11. Лантан 1193 24,3 28,0 49,1 ГЦК ОЦК 0,57 
12. Уран 1406 98,7 16,8 14,2 ОЦК ОЦК 1,18 
13. Марганець 1518 59,6 37,0 25,5 ОЦК ОЦК 1,45 
14. Берилій 1550 100,3 59,4 15,5 ОЦК ОЦК 3,83 
15. Залізо 1808 168,3 40,3 10,7 ОЦК ОЦК 3,76 
16. Торій 2020 54,3 33,3 37,2 ОЦК ОЦК 0,89 
17. Цирконій 2125 83,3 44,8 25,5 ОЦК ОЦК 1,76 
18. Гафній 2495 109,0 30,0 22,9 ОЦК ОЦК 1,31 
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2.5.4.  Деформування потенційного рельєфу 
домішками 

 Аналіз діаграм стану подвійних систем показує, що для 
більшості випадків в межах малих концентрацій домішок: 

0
0

<
∂
∂

=iCi

s

C
T  (2.53) 

що еквівалентно навантаженню зовнішніми розтягуючими 

напругами. В таблиці 2.8 наведено значення 
0=

∂
∂

iCi

s

C
T  для заліза 

із різноманітними домішками, звідки видно, що значення 
похідної (2.53) для всіх домішок, крім алюмінію і ренію, 
від’ємне.  
 На рис. 2.3 наведена об’єднана діаграма TS(p) і TS(Ci). 
Сплайн-апроксимація в точці TSo дозволяє отримати: 

00)( ==

=
p

s

Ci

s

dp
dT

Cd
dT

i
µ

, (2.54) 

звідки можна отримати значення масштабу подібності: 

iC
p

∆
∆

µ = . (2.55) 
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Таблиця 2.8 

Коефіцієнт зміни внутрішнього тиску в гратці заліза  
як функція концентрації і-ої домішки  (коефіцієнт сплайн-

апроксимації діаграм 
i

s

dC
dT

 і 
dP
dTs в нульовій точці) 

Домішки 

i
PC C

P
i ∆

∆
=µ

, ГПа/процент 
Водень 20,4 
Кисень 13,0 
Бор 2,1 

Вуглець 1,72 
Берилій 0,99 
Фосфор 0,79 

Марганець 0,11 
Цинк 0,07 

Кобальт 0,05 

Як видно з таблиці 2.8, найбільш високі значення µ при 
розчиненні в залізі дають водень, кисень, бор і вуглець, відомі 
тим, що підвищують крихкість. Зниження температури 
плавлення домішками концентрацією Ci еквівалентно 
прикладанню об’ємних розтягуючих напруг: 

µ⋅= iCp . (2.56) 
З рівності сумарної податливості (наближення Фойхта) 

∑ ∑+=
∑

1 2

1 1 21

111 n n

ii CCС
. (2.57) 

При n2 << n1 це дає: 

'

1

2
2 aTiC

a
aKP ⋅⋅≅∆ .  

Для випадку m домішок: 
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∑=∆ ∑

m

aTi
i

i C
a
akp

1

'

1

2
2 . (2.58) 

З рівності сумарної жорсткості (наближення Райса) 

)1(
1

2
1

'

a
a

kCp i
aTii −≅∆ , (2.59) 

що для m домішок дає: 

)1(
1

2

1

'
1 a

a
Ckp i

m

aTiz −≅ ∑∆ , (2.60) 

де  k1, k2 – модулі всебічного стиску матриці та домішки; 
a1, a2 – рівновісні значення періоду гратки матриці та домішки; 
C'aTi – лінійна концентрація домішок. 

 
Рис. 2.3. Сплайн-апроксимація діаграм Ts(P) і Ts(Ci) в нульовій 

точці (до оцінки внутрішнього тиску в гратці, що 
створюється домішками) 
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Рис. 2.4.  Тангенс кута нахилу лінії ліквідуса в нульовій точці  
подвійних систем “залізо-домішки” в моделі пружного 

включення 
 

 На рис. 2.4 наведені залежності dTS/dCi', розраховані з 
наближення (2.58) залізної матриці, звідки випливає 
незадовільна відповідність найпростішої моделі (рис. 2.4, a) 
реальному процесу. 

2.6. Деформування потенційного рельєфу  
в умовах плоского напруженого стану 

Вплив всебічного стиску і домішок призводить до 
деформування потенційного рельєфу. Вище було показано, що 
таке деформування можна оцінити кількісно за зміною 
температури плавлення. Цікаво для практики врахувати 
деформування потенційного рельєфу при роз’вязку плоскої 
задачі теорії пружності (рис. 2.5) і, зокрема, при отриманні 
критеріїв еквівалентності плоского та лінійного напружених 
станів. 
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2.6.1. Осесиметричне деформування  
потенційного рельєфу 

Для спрощення обчислень доцільно ввести параметр 
двовісності: 

1

2

σ
σ

λ =  (2.61) 

і розв’язувати задачу в лінійному наближенні. Тоді: 
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Рис. 2.5.  Деформування потенційного рельєфу в умовах 

   двохосьового навантаження     

Нехай при впливі плоского напруженого стану потенційний 
бар’єр спотворюється осесиметрично, що дає: 

)1)(1(' 33
2
01

2
0 µεε −+≅ aUaU . (2.63) 

У випадку лінійного напруженого стану це призводить: 

)1)(1( 1111
2
0

''
1

2
00 µελεµλεε −+−+≅ aUaU . (2.64) 
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Ймовірність подолання бар’єра осцилятором дорівнює: 
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що з врахуванням (2.63) і (2.64) дає: 
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ε
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Звідки можна одержати функцію еквівалентності 

э

UUf
ε
ε

µλ 1
10 )/,,( = , (2.68) 

аналіз якої показує, що значення U0/U’ можуть приймати 
значення: 

µ
µ

4
)1(

'
1

2
0 +

≤≤
U
U . (2.69) 

Чисельний аналіз (2.68) з врахуванням (2.69) для 
µ ∈ (0,1…0,5) показав, що f (λ, µ, U0/U) ≅ f (λ) і з похибкою не 
гірше 2,8 % у (2.68) можна скористатися лінійним наближенням 
радикалів, що дає: 

1
1)(
+

≅
λ

λf , (2.70) 

звідки 

21 σσσ +=экв , (2.71) 

тобто еквівалентна напруга дорівнює першому інваріанту 
тензора напруг. (2.71) не відповідає жодній з існуючих теорій 
міцності. Очевидно, допущення про осесиметричне (вздовж осі 
ОZ) деформування потенційного рельєфу під дією двохосьового 
напруженого стану є дуже грубим. 
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2.6.2. Деформування потенційного рельєфу  
в площині ZOY 

При лінійному напруженому стані деформування рельєфу в 
площині ZOY із зберіганням площі підбар’єрної кривої дає: 

Э

U
U

ε+
=

1
0

1 . (2.72) 

Відповідно, в умовах плоского напруженого стану: 

11

0

1
''

µλεε −+
=

UU . (2.73) 

З рівності ймовірностей активованого стрибка осцилятора в 
даній площині можна одержати: 
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, (2.74) 

звідки випливає критерій найбільших лінійних деформацій Сен-
Венана-Маріотта [36]: 

21 µσσσ −=Э , (2.76) 

тобто друга теорія міцності. 
Рівність ймовірностей (2.74) без врахування ефекту 

Пуассона призводить до першої теорії міцності: 

1σσ =Э . (2.76) 

2.6.3. Усереднення ймовірностей активованого  
стрибка через деформований потенційний  

рельєф у площинах ZOX і ZOY 
З рівності: 
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випливає: 

µ
µ

σσσ
+
−

+=
1
1)( 21e . (2.78) 

Легко бачити, що усереднення ймовірностей активованого 
стрибка через бар’єр за середнім квадратичним дає: 
 

µσσσσσ 21
2
2

2
1 4−+≈e . (2.79) 

 

Аналогічно знаходиться еквівалентна напруга з умови 
рівності сумарної ймовірності активованого стрибка через 
деформований рельєф у площинах OXZ і OYZ: 
 

.expexp

)1(
exp

)1(
exp

''''

00











−+










−=

=







−

−+







+

−

kT
U

kT
U

kT
U

kT
U

yx

µεε
 (2.80) 

 

(2.62)–(2.80) є окремими випадками з тим або іншим 
ступенем достовірності експериментальним даним. Очевидно, 
наведеними прикладами не вичерпується перелік часткових 
випадків. 

2.6.4. Порівняння повних інтегралів ймовірності 
активованих стрибків 

Для того, щоб виявити повну картину впливу двохосності на 
значення еквівалентної напруги, необхідно розв’язати задачу 
про рівність повних інтегралів ймовірності активованих 
стрибків через деформований бар'єр. Орієнтаційні залежності 
висоти бар'єра у випадку лінійного і плоского напружених 
станів наведені на рис. 2.6 і 2.7. У випадку лінійного 
напруженого стану: 
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Аналогічно у випадку плоского напруженого стану: 
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З (2.81) випливає, що критичний кут, при якому ( ) 0UU =α , 
можна знайти співвідношення: 

2/11
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−≅ µαtg . (2.83) 

Аналогічно, із (2.82): 
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Звідки випливає, що критичний кут на множині дійсних 
чисел існує тільки для таких значень параметра двохосності: 

( ] 







∞∞−∈ ;1;

µ
µλ U . (2.85) 

Отже, на орієнтаційній залежності потенційного бар'єра 
існують ділянки: 

0)( UU <α  (2.86) 

тільки при µ ≥ λ. 
Для значень параметра двохосності: 

];[ 1−∈ µµλ  (2.87) 
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у всіх напрямках потенційний бар'єр знижується, тобто: 

0)( UU ≤α  (2.88) 

для α ∈ [0; 2π]. 
Для оцінки впливу двохосності на значення еквівалентної 

напруги необхідно дослідити функціонал: 
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який з врахуванням (2.12) і (2.82) перетворюється до вигляду: 
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Інтеграл (2.90) не береться в елементарних функціях. 
Винятком є випадок λ = 1, коли: 
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Для аналізу (2.90) робилися спроби спрощення функції 
α2cos⋅ae до більш "зручного" виду. Зокрема, розкладання U(α) у 

ряд з утриманням членів до четвертого степеня. Проте, оскільки 
α ≈ 1, це швидко призводить до втрати точності і змушує 
відмовитися від аналізу (2.90) у квадратурах. На рис. 2.8 
наведена зміна диференційної ймовірності: 

),( λαϕ
α

=
d
dW  (2.92) 

при λ < µ і λ > µ, звідки видно, що при λ < µ (зсув в область 
σ2 < 0) спостерігається виділення піка ймовірності стрибка при 
α = 0 (у напрямку дії σ1).  
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Рис. 2.6. Орієнтаційна залежність висоти потенційного  
 бар’єра при лінійному навантаженні  

 
Рис. 2.7. Орієнтаційна залежність висоти потенційного    

   бар’єра в умовах плоскої задачі    
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Розроблено алгоритм і проведено чисельний аналіз поведінки 
функціонала (2.90) в чотиривимірному просторі параметрів: 
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 (2.93) 

де  ∆α = 
n2

π  –  крок розбивки. 

На рис. 2.9–2.11 наведено лінії рівної ймовірності 
руйнування при µ = 0,3; TS/T = 3; TS/T = 4 і TS/T = 6 відповідно. 
Перший графік відповідає алюмінію при кімнатній температурі, 
другий – міді, третій – заліза. 

Лінії рівної ймовірності руйнування є лініями еквівалентності 
напружено-деформованого стану при різноманітних сполученнях 
головних напруг σ1 і σ2. 

Як видно з рис.  2.9–2.11, усі лінії рівної ймовірності руйнування 
мають екстремум (у даному випадку – максимум) по λ, проте 
положення максимумів істотно залежить від рівня відносного 
навантаження γσ1/U0. Для високих рівнів навантаження оптимальне 
сполучення σ1 і σ2 визначається областю 0 < λопт < 1 і задовільно 
узгоджується зі значеннями, отриманими з IV теорії міцності і теорії 
Писаренка-Лебедєва. Що стосується низьких рівнів навантаження, 
то, як випливає з рис.  2.9–2.11, оптимальне сполучення головних 
напруг зміщається в область λопт < 0, що, як відзначалося вище, є 
дуже несподіваним результатом. З’єднавши оптимуми ліній рівної 
ймовірності руйнування, легко одержати залежність: 
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1 λ
γσ f
U опт
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. (2.94) 

Чисельне моделювання поверхні W у діапазоні µ ∈ [0,2; 0,3; 0,4] 
та TS/T ∈ [2,3,4,6,8] і побудова залежностей (2.94) дозволили 
отримати закономірності зміни (рис. 2.12): 
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Рис. 2.8.  Орієнтаційна залежність диференційної  
      ймовірності подолання бар’єра в умовах 

             навантаження      

 
Рис. 2.9.  Лінії рівної ймовірності термоактиваційного  

   руйнування при двохосьовому навантаженні     
          3,0=µ ; Ts/T = 3       
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Рис. 2.10.  Лінії рівної ймовірності термоактиваційного  

              руйнування при двохосьовому навантаженні    
      3,0=µ ; Ts/T = 4        

 
Рис. 2.11. Лінії рівної ймовірності термоактиваційного  

        руйнування при двохосьовому навантаженні  
                    3,0=µ ; Ts/T = 6 
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Рис. 2.12.  Оптимальні значення параметра двохосності 

   (максимуми на лініях рівної ймовірності      
              рис. 2.8-2.10)  при µ  = 0,3                            

 
На рис. 2.13 подане сімейство (2.95) у координатах     

"U0/γσ1  – λ" для µ = 0,3.  
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Рис. 2.13. Оптимальні значення параметра двохосності 

          (зворотні значення максимумів на лініях рівної   
 ймовірності рис. 2.9–2.11) при µ  = 0,3   
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Як видно з рисунка, сімейство 
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1

0  (2.96) 

є сімейством ліній, дуже близьких до пучка прямих із полюсом 
у точці λ→1. Проведений кореляційний аналіз дозволив 
записати єдине рівняння квазіпучка для µ = 0,3 (рис. 2.13) у 
вигляді: 
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. (2.97) 

Звідки з врахуванням отриманої вище залежності: 

sTkU ⋅⋅≅ 300  (2.98) 

легко отримати 
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≥−≅ rkT
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λ . (2.99) 

Для µ = 0,2 і µ = 0,4 отримані рівняння квазіпучків 
відповідно: 
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(2.100) 

 

(2.101) 

Легко бачити, що коефіцієнт при kТ/γσ1 істотно залежить від 
коефіцієнта Пуассона µ, і в межах значень µ ∈ [0,25...0,4] з 
похибкою не гірше 3 % може бути виражений комбінацією 2/3µ, 
що дозволяє об'єднати рівняння (2.99)–(2. 101) у єдине рівняння: 

13
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γσµ
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kT
опт −≅ . (2.102) 
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 Відповідно до даного співвідношення, оптимальне значення 
коефіцієнта двохосності для проаналізованої моделі осцилятора 
є функцією коефіцієнта Пуассона, активаційного об’єму, 
температури випробовувань і першої головної напруги. 
 Із (2.102) легко знайти рівняння межі довговічності для ОЦК 
і ГЦК металів, при якій, якщо виконуються умови 
запропонованої моделі, λопт змінює знак. Так, з умови в (2.102) 
маємо: 

µ
γσ

3
2)( 1 kTопт = . 

Із врахуванням цього рівняння довговічності дає: 
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звідки 

µ
τ

3
24343.055.1613lg lim −−=

T
Ts . (2.104) 

На рис. 2.14 показано,  що  (2.104)  розсікає площину "lgτ − 

T
T s " на дві області: в нижній 0 < λопт < 1 та у верхній – λопт < 0. 

Як видно з рис. 2.14, усі відомі роботи з експериментального 
вивчення двохосьового НДС виконувалися в області λопт > 0. 

Для експериментального виявлення позитивного впливу 
другої стискуючої компоненти, якщо вдасться реалізувати 

допущення моделі ( [ ] [ ]
2

,, 21
π

σσ ==
∧∧

UU , сталість підбар’єрного 

об’єму й умови плоскої напруги), необхідні іспити при Т > 0,7 TS  
на базі  100 годин довговічності  або при Т > 0,63 ТS на базі 
10000 годин. 

Подальше зниження температури випробовувань, очевидно, 
недоцільне, тому що реалізувати плоске навантаження на базі  
τ > 10000 годин, і ще в статистичному аспекті, дуже 
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проблематично. Можливо, реалізувати такі експерименти з 
метою виявлення позитивного впливу на довговічність 
стискуючої другої компоненти можна буде на зразках із свинцю, 
для якого 0,7 TS = 420 K = 147 оC. 

 

Рис. 2.14.  Області додатних та від’ємних оптимальних          
                  значень параметра двохосності в просторі     

     “довговічність – гомологічна температура”  
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РЕЗЮМЕ РОЗДІЛУ 2 
1. Із граничної рівноваги ангармонійного ланцюжка отримано 

співвідношення для оцінки висоти потенційного бар'єра як 
функції температури плавлення і періоду теплових коливань 
вузлів матриці. 

2. На основі введеного L-критерію (відношення максимально 
можливої кінетичної енергії осцилятора до висоти потенційного 
бар'єра) отримана безрозмірна функція міжатомного зв'язку, що 
дозволила істотно спростити розрахунок міжатомних взаємодій 
металів кубічної сингонії. 

3. Запропоновано синергетичну модель сильнозбудженого 
кристала як суперпозиції нелінійних ланцюжків. Отримано 
залежність енергії активації такої системи і досліджена її 
стійкість. Розрахункові значення і енергії активації та її 
дисперсії знаходяться в згоді з експериментальними даними. 

4. Вперше отримані аналітичні залежності для оцінки 
дисперсії енергії активації під впливом домішок, чинника 
орієнтування (для монокристалів), зміни постійної гратки, 
модуля пружності, густини, температури Дебая. На основі 
введеного для монокристалів безрозмірного R-критерію 
доведена лема про рівнопружні напрямки та отримані прості 
залежності для обчислення модулів пружності монокристалів 
кубічної сингонії довільної орієнтації. 

5. На основі аналізу ліній ліквідуса "Р – ТS" і "ТS – С" 
діаграм сплавів Fe і сплавів Al встановлена їх спільна природа. 
Застосуванням сплайн-апроксимації в точках Р = 0 і С = 0 
отримані значення масштабних коефіцієнтів µpc і µcp, що 
показують, яке деформування потенційного рельєфу вносить та 
або інша домішка, і якому прикладеному зовнішньому тиску це 
еквівалентно. 

6. Для сплавів на основі заліза і на основі алюмінію 
сформульовані критерії автомодельності, виконання яких 
гарантує однопараметричність кривих короткочасної, тривалої 
та втомної міцностей. 

7. Виявлено вплив плоского напруженого стану на 
ймовірність активованого стрибка осцилятора. Показано, що 1, 2 
теорії міцності, а також рівність еквівалентної напруги 1 
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інваріанту є окремими випадками деформування потенційного 
рельєфу при двохосьовому навантаженні твердого тіла. 

8. На підставі порівняння повних інтегралів ймовірності 
активованих стрибків у залежності від параметра двохосності і 
ступеня деформування рельєфу отримані найбільш оптимальні з 
погляду міцності значення параметра двохосності: 

13
21

γσµ
λ

kT
опт −≅ . 
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Р О З Д І Л  3 .  
 ТЕРМОАКТИВАЦІЙНИЙ АНАЛІЗ 

ВТОМНОГО РУЙНУВАННЯ 

3.1.  Термоактиваційні процеси руйнування при 
циклічному навантаженні ОЦК і ГЦК металів 
Як показано в розділі 2, при тривалому навантаженні, коли 

вдається дотриматися умови автомодельності (і, насамперед, 
домогтися стаціонарності напруженого стану), для ОЦК і ГЦК 
металів існує фізична подібність процесів плавлення і 
механічного руйнування. 

Механічне руйнуваня в діапазоні довговічностей                
(10-6... 10-10) с є термоактивованим процесом, тобто руйнування 
відбувається в результаті кооперативного подолання 
активованим комплексом потенційного бар'єра. 

Плавлення – граничний випадок, коли стрибок здійснюється 
за час τ0, де τ0 – період коливань вузлів кристалічної гратки. 

Привабливою здавалася спроба застосування підходів 
термоактиваційного аналізу до втомного руйнування, особливо 
при низьких і кімнатних температурах в багатоцикловій області. 

По-перше, в цих умовах набагато легше дотриматися умови 
автомодельності протягом усього навантаження, оскільки до 
появи тріщини пластичні деформації зневажливо малі, і 

σ = const. 
По-друге, в переважній більшості випадків у цій області 

(більше 90 %) криві втоми лінеаризуються в напівлогарифміч- 
них координатах, що може бути непрямим підтвердженням 
арреніусовського характеру протікання процесу при лінійній 
залежності висоти бар'єра від зовнішнього навантаження. 

По-третє, відповідно до розділу 2, при дотриманні умов 
автомодельності при термоактиваційному характері руйнування 
повинно скорочуватися число незалежних параметрів: 

{U0; γ; A}⇒{γ}, 
тобто замість трьох незалежних параметрів: енергії активації 

0U , передекспоненційного множника A і активаційного об’єму γ  
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для сплавів на даній основі незалежним повинен залишитися 
тільки один параметр γ. 

Як буде показано нижче, цей факт знаходить своє 
експериментальне підтвердження. 

Основним протиріччям, що стримує поширення уявлень про 
термоактиваційний характер втомного руйнування (хоча такі 
спроби були [1–9]), на наш погляд є: 

1) уявлення про різні механізми руйнування при 
короткочасному, циклічному та довготривалому 
навантаженнях; 

2) відмінність уявної енергії активації при циклічному і 
статичному навантаженнях [2–5]. 

Проте системні дослідження цієї проблеми до даного часу 
відсутні. 

3.2. Енергія активації втомного руйнування  
ОЦК і ГЦК металів 

В таблиці 3.1 наведено результати термоактиваційного 
аналізу, виконані по 176 первинних кривих втоми для ОЦК і 
ГЦК металів [18–47] в широкому діапазоні температур і частот 
навантаження для гладких зразків.  

Як витікає з таблиці 3.1, значення yU0  істотно відрізняються 
від значень енергії активації для даних металів, отриманих в 
умовах тривалої міцності (табл. 2.2). 

Крім того, на відміну від тривалої міцності, енергія активації 
yU 0  виявилася дуже чутливою до температури випробовувань.  
Енергія активації й активаційний об'єм визначалися за 

співвідношеннями: 
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де  {σ1, N1}; {σ2, N2} – координати точок первинних кривих 
втоми; 

 f – частота; 
A – передекспонента. 

Наведена випадкова вибірка сімейства первинних кривих 
втоми та термоактиваційний аналіз дозволили виявити важливі 
закономірності. 

Таблиця 3.1 

Енергія активації втомного руйнування при Т = 293 К 
(за даними [8]) 

 

Група сплавів 

Кіль-
кість 
оброб-
лених 
кривих 
втоми 

Діапазон 
частот 
наванта-
ження  
f, Гц 

yU
y SU

0
0 ± , 

кДж/моль 

1. Молібден і сплави 5 25...30 123,8±7,0 
2. Залізо і сплави 41 3,3...60 120,7±10,6 
3. Титан і сплави 29 7...70 117,5±18,7 
4. Нікель і сплави 24 35...10000 118,5±8,2 
5. Марганець і 
сплави 

4 47,33 118,9±7,7 

6. Алюміній і сплави 27 3,3...20000 115,0±13,1 
7. Магній і сплави 8 12,5...50 115,8±10,3 
8. Мідь і сплави 8 50 118,5±5,0 

Виявилося, що при постійній температурі енергія активації 
yU 0  цілком не чутлива до умов навантаження (асиметрія циклу, 

частота навантаження). 
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Рис. 3.1. Енергія активації як 

функція частоти навантаження 
для сплавів алюмінію при 

Т = 293К 

Рис. 3.2. Енергія активації як 
функція частоти навантаження 
для сплавів заліза  при Т = 293 К 

  
Рис. 3.3. Енергія активації як 

функція частоти навантаження 
для молібдену при Т = 293К 

Рис.3.4. Енергія активації як 
функція частоти навантаження 

для ніобію при Т = 293 К 
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На рис. 3.1–3.4 наведено залежності )(0 fU y  в широкому 
діапазоні частот навантаження при T = 293K. Як видно з рисун- 
ків, початкова енергія активації має вигляд сходинки з двома 
плато [48, 49]: 

 
( )

( )






=

≠
= міцністьтривала0для1ln

втома0длякДж/моль)125...110(
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0 fkT
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U

s

x

τ
 

Характерно, що якщо )0(0 =fU y  істотно відрізняється для 
Al, Fe, Nb і Mo, то для )0(0 ≠fU y  це розходження практично 
непомітне. 

Схематично ситуація, що спостерігається при порівнянні 
потенційного бар'єра в умовах статичного і динамічного 
навантаження, подана на рис. 3.5, а. 

Дійсно, із рис. 3.1–3.4 витікає, що величина уявної енергії 
активації при циклічному навантаженні істотно зменшується. 
Аналогічні результати були отримані в [50, 51] при вивченні 
циклічної повзучості жароміцних сплавів із різним відношенням 
амплітудного та середнього навантаження в циклі. 

3.2.1.  Розрахунок ймовірності тунельного 
подолання потенційного бар'єра 

Спробуємо пояснити істотне зниження енергії активації при 
втомному руйнуванні тунельними ефектами. Розрахуємо 
коефіцієнт проходження осцилятора крізь бар'єр за час τ0        
[52, 53]: 

а) для прямокутного бар'єра 








 −−= )(22exp 00
0

0 EUmaDD
h

, (3.3) 

де  a0 – ширина бар'єра; 
m0 – маса осцилятора. 
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б) для бар'єра виду U(x)=U0/ch2(x/a0) 
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де D = 1 (згладжений бар'єр). 

Для атома Al (2a0 = 4,05
o

A , m =4,5⋅10-26 кг, Тs = 933 К) при    
Т = 300 К співвідношення (3.3) і (3.4) дають значення 
коефіцієнта проходження ≅  10-95, що є зникаючою малою 
величиною. 

 

 
Рис.3.5.  Енергії активації при циклічному і тривалому      

навантаженнях (а) та гіпотеза локальних збуджень (б) 
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Проте у фізиці твердого тіла були спроби врахування 
квантових довгохвильових флуктацій при руйнуванні твердих 
тіл під навантаженням [54–56]. 

Вдалою спробою можна вважати  порівняльну оцінку 
арреніусовської і тунельної складової швидкості реакції за 
методикою В.І. Гольданського. 
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де  d = a0/2 – півширина бар'єра; 
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Таким чином, при заданих умовах атом тунелювати під 
бар'єр не може. 

Розраховано температуру, при якій швидкості Vтун ≈ Vapp. Для 
Al Т* < 75 К. Таким чином, гіпотеза про зниження уявної енергії 
активації (рис. 3.1–3.4) при переході від статичного до 
динамічного навантаження за рахунок тунельних ефектів не 
знаходить кількісного підтвердження. 

3.2.2. Концепція локальних збуджень при втомі 
ОЦК і ГЦК металів 

При циклічному навантаженні у твердому тілі йде 
інтенсивний обмін фононами. За певних умов можливе [59–61] 
інтенсивне поглинання фононів із навколишнього середовища 
локальною зоною, тобто створення топологічного достатньо 
стійкого солітона [62–64]. 
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В [65–66] показано, що в ОЦК і ГЦК металах локальні 
перерозподіли температури можуть існувати достатньо 
тривалий час (10-4…10-6с), що для  характеристичного часу 
самоорганізованої локальної зони як активованого комплексу 
≈ τ0, час 10-4…10-6 є цілком ймовірним для термоактивованого 
стрибка. 

Пропонується інженерна методика розрахунку параметрів 
локального збудження, що базується на аналізі 
експериментальних даних втомної, тривалої і статичної 
міцності. На рис. 3.5, б показано схематично збуджений стан 
осцилятора. Тоді, відповідно до уявлень [67] і розділу 2: 

kT
U

β
σγ

ττ
'exp 0

0
−

= , (3.7) 

тобто розглядаємо термоактивований скачок збудженого 
осцилятора через звичайний бар'єр U0 ≅ 30kTS. Параметр 
локального збудження знаходимо з умови: 

y

y

U
U

T
U

T
U

0

000 =⇒= β
β

. (3.8) 

В таблицях 3.2 і 3.3 наведено значення β для ОЦК (сплави 
заліза) і ГЦК (сплави алюмінію) металів у широкому діапазоні 
температур навантаження й умов втомних випробовувань. 

Як витікає з таблиць, β ∈ [1...230], причому і для сплавів 
алюмінію, і для сплавів заліза характерна та ж закономірність 
[67]: 

65.0...55.0≅
sT
Tβ . (3.9) 

Відомо [68–70], що T* = 0,6Ts для ОЦК і ГЦК металів є 
температурою  зміни  механізму  пластичної  деформації. При   
Т < T* переважають термоактиваційні процеси, при Т > T* – 
дифузія і самодифузія. 
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Таблиця 3.2 

Розрахунок параметрів локального збудження при втомному 
руйнуванні алюмінієвих сплавів 

Сплав Т.К ,0
yU кДж/ 
моль 

U0 
кДж/моль β 

sT
Tβ  

Д16 293 114,2 220 1,927 0,605 
Д16 293 108,3 220 2,031 0,637 
Д16 293 109,7 220 2,006 0,628 
Д16 77 30,2 220 7,290 0,602 
Д16 77 32,3 220 6,808 0,562 
Д16 293 123,8 220 1,777 0,558 
Д16 293 116,1 220 1,895 0,595 

АМг6БМ 292 93,6 220 2,350 0,737 
АМг6БМ 293 98,4 220 2,236 0,702 
Д 20-1 77 31,8 220 6,911 0,570 
АМг6 77 30,5 220 7,214 0,595 
Д 20-1 293 115,9 220 1,898 0,596 
АМг6 293 121,0 220 1,817 0,570 
АМг6 77 34,0 220 6,463 0,533 
Д16 343 140,9 220 1,562 0,575 
Д16 423 178,0 220 1,236 0,561 

Таблиця 3.3 

Розрахунок параметрів локального збудження при втомному 
руйнуванні заліза та його сплавів 

Сплав Т.К. 
моль
кДжyU 0

 β  
sT
Tβ

 
 

1 2 3 4 5 
Сталь 45 293 122,7 3,585 0,596 
Сталь 3 293 116,8 3,767 0,626 
Х18Н10Т 293 135,4 3,250 0,540 
16ГНМ 623 325,4 1,352 0,478 
16ГНМ 293 116,6 3,797 0,627 
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Закінчення таблиці 3.3 

1 2 3 4 5 
16ГНМ 623 289,7 1,518 0,537 
Х16Н6 293 115,3 3,816 0,634 
Х16Н6 77 37,3 11,796 0,515 
Х16Н6 4 1,90 231,58 0,525 

15Г2АФДпс 133 64,9 6,779 0,512 
15Г2АФДпс 173 75,3 5,843 0,573 
15Г2АФДпс 213 96,3 4,569 0,552 
15Г2АФДпс 253 113,9 3,863 0,554 
15Г2АФДпс 293 128,8 3,416 0,567 
ЭИ 437 Б 273 411,9 1,068 0,590 
ЭИ 826 1028 550,8 0,799 0,466 
Х18Н10Т 77 28,6 15,385 0,671 

Fe 293 125,1 3,518 0,585 
Fe 873 322,1 1,366 0,677 
Fe 1073 370,1 1,189 0,724 

Cталь 20 133 73,1 6,022 0,455 
Сталь 20 193 115,1 3,824 0,419 
Сталь 20 293 151,1 2,911 0,485 
12Х1МФ 293 138,0 3,186 0,530 
12Х1МФ 573 255,2 1,724 0,560 
12Х1МФ 873 380,3 1,156 0,572 

12Х1М1Ф 293 135,1 3,256 0,542 
12Х1М1Ф 573 239,2 1,839 0,598 
12Х1М1Ф 873 345,1 1,275 0,631 
1Х18Н12Т 293 171,2 2,569 0,427 
1Х18Н12Т 573 312,0 1,410 0,457 
1Х18Н12Т 873 516,9 0,852 0,422 
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3.3. Взаємозв'язок параметрів у рівнянні кривої 
втоми 

Як зазначено вище, із застосування до втомного руйнування 
термоактиваційних уявлень автоматично повинен витікати 
взаємозв'язок параметрів кривої втоми [48, 49].  

Перетворимо рівняння кривої втоми, лінеаризованої в 
напівлогарифмічних координатах: 

Nba lg1 −=σ  (3.10) 

до виду 
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Легко бачити, що 
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Із (3.12) витікає, що при невеликих варіаціях yU 0 , lnA0 і lnf між 
параметрами a і b повинна існувати залежність, близька до 
лінійної. Причому, як показано вище, енергія активації yU 0  при 
постійній температурі змінюється в більшості  випадків (таблиця 
3.1) в межах 10 %. Тоді коефіцієнт кореляції ra/b повинен бути 
достатньо високий. Орієнтовані оцінки показують, що при          

yU 0  ≅ 110…130 кДж/моль,  f ∈ [1…1000] Гц , A0  ∈ [10-12…10-13] с: 

а ≅ (7,5…13) b. 

Кореляційний аналіз показав, що такий зв'язок дійсно має 
місце. На рис. 3.7–3.9 наведено графіки таких кореляційних 
залежностей та їхні рівняння для 28  сплавів  АВ  (за даними 
А.А. Степнова та А.А. Гіацинтова [71]), для 23 сталей (за 
даними В.Т. Трощенко [72]), для монокристалів молібдену 
шести різних орієнтацій (за даними Н.Д. Бега [73]). 
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Значення коефіцієнта кореляції, як і передбачалося, 
достатньо високе – 0,964…0,975. Причому, для монокристалів 
молібдену виявлена кореляція чинника орієнтації R і параметра b: 

b = 12,68–9,36R         (r = – 0,862), (3.13) 

де R (див. розділ 2): 

2222

444

)( lkh
lkhR

++
++

= . (3.14) 

 
Рис. 3.6. Кореляція параметрів кривої втоми для сплавів 

алюмінію 

 
Рис. 3.7. Кореляція  параметрів кривої втоми для сплавів 

 заліза 
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Рис. 3.8. Кореляція параметрів кривої втоми для монокристалів  

молібдену шести орієнтацій 

Таким чином, на прикладі трьох різних представників ОЦК і 
ГЦК металів в умовах варіації хімічного складу сплаву         
(рис. 3.6), марки  сталі  (рис. 3.7),  орієнтації  монокристала  
(рис. 3.8) показано, що при автомодельних випробовуваннях 
між параметрами кривої багатоциклової втоми існує тісна 
лінійна кореляція. 

3.4. Термоактиваційний аналіз втомного 
руйнування для степеневого рівняння кривої 

втоми 
Як відзначалося вище, втомне руйнування при нормальних 

умовах (багатоциклова область, нормальні температури, 
відсутність агресивних середовищ) є арреніусовською реакцією 
в твердій фазі [5, 54] і повинно описуватися експоненційною 
залежністю, тобто лінеаризуватися в напівлогарифмічних 
координатах. При відхиленні від нормальних умов або при 
одночасному контролюванні процесу декількома механізмами 
коефіцієнт кореляції може досягати великих значень при 
використанні степеневого рівняння кривої втоми. 

Крім того, степеневе рівняння зручно використовувати в 
широкому температурному діапазоні, а також при значних 
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деформаціях. Останні довідкові дані [74] для великої кількості 
кривих втоми в широких діапазонах зміни умов випробовувань 
використовують саме степеневе рівняння. 

Для проведення термоактиваційного аналізу в цьому 
випадку розроблена спеціальна методика, суть якої полягає в 
наступному: нехай задане степеневе рівняння кривої втоми [74]: 

R

G
N

NN
m

σσ lglg
lglg

−
−

= , (3.15) 

яке можна представити у вигляді: 

CNNm =σ , (3.16) 

де  G
m
R NC Nσ= ;  

 {σR, NG} – координати точки перегину кривої втоми. 
Для того, щоб обчислити уявну енергію активації yU 0  і 

активаційний об'єм γ , необхідно мати координати ще однієї 
точки. Для цього в околі точки {σR, NG} задамо приріст, 
наприклад, по змінній N, і визначимо приріст ∆σ  за (3.2): 
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21 
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σσ , (3.17) 

де   1NNNG =+ ∆ . 
Це дозволить провести термоактиваційний аналіз, 

замінивши в околі точки перегину степеневу функцію 
еквівалентної їй в даному околі експонентою. Тоді: 
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 (3.18) 

Як витікає з таблиці 3.4, співвідношення (3.4) дуже 
стійкі до зміни ∆N. 
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Таблиця 3.4 

Залежність активаційних параметрів сталі 08, заданої в 
подвійних логарифмічних координатах від приросту ∆N  

(NG = 1,7⋅106) 

∆N, цикл ,0
yU  кДж/моль γ, кДж/(моль⋅МПа) 

10 128,65 0,1412 
100 127,60 0,1363 
1000 127,59 0,1363 
10000 127,59 0,1363 
100000 127,52 0,1360 
500000 127,18 0,1344 
1000000 126,54 0,1314 

 
Так, при зміні ∆N ∈ [100…1000] зміна початкової енергії 

активації не перевищує 0,3 %, а активаційного об'єму –1,5 %. 
Надалі ∆N будемо вибирати з умови: 

∆N = NG / 3. (3.19) 

Очевидно, (3.19) задає величину околу, в межах якого 
результати термоактиваційного аналізу для степеневого і 
експоненційного виду кривих втоми порівняні. 
 

РЕЗЮМЕ РОЗДІЛУ 3 
1. На основі аналізу великої кількості експериментальних 

даних встановлено, що до втомного можуть бути застосовані 
підходи термоактиваційного аналізу. 

2. Енергія активації втомного руйнування  істотно залежить 
від температури випробовувань. Встановлено, що термо-
активаційний аналіз втомного руйнування необхідно 
виконувати з врахуванням локального збудження, що 

визначається з умови y
s

U
U

T
T

0

0==β .  
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3. Експериментально встановлено, що ефективні значення 
енергії локального збудження рівні [0,55...0,65] kTS для сплавів 
алюмінію і сплавів заліза, тобто Тл ≅ [0,55...0.65]TS. 

4. При постійній температурі випробовувань залежність 
енергії активації від частоти навантаження можна подати у 
вигляді сходинки з двома плато. Наприклад, при 
випробовуваннях в умовах кімнатних температур має місце 
співвідношення: 







≠±

=
=

0для/10118

0для,1ln
00

fмолькДж

fkTU s τ  

практично для всіх сплавів ОЦК і ГЦК металів, що може мати 
важливе значення  для розв’язку задач САПР. 

5. На основі аналізу енергії активації втомного руйнування в 
автомодельному підпросторі параметрів передбачений 
теоретично і підтверджений експериментально кореляційний 
зв'язок між параметрами кривої втоми для сплавів ОЦК і ГЦК 
металів у широкому діапазоні температур. В результаті 
розробленої теорії автомодельного підпростору параметрів 
показано, що багатовимірний вектор стану сплаву може бути 
зведений до одномірного, а значить – інваріантного. 
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РОЗД ІЛ  4 .   
АВТОМОДЕЛЬHИЙ ПІДПРОСТІР.  

ВЕКТОРИ СТАНУ СПЛАВА. 
 ОБЕРНЕНА ЗАДАЧА КОРЕЛЯЦІЙHОГО АHАЛІЗУ 

4.1. Проблема ідентифікації втомних випробувань 
і ранжування сплавів 

На даний час відсутня ідеологія ідентифікації результатів 
втомних випробувань. Механічні властивості сплаву 
визначаються багатовимірним "вектором" умов випробувань 
Q{X} і стану сплава S{Y}. 

[ ]SQ,σσ =  (4.1) 
В просторі Q{X} найбільше вагому роль грають такі чинники: 

X1 – температура випробувань; 
X2 – асиметрія; 
X3 – частота; 
X4 – середовище ; 
X5 – форма циклу; 
X6 – схема навантаження ; 
 …………………………………….. 

(4.2) 

Загалом, простір Q{X} навряд чи обмежується 
перерахованими чинниками,  і навряд чи можна визначити його 
розмірність. Аналогічно виглядає справа із багатовимірним 
вектором стану сплава S{Y}, розмір якого також не визначений. 
Найбільше впливові координати цього простору: 

Y1 – хімічний склад сплаву ; 
Y2 – термообробка ; 
Y3 – стан поверхні ; 
Y4 – структура ; 
Y5 – масштабний ефект ; 
Y6 – вид зразка ;  
Y7 – геометрія концентраторів; 
 ……………………………………. 

(4.3) 

У свою чергу, координати Yi є багатомірними векторами 
Yi{Zi}. Наприклад: 
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(4.4) 

де  Z11  ... Z 1n – вміст легуючих елементів і домішок; 
Z 21 ... Z 2m – параметри режимів термообробки і т.д.  

Наведені міркування показують, що і вектор умов 
випробувань Q(X), і тим більше вектор стану сплава S(Y) 
практично не можуть бути ідентифіковані однозначно, тому що 
належать просторам з невизначеними розмірностями. Звідки 
випливає парадоксальний висновок про неспівставлення 
результатів випробувань, отриманих в різних лабораторіях.  

При публікації даних втомних випробувань вказується 
безліч параметрів Xi і Yi , проте спроба відтворення результатів в 
іншій лабораторії частіше всього не призводить до успіху, тому 
що неможливо зазначити всі параметри цих просторів. Крім 
того, необхідно враховувати варіації параметрів, викликані 
об'єктивними і суб'єктивними причинами. Наприклад, 
алюмінієвий сплав АВ, відповідно до ДСТУ 4784-65, може 
містити: 

Mg  –  (0,45...0,90) %;   Si  –  0,5...1,2 % ;  Cu  –  0,1...0,5 %. 
Варіації хімічного складу в цих межах призводять до 

варіацій параметрів кривої втоми: 
Nba lg−=σ  (4.5) 

при зберіганні всіх інших координат просторів {Xі} і {Yj}, 
відповідно до даних [1], в межах:  

а ∈  [34,5...52,4], 
b ∈  [3,1...5,9]. 

Легко побачити, що "один і той же" сплав АВ при 
дотриманні всіх інших координат просторів {X} і {Y}, може 
давати відхилення по довговічності на заданому рівні 
випробувань в 2...4 рази, а якби простір параметрів [a; b] був 
некорельованим, то для сполучень { }+− ba ;  та { }−+ ba ;  
відхилення довговічностей на заданому рівні напруг набуло б 
значень порядку і більше. 
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Існуючі труднощі можна перебороти, скориставшись 
підходами теорії автомодельності [2, 3]. Як показано в розділі 3, 
розмір просторів Q{X} і S{Y} можна різко скоротити, а в деяких 
випадках перетворити багатомірний векторний простір (4.1) до 
одномірного скалярного, а отже – інваріантного. Як було 
показано вище, на прикладі багатоциклової втоми ОЦК і ГЦК 
металів, у просторі стани сплаву (4.3) вдасться виділити 
підпростір {Y1 ... Yn}, в якому вектор S {Y} перетвориться в 
скаляр, що може мати вагоме значення для ідентифікації 
результатів випробувань втоми та її впорядкованості. 

4.2. Зображуючий простір. Автомодельність у 
двомірному просторі 

Нехай деякий фізичний процес описується в часі 
залежностями: 

),...,,,( 21 nii aaatfx = . (4.6) 

Функція if  – довільного виду, проте для заданих умов 
протікання процесу має один і тільки один набір постійних 
параметрів: 

),...,,( 21 nj aaaA . (4.7) 

Якщо при зміні умов протікання процесу вид залежності не 
змінюється, а тільки змінюється вектор параметрів (4.7), то 
процеси (4.6) є фізично подібними. 

Для аналізу умов протікання процесу, і особливо з метою 
їхньої ідентифікації, доцільно від сімейства кривих (4.6), що 
задають сімейство плоских кривих на площині (x, t), перейти в 
зображуючий простір (4.7). Особливо це призводить до 
вагомого ефекту, коли криві (4.6) багаторазово перетинаються. 

В зображуючому просторі (а1, a2…, an) кожній такій кривій 
відповідає одна точка, з координатами (4.7). Особливий інтерес 
може представляти перехід до зображуючого простору (4.7) у 
випадку, коли зображені точки корельовані (або упорядковані). 

Л е м а . Якщо сімейство кривих (4.6) піддається 
лінеаризації та для їх лінійних образів 
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)( *
1

* tfxi =   

в зображуючому просторі  

),...,,( **
2

*
1

**
nii aaaAA =   

можна побудувати 1, 2,...n–1 гіперплощин, які належать деякому 
пучку (тобто виявити 1,2,...n-1 лінійних комбінацій між 
параметрами ∑ ∑ ∑ **

2
*
1 ;...;; njjj aaa ), то процеси (4.6) 1, 2... чи 

(n–1) раз автомодельні. 
Д о в е д е н н я . Розглянемо випадок двох параметрів. 

Нехай в лінійних функціях (4.8) можна записати у вигляді: 
**

1
*
0

* taax iii +=  (4.9) 

і нехай між параметрами a0i* і a1i* існує лінійна кореляція, тобто 
на зображуючій площині точки (a0i*, a1i* ) із коефіцієнтами 
кореляції r > 0,5 взаємозалежні лінійною залежністю 

*
1

*
0 ii BaAa += . (4.10) 

Підставимо (4.9) в (4.10), що дозволить одержати: 

 )(*
1

* BtaAx ii ++= . (4.11) 

Таким чином, процеси xi* при різних фіксованих значеннях 
зовнішніх умов визначаються тільки одним параметром – а1t* , 
тобто є автомодельними, що і потрібно було довести. Значення 
r1/1 в (4.10) можна прийняти за критерій автомодельності 
процесів xi*. 

4.3.  Автомодельність втомного руйнування. 
 Центр квазіпучка кривих втоми 

Легко показати, що сімейство кривих втоми при 
автомодельній зміні умов дає квазіпучок. Потрібно визначити 
центр квазіпучка прямих з множинним взаємоперетинанням. 

Л е м а . Абсциса центру квазіпучка прямих є кутовим  
коефіцієнтом рівняння границі автомодельності. 
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Д о в е д е н н я 1 .  Дано: квазіпучок прямих 
xbaY ii ±= , (4.12) 

для якого справедливе рівняння границі автомодельності 
5,0; 1/110 >±= rbAAa ii . (4.13) 

Довести, що абсциса x* центру квазіпучка (4.12) дорівнює A1, 
тобто: 

x*  = A1 
Параметри рівняння границі автомодельності даного 

квазіпучка можна знайти, скориставшись стандартним методом 
найменших квадратів:  
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Для знаходження абсциси центру квазіпучка розглянемо 
множину {Υ1} при фіксованих xi=const. Зафіксуємо в (4.12) Хi=F 
і складемо цільову функцію, рівну другому центральному 
моменту розподілу {Υ1} на даному перетині: 
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Підставляючи замість Z його значення з (4.12), знаходимо: 
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З умови dz/dF = 0 маємо: 
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що і було потрібно довести. 
Для знаходження ординати квазіпучка (4.12) використаємо 

інверсію: 
Ybax ii 11 −= , (4.19) 

де 
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Тоді аналогічно (4.18), 

2

1 1
1

2
1

1 1 1
1111

*

∑ ∑

∑ ∑ ∑









−

−
=

n n

ii

n n n

iiii

bbn

baban
Y . (4.20) 

Або, повертаючись до вихідних параметрів {ai, bi}, 
знаходимо 
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Легко побачити, що для сімейства паралельних прямих 
(4.20) і (4.21) перетворюються у невизначеність 0/0. 
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Д о в е д е н н я 2 .  Рівняння ідеального пучка прямих  
( рис. 4.1, а) 

)( ** xxkYY −−=− , (4.22) 

де  {x*,Y*} – центр пучка.  
Перетворимо (4.22) до канонічного вигляду (4.12): 

xbaxkkxYY iiii −=−+= ** , (4.23) 
де 

iiii kbkxYa =+= ;** , (4.24) 
Тоді рівняння границі автомодельності  (рис.4.1, б) 

ii bxYa ** += . (4.25) 

 

 
Рис. 4.1.  Автомодельні процеси в просторі оригіналів (а) 

           та в зображуючому просторі (б) 
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Звідки випливає, що для квазіпучка (рис. 4.2) 
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що і потрібно було довести. 

 
Рис. 4.2.  Квазіавтомодельні процеси в просторі оригіналів   

 (а)  та  в зображуючому просторі (б) 
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4.4 Загальний випадок автомодельності сімейства 
прямих 

Практичний інтерес мають випадки, коли параметри 
сімейства автомодельних прямих 

xbaY ii +=  (4.27) 
мають нелінійний довільний зв'язок. 

Нехай 
)( ii bfa = . (4.28) 

Що дає в цьому випадку сімейство прямих (4.27) на площині 
оригіналів? У випадку лінійної залежності границі 
автомодельності сімейство (4.27), як було показано вище, має 
загальну точку. У випадку нелінійної залежності границі 
автомодельності повинна існувати загальна огинаюча L, 
стосовно якої усі прямі сімейства (4.27) є дотичними. 

З рис. 4.3 видно, що загальна огинаюча L може бути 
знайдена, як межа перетину (точки B, C,...) сусідніх прямих при 
нескінченно малій зміні параметра ib : 

.)()(
,)(

xbbbbfY
xbbfY

iiiiII

iiI

∆∆ +++=
+=

 (4.29) 

Розв’язуючи систему (4.29), знаходимо: 

i

iii
b b

bfbbf
x

∆
∆
−

−+
=

)()(
. (4.30) 

Або, переходячи до границі, знаходимо: 
)(lim

0
ilb

b
bfxx ′−==

→∆

 (4.31) 

Повертаючись до (4.29), знаходимо: 
)()( iiiL bfbbfY −= . (4.32) 

Звідки рівняння загальної огинаючої можна записати в 
параметричному вигляді: 

.)()(
,)(

iiiL

iL

bfbbfY
bfx

′−=

′−=
 (4.33) 
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Рис. 4.3.  Нелінійно-автомодельні процеси І-ІІІ та їх загальна     

дотична L 
 

Розглянемо два випадки: 
а) відомо рівняння автомодельності (4.28). Тоді загальна   
огинаюча легко знаходиться за допомогою (4.33); 
б) відомо загальне рівняння огинаючої 

)( LL xRY =  (4.34) 
і потрібно визначити рівняння границі автомодельності (4.28). 

Першу задачу будемо називати прямою, другу – оберненою. 
Розв’язок прямої задачі не має труднощів, тоді як розв’язок 
оберненої – знаходження рівняння автомодельності (4.28) по 
відомій огинаючій – має певні складності. 

У загальному вигляді розв’язок оберненої задачі зводиться 
до розв’язку диференційного рівняння типу: 

)]([)()( iiii bfRbfbbf ′−⋅=′− . (4.35) 
Легко бачити, що (4.35) є відомим рівнянням Клеро, 

розв’язаним у квадратурах практично при будь-якому вигляді 
правої частини. 
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4.4.1.  Еліптичне рівняння границі 
        автомодельності 

Нехай рівняння границі автомодельності (4.28) є 
еліпсом: 

12

2

2

2

=+
n
b

m
a ii . (4.36) 

Визначимо, як у цьому випадку буде розташоване сімейство 
прямих (4.27). Відповідно до (4.33), рівняння огинаючої у 
параметричному вигляді буде: 

22
i

i
L

bn

b
n
mx

−
−= . (4.37) 

Легко бачити, що в (4.37) можна позбутися  параметра ib : 

12

22

2

2

=−
m

xn
m
Y LL . (4.38) 

Таким чином, прямі (4.27) у випадку еліптичної 
автомодельності (4.38) будуть мати загальну огинаючу – 
гіперболу (4.38). За приклад еліптичної автомодельності можна 
назвати:  

– температурні залежності механічних характеристик [4–6] 

“
Т
1ln −σ ”; 

– температурні залежності швидкості спин-гратчатої 
релаксації [7]; 

– температурні залежності швидкості хімічних реакцій [8]; 
– температурні залежності електропровідності й 

електричного опору [9] та ін. 
Всі перераховані залежності описуються ламаною кривою в 

координатах "логарифм властивості – обернена температура" в 
широкому діапазоні температур, що є підтвердженням 
арреніусовської природи цих процесів. Отже, ці процеси в 
широкому діапазоні температур є автомодельними й 
автомодельність даних процесів є еліптичною. 
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4.5. Інші види автомодельності сімейства прямих 
В таблиці 4.1 наведено узагальнення для різноманітних 

рівнянь границі автомодельності, звідки випливає, що для 
різноманітних рівнянь автомодельності (4.28) сімейство прямих 
(4.27) має загальну огинаючу і приведені рівняння цих 
огинаючих. З таблиці 4.1 випливає, що еліпс на зображуючій 
площині відповідає огинаючій виду гіперболи на площині 
оригіналів і навпаки. 

Парабола на зображуючій площині відповідає параболічній 
огинаючій на площині оригіналів. Ці три випадки, а також 
випадок квазіпучка, можна вважати найпростішими. 

Експонента і логарифмічна функція на зображуючій 
площині дають суперпозицію логарифмічної функції відповідно 
до лінійної функції для огинаючої на площині оригіналів. 

Інші випадки автомодельності є більш громіздкими як на 
площині оригіналів, так і на зображеній площині.  

4.6.  Автомодельність сімейства парабол 
Нехай є сімейство квадратичних парабол : 

)()(2 ttfxtY i ϕ++= . (4.39) 

Рівняння спільної огинаючої сімейства парабол можна 
знайти за аналогією з попереднім випадком: 

.)()()(

,)()(
2

2

ttxttfxttY

txtfxtY

iiiII

iiI

∆ϕ∆∆

ϕ

+++++=

++=
 (4.40) 

Звідки: 

.)4(
2

)4(
2

,)4(
2
1

222

2

ϕϕϕ

ϕ

+′−′±′−+′−′±′−=

′−′±′−=

ffffftY

ffx

L

L
 (4.41) 

Таким чином, якщо відомі рівняння автомодельності на 
зображуючій площині f(ti) і ϕ(tі), то легко знаходиться спільна 
огинаюча на площині оригіналів. 
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Розв’язок оберненої задачі: відомо f(ti) і ϕ(ti). Знайти              
YL  = R(x) і ϕ  = F(f(ti)). Задача зводиться до розв’язку нелінійного 
диференційного рівняння І-го порядку виду: 

[ ] [ ]
.)''4''(

2

))((''4''
2

''4''
2

2

222

FfffR

tfFFfffffFfft

−±−=

=+−±−+−±−
 (4.42) 

Рівняння (4.42) зводиться до розв’язку Клеро в таких 
випадках: 

1. ϕ (t) або f (t) рівні нулю; 
2. ϕ (t) або f(t) рівні постійній; 
3. ϕ  (t) = f(t) .  

В інших випадках пряма задача вирішується за допомогою 
співвідношень (4.41), а обернена – розв’язком диференційного 
рівняння типу (4.42). 

Особливий інтерес має випадок, коли ϕ(t) = f'(t), тобто F є 
оператором диференціювання. Тоді: 
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,)''4''(
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222

2

fffffffftY
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+−±−+−±−=

−±−=
 (4.43) 

У цьому випадку розв’язок нелінійного диференційного 
рівняння 2-го порядку  у ряді випадків (коли f(t) – еліптичного, 
гіперболічного або параболічного типів) може бути зведено до 
нелінійного диференційного рівняння 1-го порядку типу 
рівняння Клеро. 

 



Таблиця 4.1 
 

Прості випадки автомодельності двопараметричних функцій 
 

№ 
з/п 

Рівняння границі 
автомодельності на 
площині  зображень 

( )ii bfa =  

Рівняння огинаючої 
( )LL XRY =  

Права частина рівняння 
Клеро 

( )[ ]ibff '−  

1 2 3 4 
1.  1; 1/1 =⋅+= rbBAa ii  Ідеальний пучок прямих з центром в 

точці (В; А) 
 

– 

2.  
15,0

;

1/1 <<
⋅+=

r
bBAa ii  

Квазіпучок з “центром” в точці (В; А), 
де: 
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Закінчення таблиці 4.1 
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m
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mY
α

 ( )m
f '−⋅α  

7.  ( )ii ba ⋅= αexp  
 

( ) ( )[ ]LLL XnXY −−−= l1  ( )'exp fα−⋅  

8.  
CBbAba iii ++= 2  ( )ACBBXX

A
Y LLL 42

4
1 22 −++−=  ( ) ( ) CfBfA +−⋅+−⋅ '2'  

9.  ( )ii bna l+−= 1  iL XnY l=  ( )[ ]'1 fn −+− l  
10.  ( )iii bnba l−= 1  LL XY exp=  ( )[ ]'' 1 fnf −−− l  
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4.7.  Статистична задача нелінійної  
автомодельності 

Наведений вище аналіз різноманітних типів рівняння 
границі автомодельності, крім лінійного, наводиться з позиції 
точних рішень. У той же час, рівняння границі автомодельності 
для реальних матеріалів можна одержати тільки з обробки  
експериментальних даних, що неминуче пов’язане з 
розсіюванням і необхідністю розв’язку задачі в статистичному 
аспекті з врахуванням розсіювання експериментальних даних, 
наприклад, у випадку еліптичної автомодельності (центральний 
еліпс) маємо: 
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(4.44) 

і рівняння огинаючої на площині оригіналів: 
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(4.45) 

де {aibi} – параметри автомодельних прямих на площині 
оригіналів. На прикладі еліптичної автомодельності легко 
бачити, що розв’язок задачі в статистичному аспекті не 
викликає принципових труднощів і може бути отриманий для 
будь-якого типу рівнянь автомодельності. 
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4.8.  Автомодельність сімейства довільних 
функцій з одним параметром 

Розглянемо сімейство довільних плоских прямих: 
)()( ii tfxtY += ϕ . (4.46) 

Рівняння загальної огинаючої можна знайти аналогічно 
попереднім випадкам, задаючи приріст параметру і переходячи 
до границі. Тоді: 

[ ]
.)(')(
,)('1

ttftfY
tfX

L

L

−=
−= −ϕ  (4.47) 

Розв’язок оберненої задачі, як і в більшості попередніх 
випадків, зводиться до рівняння Клеро: 

[ ]))('()(')( 1 tfRttftf −=− −ϕ . (4.48) 
Наприклад, сімейство, має вигляд: 

ii tcxtY expexp +=  (4.49) 
має загальну огинаючу - пряму, рівняння якої: 

LL CXCCY −−= )1(ln , (4.50) 
а сімейство плоских кривих 

ii tCxtY lnexp +=  (4.51) 
має рівняння загальної огинаючої: 

L
c

LL XXY exp)1( /1−= . (4.52) 

4.9.  Обернена задача кореляційного аналізу для 
деяких співвідношень механіки руйнування 
В останні роки в роботах вітчизняних і закордонних авторів 

відзначається, що в рівнянні Періса: 

mkC
dN
dl )(∆=  (4.53) 

між параметрами lg C і m існує кореляція, близька до лінійної із 
достатньо високим коефіцієнтом кореляції (r > = 0,95). На 
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основі узагальнення численних експериментальних даних до 
такого висновку прийшли Л.Тот і П.Ромвари [10], С.Я. Ярема 
[11, 12], В.Т. Трощенко і Л.А. Сосновський [13] та інші. 

На основі аналізу стійкості енергії активації аналогічна 
кореляція була передбачена нами і підтверджена 
експериментально для параметрів кривої втоми 
експоненційного  виду [14, 15]. 

В даній роботі наведена спроба розв’язку оберненої задачі 
кореляційного аналізу для визначальних рівнянь механіки 
руйнування – рівняння Періса і степеневого рівняння кривої 
втоми: 

CNm =σ  (4.54) 
Представивши (4.53) у вигляді: 

Cvk m =−)(∆ , (4.55) 
переконуємося, що (4.54) і (4.55) за структурою ідентичні, так 
що усі викладки достатньо провести для одного з рівнянь, 
наприклад (4.54), а наслідки поширити і на (4.55). 

З (4.54) випливає, що: 

11 NC mσ= , (4.56) 

де {σ1, N1
} – деяка фіксована точка кривої втоми. Нехай, 

наприклад, σ1 =106 = const. З (4.56) випливає, що між C і m 
повинна існувати кореляція, тіснота якої визначається 
розмірами і потужністю множин: 

[ ] [ ]+−+− ∈∈ mmm ...;... 111 σσσ , (4.57) 
де "+" відповідає максимальному, а "-" – мінімальному 
значенню параметра. 

Л е м а .  Лінійна кореляція між параметрами lgС і m в (4.56) 
існує тоді і тільки тоді, коли відсутня лінійна кореляція між 
параметрами m і σ1 (rm//σ1 < 0,5). 

Д о в е д е н н я .  Припустимо, що існує кореляційний 
зв'язок σ1 = A ± Bm та  r  > 0,5.  
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Тоді: 
[ ]BmAmNC ±+= lglglg 1  (4.58) 

Із (4.58) випливає, що якщо ϕ(m)≠const і rm/σ1 > 0,5, то 
кореляція буде відхилятися від лінійної. Отже, щоб між lgС і m 
спостерігалася лінійна кореляція, необхідно, щоб rm/σ1 < 0,5. 
Умова достатності залежить від кількісних оцінок (4.59) та в 
загальному вигляді не доведена.  

Ставилася задача оцінити значення коефіцієнта кореляції 
rm/lg с  як функції розмірів і потужності кореляційного поля. 
Якщо відома потужність кореляційного поля n, то [16]: 

∑ ∑

∑

−−

−−
= =

n n

ii

n

i
ii

Yx

YYxx

YYxx
r

1 1

22

1
/

)()(

))((
, (4.59) 

де  xi  = mi; Yi  = lg106 + milgσ1i ; σ1i = σRi(NGi /106)1/mi 

{σRi; NGi} – точка згину кривої втоми [13]. 
Для кількісних оцінок (4.59), кореляційне поле необхідно 

впорядкувати. Найбільш простою є декартова впорядкованість 
(рис. 4.4, б). Відносні розміри та потужність (n = k x l) 
кореляційного поля залишилися старими, проте хаотично 
розташовані точки зміщені у вузли прямокутної сітки, в 
результаті чого випадковий рівномірний розподіл перетвориться 
в ідеальний рівномірний розподіл. Як буде показано далі, таке 
спотворення реальної картини погіршує rm/lgс, а отже, дозволяє 
одержати нижнє значення коефіцієнта кореляції, що має 
значний практичний інтерес. 

Поставимо у відповідність кожній кривій втоми точку, 
координати якої рівні параметрам даної кривої lgCi, mi. 

Компоненти (4.59) можна виразити через координати 
впорядкованої кореляційної множини зображень на рис. 4.4, б. 
Легко бачити, що (4.59) є інваріантним щодо зсуву початку 
координат. Тоді: 
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Аналогічно 
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де символ "∆" означає напівширину кореляційного поля у 
відповідному напрямку. Введемо заміну: 

m
m∆

γ
σ
σ∆

β == ;
lg
lg

1

1 . (4.62) 

Після підстановки (4.60)–(4.62)  вираз (4.59) приймає вигляд: 
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(4.63) дозволяє оцінити значення коефіцієнта кореляції між 
параметрами m і lgС рівняння кривої втоми (4.54) за розмірами 
кореляційного поля (4.57) і його потужності n. Особливий 
інтерес має випадок, коли поле впорядковано декартовою 
множиною з рівним числом рядків і стовпчиків: 

nlk == .  
Тоді: 
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(4.64) 
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Причому відносні розміри кореляційного поля можна 
виразити через його граничні значення: 

−+

−+

−+

−+

+
−

=
+
−

=
mm
mm

γ
σσ
σσ

β ;
lglg
lglg

11

11 . (4. 65) 

 
Рис. 4.4.  Перетворення початкових умов до декартової     

множини 
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Очевидно, точки (рис. 4.5, б) є зображеннями множини 
кривих втоми (рис. 4.5, а) в просторі параметрів {lg С; m}. 

 
Рис. 4.5.  До оцінки похибки в зображуючому просторі    

кривих втоми 

На рис. 4.6 наведені значення rm/lg с, як функції відносних 
розмірів кореляційного поля і його заповнення. Як випливає з 
рис. 4.6, при мінімальному (n = 4) і максимальному (n = ∝) 
заповненні кореляційного поля значення rm/lg с відрізняється не 
більше, ніж на (2...6) %. Отже, заповнення кореляційного поля 
слабко впливає на значення коефіцієнта кореляції. Розглянемо 
конкретні приклади. 
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Рис. 4.6.  Коефіцієнт кореляції степеневого рівняння кривої   
    втоми як функція параметрів кореляційного поля: 
   І – β  = 0,05         1 – n = 4 
  II – β  = 0,2        2 – n = ∞   
 III – β  = 0,5         3 – n = ∞  (норм.  розподіл), 
           де  n  –  число  точок  на  кореляційному  полі 

Приклад 1. Для більшості сталей [13] при нормальних 
умовах випробувань (кімнатні температури, відсутність 
агресивних середовищ) межа витривалості на базі 610  циклів 
потрапляє в діапазон (100... 1000) МПа. При цьому m ∈ (2...20). 
Це дає: 

818.0
220
220;2.0

23
23

=
+
−

==
+
−

= γβ . 
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При n  =  100 значення коефіцієнта кореляції між параметрами 
ступеневого рівняння кривої втоми буде дорівнювати:           
rm/lg с = 0,964. Тобто реальне кореляційне поле відрізняється 
від ідеального в бік більшої щільності в центрі поля, тоді можна 
підтверджувати, що для сталей при нормальних умовах 
випробувань між параметрами рівняння кривої втоми повинен 
існувати кореляційний зв'язок із коефіцієнтом кореляції        
rm/lg с > 0,964. 

Приклад 2.  Для сталі 35 [13] маємо:  m ∈ [3,6..15,4]; 
         σ1 ∈ [170…320] Mпа; 
          n  =  27. 

Тоді очікуване значення коефіцієнта кореляції                  
rm/lg с > 0,995. Кореляційне поле для даної сталі подане на рис. 
4.7. Рівняння регресії між параметрами  m і σ1 (пунктирна лінія) 
має вид: 

σ1 =  220,399+2,159m;  rm/lg с = 0,2182, 
тобто умова леми виконується.  

На рис. 4.7, б наведено графік залежності lgС= f (m), для 
якого: 

lgС = 5,839+2,399m;  rm/lg с > 0,997. 
Приклад 3. На прикладі 90 сталей у [11, 12] показано, що на 

середній ділянці діаграми Періса при 710−=
dN
dl

 м/цикл 

[ ] [ ] 90;6.6...7.11;2.41...6.11* =∈∈ nmмМПаk . 
Тоді: 

590.0;205.0 == γβ . 
Це дозволяє одержати: 

rm/lg с ≥ 0,937. 
За результатами кореляційного аналізу [11, 12] отримане 

значення коефіцієнта кореляції між параметрами рівняння 
Періса rm/lg с = 0,962. Як очевидно з наведених прикладів, дійсні 
значення коефіцієнта кореляції перевищують передбачені 
залежністю (4.64). Недолік запропонованої методики –  
залежність параметра rm/lg с в (4.62) і (4.65) (а, отже, і коефіцієнта 
кореляції) від розмірності, що, очевидно, відбиває емпіричний 
характер (4.53) і (4.54). 
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Рис. 4.7.  Апріорна оцінка коефіцієнта кореляції між    

параметрами кривої втоми для сталі 40 
 (за даними  В.Т. Трощенко, [13]) 
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РЕЗЮМЕ ДО РОЗДІЛУ 4 
1. Показано, що задача ідентифікації і ранжування сплавів 

може бути вирішена коректно тільки в автомодельних 
підпросторах векторів стану сплаву й умов випробувань. При 
цьому багатомірний векторний простір параметрів може бути 
зведений до одномірного скалярного (а значить – інваріантного) 
простору. На прикладі кривих втоми показано, що на 
зображуючій площині параметри рівняння кривої втоми для 
сплаву на даній основі повинні лінійно корелювати. 

2. Отримано узагальнення в детермінованій і статистичній 
постановці для ряду випадків нелінійної (еліптичної, 
гіперболічної та ін.) автомодельності. 

3. На основі розв’язку оберненої задачі кореляційного 
аналізу отримані аналітичні співвідношення, що дозволяють 
апріорі оцінити нижнє значення коефіцієнта кореляції 
автомодельних співвідношень втоми, рівняння Періса та їхніх 
аналогів. Показано, що заповнення кореляційного поля слабко 
впливає на значення коефіцієнта кореляції. 

4. На основі аналізу експериментальних даних показано, що 
для більшості сталей при нормальних умовах випробувань між 
параметрами степеневого рівняння кривої втоми повинен 
існувати кореляційний зв'язок із коефіцієнтом кореляції не 
гірше 0,96, що є експериментальним підтвердженням існування 
автомодельного підпростору в просторах векторів Q{X} і S{Y}. 
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Р О З Д І Л  5 .  
 ТЕРМОАКТИВАЦІЙНИЙ АНАЛІЗ В УМОВАХ 
НЕСТАЦІОНАРНОГО НАВАНТАЖЕННЯ 

В провідних лабораторіях світу накопичено гігантський 
експериментальний матеріал при різноманітних умовах 
впливу температури, часу і навантаження на механічні 
властивості конструкційних матеріалів. 

Проте результати цих експериментальних даних найчастіше 
отримані в неінваріантних умовах і не тільки не підтверджують, 
але іноді навіть суперечать один одному. 

Ставилася задача на основі уявлень термоактиваційного 
аналізу для нестаціонарних процесів і уявлень синергетики 
множину експериментальних констант для різноманітних умов 
випробовувань об'єднати в універсальну множину з 
мінімальним числом інваріантних констант і на їхній основі 
розробити методику прогнозування гарантованого ресурсу 
конструкцій, що обертаються, в умовах високих температур 
(диски ГТД сучасної авіаційної і ракетно-космічної техніки, 
ротори НМЕ й електричних машин великої потужності, ротори 
відцентрових насосів та ін.). Поставлена задача розв’язувалася 
чисельно-аналітичними методами з наближеннями, ступінь яких 
коректувалася експериментальними даними. 

5.1. Термоактиваційний аналіз при 
нестаціонарному навантаженні. Загальна 

постановка 
Як відзначалося вище, при стаціонарних умовах: 

Т = const; σ  = const (5.2) 
при одноосьовому  навантаженні для великого числа твердих тіл 
(метали, сплави, полімери, композити і т.д.) час до руйнування 
описується експонентою С.Н. Журкова [1–3]. 

В умовах стандартних випробовувань, особливо при значних 
пластичних деформаціях (δ >10 %), коли зовнішнє навантажен-
ня залишається постійним, питомі напруги змінюються: 

σ  ≠  const. (5.3) 
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Це відбувається, насамперед, через зменшення площі 
перетину зразка, що призводить до істотного відхилення від 
(5.2), і фактично застосовується рівняння Журкова для 
нестаціонарного процесу. 

Покажемо, що термоактиваційні уявлення можна 
застосувати для процесів, коли (5.1) не виконується: 

а) тривала міцність при постійному зовнішньому 
навантаженні і δ >10 %; Т = const (σ  = f(t)); 

б) рівномірне навантаження малопластичних матеріалів       
(Т = const) (σ  = f(t)); 

в) тривала міцність при нестаціонарній температурі 
(T ≠ const; {σ } = const). 

Очевидно, в даному випадку рівняння Журкова для 
нестаціонарного процесу повинно прийняти вигляд [4]: 

e

e

кТ
U γσ

ττ
−

= 0
0 exp , (5.3) 

де, σе, Те – еквівалентні значення напруг і температури, 
приведені до деякого стаціонарного процесу (5.2) рівної 
довговічності. 

Як буде показано нижче, в більшості випадків задача про σe 
може бути зведена до знаходження експоненційних сум і 
інтегралів, зручних для чисельного аналізу, а в деяких випадках 
навіть розв'язаних у квадратурах. 

5.2. Термоактиваційний аналіз в умовах 
рівномірного навантаження малопластичних 

матеріалів 
Нехай малопластичне тіло піддається рівномірному 

навантаженню (ε
•

= const) і деформується пружно аж до 
руйнування (рис. 5.1). Визначимо еквівалентне напруження σе, 
як функцію {σв, δ , γ, Т}. Тоді: 
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З іншого боку,  
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Спільне рішення (5.5)–(5.8) дає  
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Введемо заміну: 

pe
p r

kT
σσβ

γσ
== ; , (5.10) 

де  β – безрозмірний параметр, та розкладемо exp 





−

n
β  в 

 ряд з утриманням лінійного члена.  
Тоді:  

)exp(
1exp

β
β
β r−≅

−
. (5.11) 

Звідси нормуючий множник r дорівнює: 

ββ ln1 1−−≅r . (5.12) 

Звичайно область значень ∈β  [10...80]. 
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Рис. 5.1. Приведення до еквівалентного стаціонарного    

процесу  при лінійній (а), параболічній (б) 
нестаціонарності та при повзучості (в) 

 
Таким чином, при рівномірному навантаженні твердого тіла 

рівняння Журкова  має вигляд: 

кТ
rU pγσ

ττ
−

= 0
0 exp , (5.13) 

де нормуючий множник r визначається з умови (5.12). Слід 
зазначити, що при обробці експериментальних даних 
короткочасної міцності малопластичних матеріалів за 
методикою, що пропонується, приходиться мати справу з 
рекурентними співвідношеннями (5.12)–(5.13). Розроблено 
програму розрахунку активаційного об’єму методом 
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послідовних наближень. Як правило, після 2–3 ітерацій похибка 
∆γ  ≤ 1 %, що є достатнім для інженерних розрахунків. 

Спільне рішення (5.5) і (5.13) дозволяє отримати розв’язки в 
окремих випадках: 

kT
U ep γσ

τ
σ

σ −
= 0

0 exp . (5.14) 

Звідки: 









−







−= 1expexp 0

0 kTkT
UkT pγσ

γτ
σ . (5.15) 

Для  β > 5 із  точністю, не гірше 1 %, можна  знехтувати 
одиницею, що дає: 

0

0 ln
σγτγγ

σ
kTkTU

p −≅ . (5.16) 

Умову (5.16) без оцінки точності наближення отримано 
раніше в роботах [5–6]. 

Із співвідношення (5.16) випливають два важливих наслідки:  
1) умова сталості режимів рівномірного навантаження в 

широкому діапазоні температур дає квазілінійну спадаючу 
залежність від температури границі міцності малопластичних 
матеріалів (що підтверджено експериментально [5–6]), причому 
діапазон температур обмежений знизу Т > θ D (область квантових 
ефектів) і зверху Т < 0,9Тs (область втрати стійкості кристалічної  
гратки); 

2) в умовах сталості режимів навантаження  (σ = const;          
Т = const) границя міцності, як і умовна границя плинності 
обернено пропорційна активаційному об’єму (тобто площина 
{σВ; σТ} заповнена не вся, а лише деяка область). Це дозволяє 
припустити, що і площина {σВ; σТ} заповнена не вся, а лише 
деяка її область, яка утворює множину тісно корельованих 
точок. Аналогічний результат на основі аналізу 
експериментальних даних для сталей отримав Гуляєв [7]. 

Площини {σВ; δ }; і {σВ; Ψ }  для сплавів на даній основі 
також мають тісно корельовану  підмножину, що має істотне 
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прикладне значення і підтверджується експериментальними 
даними Гуляєва [7]. 

Таким чином, лінійний термоактиваційний аналіз в умовах 
рівномірного навантаження квазіпружних тіл дозволяє 
застосовувати стаціонарне рівняння Журкова з введенням 
еквівалентного напруження. 

5.3. Термоактиваційний аналіз в умовах тривалої 
міцності пластичних матеріалів при постійному 

зовнішньому навантаженні 
При випробуваннях на тривалу міцність, коли підтримується 

постійне зовнішнє навантаження і сумарна пластична 
деформація δ > 5 %, застосування стаціонарного рівняння 
Журкова призводить до значної похибки.  В [8] показано, що 
при цьому тривала міцність може відрізнятися на порядок і 
більше. 

На рис. 5.4 показано, що аналогічно п. 5.2, можна ввести σе 
та виконати експоненційне інтегрування. 

Міркування, аналогічні п. 5.2 , приводять до: 

rе += 1
0σ

σ
, (5.17) 

де 

[ ]∑
=

=
n

i
tiFr

1
)(expln1

∆β
β

. (5.18) 

У даному випадку, 

kT
0γσ

β = , (5.19) 

(5.18 ) допускає граничний перехід, що дозволяє замінити суму 
інтегралом. Тоді [4]: 

[ ]












+= ∫
1

0
0 )(expln11 tdtFе β

β
σσ , (5.20) 

де σ0  –  напруження в початковий момент часу; 
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F(t)   –  функція повзучості; 
t = t/tp  –  нормований час. 

Для стадії лінійної повзучості 

tbatF +≅)( , (5.21) 

це дає: 

[ ]








−++= aba
bе βββ

β
σσ exp)exp(11 20 . (5.22) 

При a = b = 0,05 і β = 10 ⇒ σЭ  ≅ 1,214σ0, тобто при сумарній 
пластичній деформації 10 % еквівалентне напруження повинно 
перевищувати початкове напруження на 21,4 %. Якщо не робити 
розрахунок на еквівалентні напруження, то це призводить до 
істотних труднощів в інтерпретації експериментальних даних, 
отриманих при постійному зовнішньому навантаженні. Слід 
зазначити, що переважна більшість випробовувань проводяться 
саме при постійному навантаженні, а це, як ми переконалися 
вище, неминуче веде до значної похибки, якщо застосовувати 
стаціонарне рівняння Журкова без відповідної корекції σе.  

Найбільше розповсюдження у випробуваннях на тривалу 
міцність при стаціонарних зовнішніх умовах (σ = const;              
T = const) отримала важелева схема (рис. 5.2, а), де при 
деформації зразка відбувається зменшення плеча R , для чого 
профіль важеля виконують за законом [9–10], 

ε+
=

1
0RR , (5.23) 

де  ε  – поточна деформація. 
Нами [11] запропонована принципово нова схема  

випробовувань  на тривалу міцність при стаціонарних зовнішніх 
полях (рис. 5.2, б). В даному випадку сталість напруження в 
зразку в процесі  повзучості  забезпечується зміною об’єму, який 
витісняє рідину, що   компенсує   зменшення перетину  зразка.   
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Рис. 5.2.  Відомий (а) та запропонований  (б) пристрій для  

випробувань на тривалу міцність при постійному 
навантаженні 

Для цього профіль порожнистої підвіски 1 сконструйований  з 
умови σ = const  
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Це дає закон зміни профілю підвіски, аналогічний ( 5.23) 

ε+
=

1
0R

R , (5.25) 

де     5.0
000 )/( lSR πρσ=  – радіус  основи порожнистої  підвіски; 

         S 0, l0 – початкові площа перетину і довжина зразка; 
        ρ  – густина рідини. 

5.4. ТА в умовах рівномірного деформування 
пластичних матеріалів. Параболічне наближення 
Розглянемо деформування з постійною швидкістю 

пластичного твердого тіла з довільним законом зміцнення σ(ε ). 
При ε = const дану діаграму легко замінити на σ (t). 

Розбиваючи траєкторію навантаження на рівні відрізки 

вздовж осі t і застосовуючи ∑ =
n

t
1

1 1)/( τ∆ , аналогічно п.п. 5.2–

5.3, отримаємо: 
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(5.26) 

де 

kT
TB γσσ

β
)( −

= . (5.27) 

Переходячи до границі при n→∝, маємо: 

( )[ ] tdtfве ∫ ⋅+=
−

1

0

1

1 expln)1( βδσσ β . (5.28) 
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Як показано Рибаковою [12–13] та іншими дослідниками 
[14–16], для великого класу пластичних матеріалів, що не мають 
великої площадки текучості, має місце параболічне рівняння:  

упрBA εεεσ −+≅+ )1( . (5.29) 

У цьому випадку (5.26), (5.28) істотно спрощуються 

[ ] .;expln)1(
1

0

1

kT
tdt в

ве
γσ

βββδσσ =+= ∫−  (5.30) 

Більш того, інтеграл (5.30) може бути обчислений у 
квадратурах [15]: 

rве )1( δσσ += , (5.31) 
де 




















+








−=

ββββ
β 1112ln1 er . (5.32) 

Як   показують  розрахункові  дані,  r ∈ [0,5...0,97]  для  β ∈ 
[1...100]. Повертаючись до (5.31), можна одержати умови, при 
яких 

ве σσ = , (5.33) 
що без належного обгрунтування прийнято в ряді робіт [17–19]. 
(5.33) виконується при 

2
ln

2
ln

β
β

β

δ
−

≅ . (5.34) 

Це дає для β  = 10 значення 19,0≈δ . Якщо для матеріалу в 
даному стані не виконується (5.34), то (5.33) застосовувати не 
можна. 

На   основі    чисельних    експериментів   у   діапазоні   β ∈ 
[1...100] отримано, що (5.33) виконується, якщо 

δ = 0,433 - 0,0969 ln β ;  r = 0,995. (5.35) 
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5.5. Нестаціонарний термоактиваційний аналіз 
руйнування пластичних матеріалів при 

рівномірному деформуванні. Прогноз міцності і 
пластичності в умовах параболічного наближення 

Як показано в 5.3–5.4, традиційний ТА для стаціонарних 
умов навантаження можна поширити і на випадок великих 
пластичних деформацій, ввівши відповідний нормуючий 
множник для напруг. 

Це дозволяє одержати замкнуту систему рівнянь ТА, що  
дозволяє виявити зв'язок між процесом навантаження і 
пластичним деформуванням металів, спрогнозувати 
характеристики міцності та пластичності в широких діапазонах 
впливу часу і температури, дати аналітичне пояснення 
аномальним зниженням пластичності при підвищенні 
температури та ін. 

Для випадку рівномірного активного деформування 
пластичних матеріалів замкнута система нестаціонарного ТА 
може бути записана у вигляді: 
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 (5.36) 

де  τ  – час до руйнування пластичного зразка в умовах 
короткочасного навантаження;  
δ  – залишкове видовження зразка в момент руйнування; 
f ( t ) – функція зміцнення. 
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Аналіз  (5.36) показує, що при відомій f ( t ) система є 
замкненою. Скористаємося запропонованим вище параболічним 
наближенням, що дає значення нормуючого множника r у 
вигляді: 

( )( )







+−= −−− 111 12ln ββ

β
β βer . (5.37) 

Оскільки (5.36) з урахуванням (5.37) утворюють замкнену 
систему, то компоненти вектора 

),,,( δσεΩ вT&
r

, (5.38) 
із яких перші дві – характеристики зовнішнього навантаження, а 
дві інші – реакція матеріалу на це навантаження, є один раз 
залежні, тобто розмірність вектора (5.38) не 4, як вважалося 
раніше, а 3. Продемонструємо це на числових прикладах. Легко 
бачити, що з (5.36)–(5.37) можна одержати активаційний об’єм: 

r

kTU

в )1(

ln
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0

δσ
τε
δ

γ
+

−
=

& . (5.39) 

Оскільки r = r(γ), то (5.39) є рекурентним співвідношен- ням. 
Проте, як показує числовий аналіз, уже після 3–4 ітерацій Sγ < 
0,2 %, тобто ітераційне співвідношення (5.39) має достатньо 
добру збіжність. На рис. 5.3–5.5 наведені номограми визначення 
активаційного об’єму за результатами короткочасних випро-
бувань { }εδσ &,,, TB  алюмінію, заліза, молібдену при Т = 293 К. 
Номограми побудовані за параболічним наближенням        
(5.37)–(5.39) при m = 0,5.  В таблицях 5.1 і 5.2 наведені значення 
γ для деформування зразків із Al і Cu в широких діапазонах умов 
навантаження.  
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Таблиця 5.1 

Результати випробувань і параметри 
термоактиваційного аналізу технічного алюмінію 

(параболічне наближення) 

№
з 
/
п 

 
0l  
мм 

 
Vтр, 
мм/хв. 

 
δ , 
% 

 
Bσ , 

МПА 

 
r 

 
β  

γ , 
кДж/ 
моль 
МПа 

1 82,5 0,5 26,6 76,5 0,9326 47,285 15,042 
2 82,0 1,0 24,4 78,4 0,9340 48,725 15,142 
3 57,0 10,0 23,7 82,6 0,9363 51,211 15,101 
4 81,5 50,0 23,9 84,1 0,9371 52,155 15,103 
5 97,0 100,0 21,5 84,4 0,9383 53,662 15,485 
6 90,0 500,0 23,3 86,5 0,9377 52,909 14,895 

γ =15,13+0,23 ( ± 1,5%) 

Таблиця 5.2 

Результати випробувань і параметри 
термоактиваційного аналізу зразків із технічної міді 

(параболічне наближення) 

№
з 
/
п 

 
0l  мм 

 
Vтр, 
мм/хв. 

 
δ , 
% 

 
Bσ , 

МПА 

 
r 

 
β  

γ , 
кДж/ 
моль 
МПа 

1 114,5 1,0 18,8 226,8 0,9363 86,638 9,300 
2 55,0 2,0 19,1 229,1 0,9561 87,625 9,311 
3 75,0 5,0 22,0 235,3 0,9561 85,995 8,979 
4 110,5 10,0 19,5 233,3 0,9569 88,095 9,184 
5 126,5 20,0 22,5 235,3 0,9562 86,350 8,934 
6 76,0 100,0 20,4 239,2 0,9574 89,669 9,127 
7 110,5 200,0 21,7 240,6 0,9571 88,842 8,990 

γ  = 9,118+0,18 ( ± 1,97%) 
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З таблиць випливає, що 
γ ≅ const. (5.40) 

Випробування проводилися на машині Instron 1185 при 
температурі Т = 293 К. Енергія активації U0 в (5.39) оцінювалася 
за співвідношенням, яке отримано вище [20]: 

0
0

1ln
τskTU ≅ , (5.41) 

що дає для  Al   228 кДж/моль, і для міді – 330 кДж/моль. 
Як витікає з таблиць, характеристика міцності (σв) корелює 

зі швидкістю навантаження (часом навантаження): 
для Cu: 

σВ = 247,77 – 2,569 lnτ,   r = – 0,976; (5.42) 
для Al: 

 σВ = 88,81 - 1,39 lnτ,   r = – 0,991. (5.43) 
Проте друга компонента вектора (5.38) – δ – ні в першому, ні 

в другому випадках не корелює зі швидкістю навантаження Vтр  
(Vтр  – швидкість траверси). 

Проте і в першому, і в другому випадках виявляється 
стійкість активаційного об’єму до умов навантаження 
(підпростір {ε& , T }). 

Це дозволяє поширити концепцію сталості параметрів      
[U0; γ], отриманих при стаціонарних умовах для малопластичних 
матеріалів на випадок пластичних матеріалів при 
нестаціонарних умовах. Це дає можливість в межах 
параболічного наближення розрахувати із (5.39)–(5.40) одну із 
компонент {δ; σВ} за відомою іншою і відомих {ε& ; T}. 
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Рис. 5.3.   Номограма для визначення активаційного об’єму за 

  результатом короткочасних випробувань при 
Т = 293  К для сплавів заліза 

(суцільна – 310−=ε    с 1− ,  пунктир – 310−=ε  с 1− ) 
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Рис. 5.4.  Номограма для визначення активаційного об’єму за                
 результатом короткочасних випробувань при 

Т = 293  К для сплавів молібдену  
(суцільна – 310−=ε  с 1− ,   пунктир – 410−=ε  с 1− ) 
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Рис. 5.5.  Номограма для визначення активаційного об’єму за  
результатом короткочасних випробувань при  Т = 293  К 

 для сплавів алюмінію  
(суцільна – 310−=ε  с 1− , пунктир – 410−=ε  с 1− ) 

 
Аналіз великого числа експериментальних даних [21–28] 

показує, що в широкому діапазоні температур і швидкостей 
деформування сумарну пластичність можна розділити 

),( εδδδ &T
∧

+= , (5.44) 

де  δ –  постійна складова;  
∧
δ – змінна (квазіперіодична) складова. 
З урахуванням (5.39)–(5.40) використання постійної 

складової дозволяє одержати: 
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тобто з урахуванням тільки постійної складової пластичної 
деформації одержуємо лінійну спадаючу залежність границі 
міцності від температури, що було отримано раніше для 
малопластичних матеріалів і підтверджено експериментально в 
широкому діапазоні температур [θ D...0,9 Тs ]. 

Аналіз експериментальних даних показує, що для 
пластичних матеріалів [21–28] лінійне наближення σВ (Т) є 
нестійким. З позицій синергетики нестійкість (5.45), очевидно,  є  
наслідком послідовності самоподібних множин з одночасною 
зміною масштабу вздовж осей ОХ і OY. 

Проте лінійне наближення відіграє дуже важливу роль в 
аналізі синергетичних систем [29]. 

Скориставшись лінійним наближенням (5.45) і виявленою 
раніше [30–32] ∆-впорядкованістю точок біфуркації (рис. 5.9) 
вздовж осі σВ, визначимо біфуркаційні значення напруг: 

σ0 = А ∆2 

σ1 = А ∆ 
σ2 = А ∆1/2 
σ2 = А ∆1/4 

…………… 

(5.46) 

Це дає можливість знайти упорядкованість точок біфуркації 
вздовж осі Т:  
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Із (5.47) утворимо множини 
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Легко бачити, що: 
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При будь-якому ∆: 
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Z
Z , (5.50) 

де 

iiit σσ lnln 1 −= + . (5.51) 
Таким чином, із лінійної впорядкованості точок біфуркації 

випливає, що в координатах "lnσВ–1/T" координати точок 
біфуркації 

i
iвii T

XY 1;ln == σ  (5.52) 

задовольняють умовам скейлінгових (самоподібних) 
перетворень 
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де  Gx ≅ Gy
-1 – масштаби перетворень.  

Покажемо,   що   (5.53)  має   місце   для  узагальненої  ∆  – 
впорядкованості: 

∑
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У цьому випадку впорядкованість точок біфуркації вздовж 
осі напруг:  

.

,

,

)1(
1

2

1
1

1

1
0

−

−

−

=

=

=

GG

G

G
G

A

A

A

∆σ

∆σ

∆σ

 

…………………….. 

(5.55) 

Із врахуванням лінійного наближення це дає: 
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За аналогією з попереднім випадком, утворимо множину 
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. (5.57) 
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Легко бачити, що: 
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Аналітично можна показати, що для будь-якого позитивного 
G ≠ 1 

GZ
Z

i

i
i

1lim
1

=
+

∞→
. (5.59) 

Числовий аналіз показує, що (5.59) має місце для будь-якого 
позитивного G ≠ 1. 

При цьому, аналогічно (5.51), безпосередньо із (5.55) витікає 
справедливість: 
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де 

iiit σσ lnln 1 −= + . (5.61) 
Це дає право стверджувати, що при будь-якому позитивному 

G ≠ 1 для температурної залежності границі міцності від 
температури, якщо точки біфуркації {σBi, Ti } достатньо добре 
корелюють за лінійним законом, то в координатах: 

Bii

i
i

Y
T

X

σln

,1

=

=
  

задовольняється (5.53). 
При цьому особливо важливо відзначити консервативний 

характер перетворень (5.53), тобто збереження площі 
скейлінгових перетворень:  

(Xi+1-Xi) (Yi+1-Yi) = const. (5.62) 
Тобто 

1−≅ XY GG . (5.63) 



 147

Рівняння (5.45) в координатах "lnσB  – 
T
1 " буде мати вигляд: 

)ln(
X
BAY −= . (5.64) 

Таким чином, функція (5.64) задовольняє умовам 
самоподібності (5.53) для будь-якого позитивного G ≠ 1. 

Це означає, що побудувавши будь-який відрізок 01, 12, 23 і 
т.д. експериментально, все інше можна побудувати 
самоподібними перетвореннями координат (5.53) даного 
відрізка самого в себе з відповідними масштабами GХ і GУ. Тоді 
рівняння j-го відрізка, що з'єднує дві сусідні точки біфуркації, 
має вигляд: 

T
D

C j
jB exp=σ . (5.65) 

Саме такий вид залежностей σВ (Т) був виявлений в 
численних експериментальних роботах Трефилова, Борисенко 
В.А. та ін. для численних пластичних матеріалів і сплавів.  

В (5.65) j-і константи можна визначити через координати 
відповідних точок біфуркації: 

.
)ln(ln

;
lnln

1

11

1

11

ii

BiBiii
j

ii

BiiBii
j

TT
TT

D

TT
TT

C

−
−

=

−
−

=

+

++

+

++

σσ

σσ

 (5.66) 

Для пластичних твердих тіл з параболічним зміцненням 
лінійне наближення стає нестійким, і на нього накладається 
сімейство експонент (5.65), точки взаємоперетину яких лінійно-
корельовані (рис. 5.6, (1.2)). 

На рис. 5.6 (3.4) показано, як буде при цьому поводитися 
характеристика пластичності δ (Т), щоб задовольнялося (5.39) і 
(5.40). Як видно з рисунка, δ (Т) має загальну тенденцію до 
росту при зростанні температури, проте є вузькі температурні 
зони (зони біфуркації), де пластичність знижується при рості 
температури, що і спостерігається в експерименті. 
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Розроблена програма і методика розрахунку характеристик 
міцності і пластичності за обмеженим об’ємом 
експериментальних даних (одна крива деформування) в 
широкому діапазоні температур і швидкостей деформування. 

Коли ламані lnσB-(1/T) починаються з однієї точки, які 
співпадають з початком координат, то координати полюса 
можуть бути отримані із співвідношення: 
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де  X1f,n , Y1f,n – координати першої точки біфуркації для 
процесів (n) і (f) (тобто для різних швидкостей деформування) з 
урахуванням того, що нульові точки біфуркації (X0,Y0) 
співпадають з початком координат. Коли ж нульові точки з 
початком координат не співпадають, то 
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Для консервативного самоподібного перетворення (Gx ≈ Gy
-1) 

координати можна визначити за спрощеним співвідношенням: 
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На рис. 5.6 наведені розрахункові діаграми σB (Т) і δ (Т) для 
технічного заліза при Gy = 0,5; Gx = 2; ε = 0,01 і δ/T1 = 0.5.  

Як видно з рисунка, σB (Т) має тенденцію до зниження, а δ 
(Т) – тенденцію до росту при зростанні температури. Проте у 
вузьких температурних областях (областях системи механізмів 
пластичної деформації) пластичність може істотно знижуватися 
при підвищенні температури. Ці результати вперше отримані в 
чисельному експерименті і можуть пояснити причину появи 
скейлінга на залежностях характеристик міцності від 
температури [21–33 ]. 

В результаті числового моделювання встановлено, що 
переломи на кривих σB (Т), які особливо добре виявляються в 
больцманівських координатах Х = 1/T, Y = lnσB (рис. 5.9),  
спровоковані розвиненою пластичностю δ (Т). І навпаки, гладкій 
функції δ (Т) відповідає гладка залежність σ (Т) (рис. 5.6). Цей 
факт підтвердився на числових експериментах для широкого 
класу ОЦК і ГЦК металів та їхніх сплавів: від алюмінію до 
танталу (TS ∈ [830...3230] K).  

 

Рис. 5.6.  Температурні залежності ( )TBσ (1, 2) та ( )Tδ   
(3, 4), отримані в численому експерименті для заліза із  

(5.36): 1, 3 – з урахуванням  і  2, 4 –  без урахування  скейлінгу 
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Більш того, числовий експеримент підтвердив, що лінійній 
залежності Вσ  (Т) відповідає залежність δ (Т) = const  (рис. 5.7–5.8). 

У числовому експерименті вдалося встановити також, що 
нахилом залежностей σB (Т) можна управляти за допомогою 
скейлінгових постійних Gx або Gy. 

Числові результати та обробка експериментальних 
результатів [21–35] показали, що значення масштабних констант 
Gx і Gy для ОЦК і ГЦК  металів є близькими до 2 і 0,5 
відповідно, із похибкою в межах 25 % (рис. 5.9). 

 
Рис. 5.7.  Температурні залежності ( )TBσ  та ( )Tσ     
технічного алюмінію: о – експеримент, суцільна –      
розрахунок (5.36), пунктир –  лінійне наближення. 

 



 151

На рис. 5.8 наведено порівняння експериментальних і 
розрахункових значень δ (Т) для молібдену в широкому 
діапазоні температур, виконаних відповідно до (5.36).  

 
Рис. 5.8.  Розрахункові  та експериментальні значення ( )Tδ  

молібдену 

Якщо врахувати, що замкнена система (5.36) не містить 
підгінних параметрів, а тільки фізичні константи і режими 
навантаження, то розбіжність розрахункових і експерименталь-
них значень можна вважати задовільною. 

Аналогічні результати, правда, на меншому масиві експери-
ментальних даних, наведені для алюмінію на рис. 5.7. 

Особливий інтерес при чисельному моделюванні поведінки 
системи (5.36) викликала  можливість оцінити активаційний 
об’єм за однією кривою короткочасних випробовувань, якщо 
відомі {δ; σB; ε& ; T; TS}. 
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За рекурентним співвідношенням (5.39) зроблено 
розрахунок активаційного об’єму для великого числа ОЦК і 
ГЦК металів і сплавів на їхній основі в широких діапазонах 
швидкостей навантаження і температур. Характерно, що при 
зміні швидкості навантаження при Т = const активаційний об'єм 
еволюціонує в незначній мірі, і ці еволюції порівняльні з 
експериментальними похибками. Що ж стосується 
температурних залежностей активаційного об’єму, то можна 
виділити дві групи ОЦК і ГЦК металів: із термостабільним і 
термонестабільним активаційним об’ємам, отриманими із 
параболічного наближення. До першої групи із досліджуваних 
відносяться ЕП і ЕІ жароміцні сплави (див. розділ 6), а також 
молібден і алюміній. 

На рис. 5.9, б і рис. 5.10 подані температурні залежності 
активаційного об’єму для представників другої групи.  

 
 

Рис. 5.9.  Скейлінгова залежність “ TB /1ln −σ ” (а) та  
значення активаційного об’єму (б) технічної  міді: о – 

експеримент, суцільна – розрахунок за 
(5.53)  та (5.70) 
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Рис. 5.10.  Температурна залежність активаційного об’єму 
танаталу: о – експеримент, суцільна розрахунок за (5.70) 

Як видно з рисунків, температурна зміна активаційного 
об’єму близька до залежностей, які характерні до критичних 
явищ [36–64]: 

ν
γ

TT
A
−

≅
*

, (5.70) 

де  Т* – критична температура; ν – критичний показник;  
A – константа. 

Результати чисельних та експериментальних досліджень 
нестаціонарних термоактиваційних процесів та їх  приведення 
до еквівалентних стандартних дозволяють зробити наступне 
резюме. 

РЕЗЮМЕ РОЗДІЛУ 5 
1. Запропоновано рекурентні співвідношення та розроблено 

експрес-методику розрахунку активаційних параметрів (U0 і γ) 
для малопластичних (лінійне наближення) і пластичних 
(параболічне наближення) металів при деформуванні з 
постійною швидкістю. При цьому банк експериментальних 
даних може бути зведений до однієї  кривої  деформування      
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(ε& , Τ, σB, δ) і до термодинамічних параметрів (температура 
плавлення та температура Дебая або Ейнштейна). 

2. Розроблено методику розрахунку характеристик міцності 
(σB) і пластичності (δ) в широкому діапазоні температур 
(0,5θD...0,9ТS) і швидкостей деформування (10-4...10-1) с, із 
передумов замкненої системи термоактиваційного аналізу та  
уявлень синергетики. 

3. Встановлено, що для пластичних матеріалів лінійне 
наближення σB (Т) стає нестійким. При цьому в координатах 

"lnσB – 
T
1 " на лінійне наближення накладається сімейство 

кусочно-експоненційних функцій, які утворюють самоподібні 
підмножини, а точки взаємоперетину експонент (точки 
біфуркації) лінійно корельовані, що підтверджується 
експериментальними даними на ряді пластичних матеріалів. 

4. В рамках даного підходу запропоновано пояснення 
ефектів локального зниження пластичної деформації при 
підвищенні температури. 

5. Показано, що першопричиною появи скейлінгової 
кінетики σB (Т) є ієрархія пластичних нестійкостей із перехoдом 
через точки біфуркації. Для малопластичних матеріалів 
виявлено відсутність скейлінгової кінетики, що підтверждено 
експериментально. 

6. Встановлено сталість енергій активації й активаційного 
об’єму в широкому діапазоні температур і швидкостей 
деформування, як для малопластичних, так і для пластичних 
матеріалів. 
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Р О З Д І Л  6 .  
ТЕОРЕТИЧНІ ОСНОВИ 

 ПРИСКОРЕНИХ НАТУРНИХ ВИПРОБУВАНЬ НА 
ЗАБЕЗПЕЧЕННЯ ГАРАНТОВАНОГО РЕСУРСУ 

 КОНСТРУКЦІЙ, ЩО ОБЕРТАЮТЬСЯ 

6.1.  Проблеми забезпечення ресурсу за тривалою  
 міцністю в умовах підвищених температур 
Як правило, найбільш навантаженими елементами 

газотурбінних двигунів, силових установок ракетно-космічної 
техніки, накопичувачів механічної енергії, електричних машин 
великої потужності є ротори. Саме в цих конструкціях, поряд з 
агресивним середовищем, високими температурами, змінними 
напругами, аеродинамічними навантаженнями, додаються 
відцентрові сили, що діють протягом значної кількості часу – 
10000...100000 годин. 

Умови роботи роторів в даних конструкціях мають спільні 
особливості: 

– підвищені температури; 
– вплив відцентрових сил протягом тривалого часу; 
– схожість конструктивних форм; 
– тяжкі соціальні, економічні й екологічні наслідки від 
 аварій. 
Ці, а також деякі інші загальні особливості для 

перерахованих груп конструкцій ускладнюють застосування 
аналітичних методів для оцінки ресурсу. Хоча аналітичні та 
числові методи, а особливо метод кінцевих елементів і метод 
граничних елементів, дозволили досягти істотного прогресу в 
області оптимального проектування роторів перерахованих 
пристроїв. В той же час наявність дуже точної і достовірної 
інформації про локальні й інтегральні поля компонент тензорів 
напруг і деформацій є недостатніми для безпечної експлуатації 
цих виробів. Очевидно, в найближче десятиліття в 
прогнозуванні ресурсу особливо відповідальних вузлів і 
деталей, із важкими соціальними, економічними й екологічними 
наслідками у випадку раптових відмов, є і залишаться 
експериментальні методи натурних випробувань. 
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Для успішного вирішення задач натурних випробувань, і 
особливо на стадії виготовлення лідерних зразків виробів, 
необхідно знаходити компроміс між множиною протиріч, із 
яких основні: 

– врахувати головні чинники, що впливають на  довговічність; 
– максимально скоротити терміни випробувань; 
– здешевити випробування; 
– забезпечити  максимальну  достовірність  отриманої 
 інформації. 
На даний час відсутня єдина науково обгрунтована 

методологія прискорених натурних випробуваннь конструкцій в 
полі відцентрових сил при високих температурах. Доцільно 
розглянути спробу побудови такої методології на основі 
принципів синергетики і термоактиваційної концепції 
руйнування. 

6.2. Узагальнені граничні поверхні жароміцних  
сплавів на основі нікелю і на основі заліза 

Для оцінки довготривалої міцності і прогнозування 
гарантованого ресурсу елементів роторів, як відзначалося вище, 
необхідно розглянути поведінку конструкційного матеріалу в 
тривимірному просторі "час – напруга – температура", чому, в 
умовах забезпечення стаціонарності, відповідає стаціонарне 
рівняння Журкова: 

kT
U jσγ

ττ
−

= 0
0 exp , (6.1) 

де  γj – активаційний об’єм в j-ой області структурної 
стабільності матеріалу.  

Для цієї цілі частіше користуються [1–3] узагальненими 
діаграмами, які забезпечують більш просту графічну 
інтепретацію експериментальних даних. Логарифмування (6.1) 
дає: 

)lg(10ln

0

0

τ
τ

γγ
σ TkU

−= , (6.2) 
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що відповідає лінійному рівнянню 

τσ PBA *−= , (6.3) 

де 

0

0 lg;10ln;
τ
τ

γγ τ ⋅=== TPkBUA .  

Як правило, для переважної більшості жароміцних сплавів 
на основі заліза і на основі нікелю, і насамперед сплавів ЕІ і ЕП, 
повна діаграма "σ – Pτ" в широкому діапазоні значень параметра 
Pτ (Pτ ∈ [4500... 22000] – від короткочасної міцності при 
кімнатних температурах до тривалої міцності 10000 годин      
(при 0.7...0.8 Тs ) містить дві лінійні ділянки (рис. 6.1).  

 
Рис. 6.1.  Схематичне зображення узагальненої  “ τσ P− ” – 

    діаграми жароміцних ЕП і ЕІ сплавів          

На рис. 6.2…6.9 наведені узагальнені "σ – Pτ " діаграми для 
сплавів ЕІ і ЕП. 
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Рис. 6.2.  Узагальнена “ τσ P− ” – діаграма сплаву ЕІ 437 Б 

 
 

 
Рис. 6.3.  Узагальнена “ τσ P− ” – діаграма сплаву ЕІ 481 
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Рис. 6.4.  Узагальнена “ τσ P− ” – діаграма сплаву ЕІ 696 

 

 

 
Рис. 6.5.  Узагальнена “ τσ P− ” – діаграма сплаву ЕІ 698 
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Рис. 6.6.  Узагальнена “ τσ P− ” – діаграма сплаву ЕІ 961 

 

 

Рис. 6.7.  Узагальнена “ τσ P− ” – діаграма сплаву ЕП 590 
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Рис. 6.8. Узагальнена “ τσ P− ” – діаграма сплаву ЕП 800 

 

 
Рис. 6.9.  Узагальнена “ τσ P− ” – діаграма сплаву ЕП962IД 

 
В таблиці 6.1 наведені результати термоактиваційного 

аналізу для кожного із сплавів. 
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Таблиця 6.1 

Термоактиваційні параметри сплавів на основі Fe  
і на основі Ni,  розраховані з діаграм короткочасної (КМ)  

та тривалої (ТМ) міцності 

0U ·кДж 
/моль 

γ , 
кДж/моль·МПа Сплав Осно-

ва 
КМ ТМ КМ ТМ 

Сталь 20 Fe 312,4 330,9 0,338 0,405 
Сталь 40 Fe 297,5 326,7 0,198 0,253 
Сталь 45 Fe -- 329,2 -- 0,264 
ЕІ 388 Fe 397,6 410,1 0,240 0,334 
ЕІ 473 б Ni 379,9 415,7 0,141 0,155 
EI 481 Fe 429,6 421,2 0,299 0,255 
EI 617 Ni – 481,1 – 0,322 
EI 680 Fe – 403,0 – 0,297 
EI 696 Fe 419,0 422,6 0,219 0,198 
EI 698 Ni 395,7 422,9 0,127 0,134 
EI 765 Ni – 457,0 – 0,309 
EI 802 Fe – 395,7 – 0,308 
EI 867 Ni 403,1 455,9 0,126 0,161 
EI 961 Fe 356,8 348,3 0,147 0,126 
EI 993 Fe – 393,1 – 0,247 
EП 590 Ni 403,0 437,7 0,127 1,157 
EП 709 Fe 393,4 418,3 0,145 0,147 
EП 800 Ni 450,4 466,7 0,182 0,181 
EП 898 Fe 494,8 – 0,407 – 
EП 962 ІД Ni 405,3 427,1 0,093 0,099 

Для всіх перерахованих матеріалів для ділянки 2  "σ – Pτ " 
діаграм отримані кореляційні рівняння виду (6.2) із високим 
значенням коефіцієнта кореляції (r > 0.96). Значення 
активаційного об’єму та енергії активації визначалося за 
співвідношеннями: 

10ln
B
k

=γ , (6.4) 



 163 

10ln0 k
B
AU = . (6.5) 

Як показано в [1–3], значення γ0 і 0U  можуть бути отримані 
з графіка "σ – Pτ" діаграми за двома точками і [σ, Ρτ]: 

2

1

2

1

0

2

1

1
1

10ln;

1
1
1
1

10ln 2

1

2

1

σ
σ

σ
σ

σ
σ

γ
τ

τ

τ

τ

P
P

KU
P
P

k == . (6.6) 

В таблиці 6.1 наведені значення γ і 0U , обчислені для 
ділянки   2 діаграм за граничними кривими "σB – Pτ", "σе – Pτ", 
"σDП – Pτ", причому σе для деформування із постійною 
швидкістю отримано із параболічного наближення. Як показує 
обробка експериментальних даних, ці наближення дають 
близькі значення термоактиваційних параметрів. Нами вперше 
встановлено, що ділянки 2 залежностей "σ – Pτ" для сплавів на 
основі заліза і для сплавів на основі нікелю є автомодельними. 

На рис. 6.10 і рис. 6.11 на зображуючих площинах наведені 
автомодельні залежності жароміцних сплавів на основі заліза і 
на основі нікелю . 

Кореляційний аналіз дає:  
а) для сплавів на основі заліза: 

A = 11,2574 + 18279,01·B;  r = 0,960, (6.7) 
б) для сплавів на основі нікелю: 

A = 20,1044 + 21076,88·B;  r = 0,997. (6.8) 
 Вісокі значення коефіцієнта кореляції дозволяють 
припустити, що (6.7) і (6.8) можуть бути використані, як 
додаткові умови прогнозу тривалої міцності. Використовуючи 
рівняння автомодельності, можна прогнозувати тривалу 
міцність в широкому діапазоні температур і довговічностей      
(в межах участку 2)  по одній – єдиній кривій деформування. 
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Рис. 6.10.  Зображуючий простір для ділянки ІІ залежностей           

τσ PBA ⋅−=  жароміцних сплавів на основі заліза 

 
Рис. 6.11.  Зображуючий простір для ділянки ІІ 

τσ PBA ⋅−=  жароміцних сплавів на основі нікелю 
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Приклад  6.1. 
Зробити прогноз довготривалої міцності сплаву ЕП962 ІД за 

однією кривою деформування (диск 6-ого ступеня виробу 20). 
Із кривої деформування, отриманої при Т = 923 К і      

310−=ε&  с-1, отримано: 
σB = 1470 МПа;  δ = 0,13  

Використовуючи співвідношення (5.39), (6.4) і (6.5), можна 
визначити активаційні параметри: 

γ = 0,0914 кДж /міль МПа;   A = 461,35;   B = 0,020935.  
Тоді рівняння ділянки 2 сплаву ЕП962 ІД прийме вид: 

σ  = 461,35 – 0,020935·Pτ  . (6.9) 
В таблиці 6.2 наведені експериментальні значення 

(чисельник) при випробуваннях на тривалу міцність і прогноз 
тривалої міцності (6.9) (знаменник). Як витікає з таблиці 6.2, 
дані прогнозу (в межах дії одного механізму деформування, 
тобто в діапазоні між двома сусідніми точками біфуркації) 
досить задовільні. 

Таблиця 6.2 

Експериментальні (чисельник) і (знаменник) значення 
довготривалої міцності для жароміцного нікелевого сплаву 

ЕП962 ІД 

100 500 1000 τ , 
час 
 
Т, К 

τP  DПσ , 
МПа τP  DПσ , 

МПа τP  DПσ , 
МПа 

823 15272 1340/ 
1270 

15847 1260/ 
1296 

16094 1210/ 
1244 

923 17127 1020/ 
1028 

17773 910/ 
833 

18050 860/ 
835 

973 18055 780/ 
834 

18735 670/ 
691 

19028 530/ 
629 

1023 18983 630/ 
639 

19698 510/ 
490 

20006 460/ 
425 
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6.3. Прискорення термоактиваційних процесів  
при натурних випробуваннях 

Як показано вище, привести у відповідність результати, 
отримані в умовах одноосьових випробувань на тривалу 
міцність, до оцінки тривалої міцності конструкцій в умовах 
складного напружено-деформованого стану, є дуже 
проблематичним. Аналогічна за складістю задача виникає при 
оцінці еквівалентності двох складних пружно-деформованих 
станів, що ускладнює прогноз ресурсу, отриманого при одних 
значеннях компонент тензора {σij} (прискорені випробування) 
на випадок експлуатаційних (більш низьких) значень компонент 
тензора {σij}. В даній роботі започаткована спроба прогнозу 
тривалої міцності в умовах складного пружно-деформованого 
стану, заснована на уявленнях термоактиваційного аналізу і 
синергетики (в рамках сталості структурного параметра – 
активаційного об’єму). 

Як показано вище на ряді жароміцних і конструкційних 
матеріалів, ділянка 2 залежності "σ – Pτ" має достатньо високі 
(r > 0,96) значення коефіцієнта кореляції для випробуваннь при 
різноманітних сполученнях {σ; τ; T}. Це дозволяє стверджувати, 
що в просторі {{σij}; τ; T}, де {σij } – тензор напруженнь, якщо 
неможливо визначити критерії еквівалентності пружно-
деформованого стану, можна знайти інші шляхи прискорення 
випробувань, що дозволяють обминути цю трудність. 

В тензорному виді рівняння Журкова для стаціонарного 
навантаження при складному пружно-деформованому стані 
можна записати: 

}k{T
 }γ{ σU

}{τ}{τ
ij

ij 
ij

−
= 0

0 exp . (6.10) 

Як відомо [4.5], незалежні змінні "час" і "температура" 
мають нульовий ранг тензорів, тоді як тензор напруг має ранг, 
рівний двом. Це дозволяє записати (без врахування 
термопружних ефектів) для складного пружно-деформованого 
стану: 
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kT
}γ{ σU

ττ ij 
ij

−
= 0

0 exp . (6.11) 

Із (6.11) витікає єдиний спосіб прискорення 
термоактиваційних процесів, не пов'язаний із критеріями 
еквівалентності багатомірних розмірів – це масштабне 
перетворення тензорів нульового рангу (скалярів) як 
одномірних, а значить інваріантних величин. 

Як показано вище, для жароміцних сплавів існує (в межах 
ділянки 2) однозначний лінійний зв'язок "σ -Pτ" із гарним 
(r > 0,96) значенням коефіцієнта кореляції. Легко бачити, що в 
координатах "{σіj }–Pτ" тензорні змінні (6.10) розділилися за 
рангами. Так, комплекс: 

0
lg

τ
τ

τ ⋅= Tp  (6.12) 

є комбінацією тензорів нульового рангу. Це дозволяє 
запропонувати спосіб прискореного підтвердження 
гарантованого ресурсу [6.7] для конструкцій, що працюють в 
умовах складного пружно-деформованого стану. 

Ідея методу заснована на дотриманні сталості компонент 
тензора: 

  } {σ ij = const, (6.13) 

що, виходячи з високих значень коефіцієнта кореляції 
залежності "σ –Pτ ", дозволяє записати: 

Pτ = const. (6.14) 

Коефіцієнт прискорення випробуваннь Ку може бути 
записаний у вигляді:  

( )112 −= TTkyLq ( )02lg ττ ,  

де  (Т2, 2τ ) – температура і тривалість прискорених 
випробувань; 
Т1 – експлуатаційна температура. 
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Рис. 6.12.  Номограми визначення рекомендованих режимів 

                    еквівалентних прискорених випробувань в умовах 
              складного пружно-деформованого стану  (ПДС) 

 
де Ку – коефіцієнт прискорення; 
  τ2, Т2 – час і температура прискорених випробувань; 
  Т1 – температура в експлуатації. 
 
На рис. 6.12, а представлена залежність Ку від Т2/Т1 для 

широкого діапазону прискорених випробувань 2τ ∈[0,01…1000] 
год. 

На рис. 6.12, б наведені абсолютні значення перевищення 
температури при прискорених випробуваннях як функції 
середньої експлуатаційної температури 1T  при тривалості 
прискорених випробувань 2τ  = 10 годин та коефіцієнтах 
прискорення 100 і 1000. 

Як витікає із рисунків 6.12, а, б для прискорених 
еквівалентних випробувань за даною методологією 
рекомендовано надати перевагу для конструкцій, які працюють 
при низьких температурах, тобто при цьому абсолютний приріст 
температури при прискорених випробуваннях не значний. 

Даний спосіб дозволяє реалізувати прискорення натурних 
випробувань як стаціонарного температурного поля (d/dt = 0;  
∇T = 0), так і при деяких видах нестаціонарних випробувань. 
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6.3.1. Еквівалентні прискорені випробування на 
забезпечення гарантованого ресурсу дисків 

турбомашин 
а) Стаціонарність температурного поля в просторі і часі       

(T = 0; ∇T= 0). 
Запропоновано експериментально-тереотичний спосіб 

прискорених натурних випробувань на забезпечення 
гарантованого ресурсу конструкцій при складному 
стаціонарному ПДС, зокрема, роторів і дисків в полі 
відцентрових сил . 

Ціль способу – скорочення часу натурних випробувань з 
великою питомою вартістю, особливо на стадії проектування і 
доведення виробів нової техніки, що містять відповідальні 
обертові конструкції з великим гарантованим ресурсом. 

Поставлена ціль досягається тим, що випробування 
проводяться при частоті обертання на рівні експлуатаційної 
(n2=n1+∆n), що забезпечує адекватність тензора напруженого 
стану {σij} експлуатаційним умовам, а скорочення часу 
випробувань досягається за рахунок прискорення 
термоактиваційних процесів. При цьому, як очевидно із (6.14): 

τ2 < τ1;  T2 > T1, (6.15) 

де {T1τ1} – експлуатаційні температура і ресурси; 
 {T2τ2} – температура і час прискорених випробувань. 

Із (6.14) знаходимо зв'язок між ними: 

2

1

0

1
2

T
T









=

τ
τ

τ , (6.16) 

rEa ρπτ 20 =   

де  τ0 ≈ 10-13с – період власних коливань вузлів кристалічної 
гратки матеріалу конструкції;  

 a – постійна гратки; 
 ρ1E  – модуль пружності і густина; 
 r – число атомів в елементарній гратці а0 3.  
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Технічні можливості існуючих стендів для випробувань 
обертових конструкцій, в тому числі і стендів Житомирського 
інженерно-технологічного інституту дозволяють скоротити час 
натурних випробувань на два – три порядка, що поряд із 
великим економічним ефектом забезпечить соціальний ефект, і 
насамперед – за рахунок більшої гнучкості і багатоваріантності 
конструкторських рішень, спрямованих на зниження 
матеріалоємності при збереженні і навіть підвищенні 
гарантованого ресурсу. 

Приклад 6.2. 
Для диска газотурбінного авіаційного двигуна, що працює 

при частоті обертання n = 13000 об/хв. і температурі T = 600 0C, 
гарантований ресурс повинний складати τ1 = 10000 год. 
Визначити умови еквівалентних прискорених випробувань із 
коефіцієнтом прискорення Ку = 1000. 

Розв’язок. Напружено-деформований стан диска є складним 
(навіть в осесиметричній постановці), що істотно ускладнює 
можливість скорочення часу випробуваннь за рахунок 
підвищення частоти обертання. Отже, частоту обертання 
прискорених випробувань приймемо на рівні експлуатаційної: 

n2 = n1 +|∆n| ,  

де ∆n – похибка виміру частоти обертання. 

У нашому випадку ≈
∆

1n
n

0,02. Тоді: 

n2 = 1,02n1 = 13260 об/хв.  

З умови (6.16) маємо: 

°==
⋅⋅

⋅⋅
+= 7491022

)10360010lg(
)10000360010lg()273600( 13

13

2 KT С.  

Таким чином, неруйнування диска при частоті обертання  
n2 = 13260 об/хв. і температурі 749 0С на протязі 10 годин 
гарантує тривалу міцність диска в 10000 годин при температурі 
600 0С і частоті обертання 13000 об/хв. При вартості стендових 
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випробувань (10...100) грн./год очікуваний економічний ефект 
може скласти до 1 млн. грн. на один виріб. 

6.4. Прискорене визначення ресурсу крильчатки 
насоса системи мащення виробів "14" і "22" 
При комплексних наземних випробуваннях і експлуатації на 

орбіті в декількох виробах "14" і "22" (нові вироби ракетно-
космічної техніки) були виявлені відмови, пов'язані з 
руйнуванням крильчатки насоса. Загальний збиток від даних 
відмов перевищив 2 млн. грн., і міг бути, принаймні, на порядок 
вище, у зв'язку з чим і виникнула необхідність більш глибокого 
аналізу причини руйнування з розробкою відповідних 
конструкційно-технологічних заходів. Нами виконаний 
докладний аналіз умов роботи і причин руйнування крильчатки 
[13,14]. 

Крильчатка виконана з ливарного алюмінієвого сплаву АЛ5. 
На рис. 6.13 наведена характеристика зміни частоти 

обертання крильчатки. 

 
Рис. 6.13.  Форма циклу при випробуванні крильчатки 
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Загальний гарантований ресурс дорівнює 100 годинам. 
Механічні властивості сплаву при Т = 293 К після різних видів 
отримання (в пісчані форми, за виплавляємими моделями та 
лиття в кокіль) і термообробки (загартовка при 525 С, витримки 
4 години і старінні на протязі 5 годин при температурах 175, 200 
і 230оС) механічні властивості сплаву відповідно складали: 









=








0,15,05,0

180230200
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,

δ
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6.4.1. Розрахунок напружено-деформованого 
стану крильчатки 

Крильчатка (рис. 6.14) являє собою диск, сполучений 
дванадцятьма радіальними лопатками з двома симетрично 
розташованими дисками. На внутрішній поверхні ступиці 
крильчатки є шліци, через які передається крутний момент від 
вала на крильчатку. 

Розрахунки, виконані доцентами В.П. Гонтаровським, 
Т.М. Гонтаровською, проводилися за методом кінцевих 
елементів за алгоритмом для розрахунку асиметричних 
анізотропних тіл складного меридіонального перетину [13, 14]. 
Лопатки замінялися анізотропним матеріалом, жорсткість якого 
в окружному напрямку приймалася рівною нулю, а в 
радіальному – жорсткості лопатки, рознесеної за сектором з 

кутом 6
π

.  

На рис. 6.14–6.15 представлені епюри σθ і σі, розраховані 
при nmax = 35000 об/хв. [13, 14]. 

Як витікає з епюр, максимальні значення max
iσ  = 88 МПа 

досягаються при заданих обертах у вершині западин шліців . 
Відповідно до номограми для Al (Uo=228 кДж/моль) при 

Т = 293 К активаційний об'єм в параболічному наближенні 
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дорівнює:  для σв = 180 МПа, δ = 1,0%, γ = 0,7 і для σв = 230 

МПа, γ = 0,63 
моль
кДж  МПа-1. 

Наявність цієї інформації дозволяє оцінити ресурс 
крильчатки для різних рівнів обертів і температур. 

Температура експлуатації крильчатки Т = 573 К≈ 0,61 Тs, як 
було показано раніше, дозволяє і для статичних, і для 
динамічних режимів навантаження скористатися стаціонарним 
рівнянням Журкова: 

kT
U γσ

ττ
−

= 0
0 exp . (6.17) 

Для частоти обертання n = 21000 об/хв. 
σi = 88 ( )2

12 nn  = 31,68 МПа. Тоді: 

5.164
5731031,8

68,317,0228exp10 3
13

min =
⋅⋅

⋅−
= −

−τ  год. (6.18) 

Для частоти обертання n = 16 580 об/хв. і температурі 573 К 
запас за гарантованим ресурсом завищений в 9,5...12,7 раза. І 
все-таки, в експлуатації крильчатки руйнувалися. Це вказувало 
на те, що при оцінці ресурсу виявився неврахованим якийсь 
чинник. Для виявлення цього чинника були проведені натурні 
випробування 11 крильчаток, результати яких наведені в  
таблиці 6.3. 



Таблиця 6.3 
 

Умови і режими розгонно-циклічних випробувань алюмінієвих крильчаток маслонасоса 
виробів “14” та “22” 

 
Статичні 

випробування І 

Статичні 
випробування 

ІІ 

Циклічні 
випробування 

Статичні 
випробуван- 

ня ІІІ 

№ 
криль-
чатки 

Темпе- 
ратура 
Т0С 

Дис- 
ба- 
ланс, 
Г-мм 

Часто- 
та обер- 
тання, 
об/хв. 

Час 
обе-
рта-
ння 
год. 

Часто- 
та обер- 
тання, 
об/хв. 

Час 
обе-
рта-
ння 
хв. 

Часто 
та обер- 
тання, 
об/хв. τц, 

сек. 

Час 
вип-
роб-
ува-
нь, 
год. 

Час-
тота 
обер-
тання, 
об/хв. 

Час 
ви-
три-
ва-
ло-
сті, 
сек. 

Примітка 

 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 
КТ-118 290+10 Не 

визн. 
– – – – – – – 42120 5 Не зруйну- 

валась 
КТ-216 300+5 –“– 16580 3 – – – – – – – – “ – 
КТ-119 300+5 –“– 21000 10 34125 – – – – – – Зруйну- 

валась 
КТ-179 –“– –“– 21000 10 35000 28 – – – – – Зруйнувався 

вал 
установки 

КТ-190 –“– –“– 21000 10 35000 20 – – – – – Не зруйнува-
лась 
пластична 



1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 
деформація 
шліців 

КТ-170 300+5 –“– 21000 2 – – – – – – – В результаті 
дисбалансу 
був зігнутий 
вал 

КТ-151 300+5 –“– – – – – 16580/
15120 

0.85 100 – – Не зруйну-
валась 
пластична 
деформація 
шліців 

КТ-269 300+5 1.0 – – – – 16580/
15120 

0.85 20 – – – “ – 

КТ-270 300+5 36.0 – – – – 16580/
1520 

0.85 0.2 – – Із-за велико- 
го дисбалан-
су і вібрацій 
випроб-ня 
зупинились 

КТ-316 300+5 не 
визн. 

– – – – 14560/
13280 

0.97 10 – – Не зруйнува- 
лась. Пла-
стична 
деформація 
шліців 

КТ-263 300+5 не 
визн. 

– – – – 16580/
15120 

0.85 11 – – Не зруйнува- 
лась. Вияв-
лені тріщини 
втоми 

 

Закінчення таблиці 6.3 
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Рис. 6.14.  Епюра колових напруг крильчатки насоса системи 

       мащення виробів 14 і 22 при n = 35000 об/хв. 
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Рис. 6.15. Епюра інтенсивності напруг крильчатки насоса 
      системи мащення виробів 14 і 22 при   n = 35000 

об/хв. 
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Для проведення розгінних випробувань крильчаток 
модернізували стенд кафедри технічної механіки 
Житомирського інженерно-технологічного інституту [11]. 

Блок-схема стенду представлена на рис. 6.16.  
Стенд складається з таких систем: камери з вузлами 

обертання, електропривода, вакуумної системи, системи 
нагрівання і системи керування. 

Камера 9 являє собою герметичний циліндр із внутрішнім 
діаметром 500 і висотою 1000 мм, встановлений у 
залізобетонному фундаменті з товщиною захисного прошарку в 
площині обертання 1000 мм. В основу компонування вибрана 
вертикальна консольна схема. Камера і кришка виконані з 
листової сталі товщиною 20 мм. 

Для зменшення тепловідвода крильчатка 1, що 
випробовувалась  встановлювалася на довгому валу 2, 
обертання якого здійснювалося двигуном постійного струму 
ГС-24 через планетарний редуктор 4 із примусовим 
охолодженням від вентилятора ВЦП-3. Вимір обертів 
проводився частотоміром Ч3-33 і самописцем Н-392 К за 
сигналом датчика обертів, установленого на двигуні. 

Випробування проводилися у вакуумі до 4103 −⋅  МПа, який 
забезпечувався форвакуумним насосом ВН7 і вакуумною 
системою. 

Момент руйнування крильчатки фіксувався за сигналом 
датчика обриву 7 сітчастого типу. 

Нагрів крильчаток до заданої температури 300+5˚С 
забезпечувався закритою електропіччю 5, потужність якої 
регулювалася автотрансформатором за сигналом хромель-
алюмелевої термопари 6. Час нагрівання до температури 
300+5˚С складав 37...40 хв. Насамперед слід зазначити статичні 
випробування за режимом I – розгін до n = 21000 об/хв. Із 
витримкою протягом 10 годин, що успішно пройшли 
крильчатки КТ-119, КТ-179 і КТ-190. 

При визначенні граничної несучої здатності на 4-х 
крильчатках виявилося, що при Т = (573+5) К порогове число 
обертів не нижче [n] > = 34125 об/хв. 
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Рис.6.16.  Схема стенду для розгонних і циклічних  

  випробувань дисків                  

Випробування С-I і C-II цілком узгоджуються з 
теоретичними оцінками. 

Для врахування повного спектра експлуатаційних 
навантажень необхідно було відтворити натурні циклічні 
випробування в полі відцентрових сил за режимом                   
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nmax↔nmin = [16580↔15120] об/хв., причому період одного циклу 
τц = 0,85 c. Дані режими не в змозі відтворити існуючі в СНД 
випробувальні стенди. Відсутні дані про іноземні аналоги таких 
стендів. 

Нами проведений теоретичний пошук реалізації циклічних 
випробувань із жорсткими параметрами циклу. За даною 
проблемою лабораторією стендових випробувань отримано два 
авторські свідоцтва на винаходи. 

Аналіз опублікованих робіт показав, що існуючі системи 
циклічних випробовувань в полі відцентрових сил з 
електричними, фрикційними та інерційними системами 
керування не в змозі реалізувати задані режими керування. 

Запропоновано клас пристроїв із жорсткою схемою 
керування, структурні схеми яких представлені на рис. 6.17. 
Відмінною рисою цих схем є вмикання в схему механізму 3 зі 
змінним (за один оберт вихідного вала) передатним 
відношенням. Такими механізмами є: 

– зубчаста еліптична передача; 
– зубчаста передача з циліндричними колесами зі 
 зміщеними осями; 
– кривошипно-кулісний механізм із r > e,  
де  r – довжина кривошипа; e – відстань між осями 

кривошипа і куліси та  інші. 
На рис. 6.17 приведено три типи запропонованих нами 

структурних схем пристроїв, спроможних відтворити цикли 
рис. 6.4, де: 

1 – привід; 
2 – редуктор; 
3 – механізм із перемінним (за 1 оберт вихідного вала) 
передатним відношенням; 
4 – мультиплікатор; 
5 – диференційний редуктор; 
6 – редуктор із роздвоєнням потоку потужності; 
7 – об'єкт, що випробовується. 
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Рис. 6.17.  Принципові схеми жорсткого управління формою      

 циклу в умовах випробувань при великих кутових     
прискореннях 

Для здійснення циклічних випробувань крильчаток 
використовувалася базова установка (рис. 6.16) із заміною 
системи керування, кінематична схема якої наведена на 
рис. 6.18. Дана кінематична схема реалізує структурну схему 
рис. 6.17. III. 

Для визначення параметрів циклу отримані аналітичні 
співвідношення. Так, загальне передатне відношення механізму 

)1(1 3іі
n
n

i н

dв

вих ++==∑ , (6.19) 

де  ін  – предатне число диференціала; 
 і3   – предатне число замикаючої передачі. 
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Рис. 6.18.  Кінематична схема реалізації схеми жорсткого    

           управління ІІІ (рис. 6.17)                                

Стосовно до кінематичної схеми рис. 6.18 це дає: 
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Звідки витікає, що діапазон регулювання [ +−
вихвих nn ... ] цілком 

визначається  комплексом: 
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де 

rem
ZZZ
ZZZ

dв /;
642

531
6 == ωω .  

Із (6.21) маємо: 

Rmax = 1/(1 - m);  Rmin = 1/(1 + m).  

Період циклу: 

6531

642 6060
nZZZ

ZZZ
ndв

ц ==τ .  

У нашому випадку 
е = 20 мм; r = 64 мм; Z1 = 38; Z2 = 76; Z3 = 23; 
Z4 = 135; Z5 = 14; Z6 = 84; Z7 = 88 ; Z8 = 14 ; 
Z9 = 102 ; Z10 = 42 ; Z11 = 104 ; Z12 =28 ; Z13 = 48  

При nDB = 4200 об/хв. це дає: 
τц=0,856 с ; −

вихn =15063 об/хв.; +
вихn =16667 об/хв., 

що з похибкою не гірше 0,4 % відтворює експлуатаційні 
параметри циклу τц = 0,85; min

вихn  = 15 000 об/хв., max
вихn =16600 

об/хв. 
В установці передбачені регулювання e∈[10...40] мм; 

r∈[45...100] мм; ndв∈[1000...6000] об/хв., що дозволяє навіть без 
заміни зубчастих коліс Z1...Z10 реалізувати унікальні циклічні 
випробування в полі відцентрових сил у діапазонах частот 
обертання [15...20]*1000 об/хв. із мінімальним періодом циклу 
до 0,5 с. 

Циклічні випробування, проведені за допомогою даної 
установки, дозволили виявити причини руйнування крильчаток 
при експлуатації виробу "14" на орбіті. В таблиці 6.3 наведені 
результати циклічних випробувань п'яти крильчаток. Було 
виявлено, що в усіх випробуваних крильчаток спостерігається 
значне пластичне зминання бічних поверхонь посадочних 
шліців. При більш ретельному вивченні кінетики зминання 
шліців у процесі циклічних випробувань було виявлено,          
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що розвивається цей процес не на всіх шліцах однаково, а за 
деякими загальними ознаками шліци утворять три приблизно 
рівних сектори. В першому секторі шліци не зминались, в 
другому –  зминались  тільки ліві бічні поверхні шліців, а в 
третьому – тільки праві. На межі II і III                                
секторів іноді спостерігалася пластична деформація в  
1–2  шліців.  

На рис. 6.19 поданий фрагмент одностороннього 
накопичення пластичної деформації на бічній поверхні шліців.   

 
Рис. 6.19.   Зминання бокових поверхонь шліців крильчатки  

    КТ-151 при циклічних випробуваннях 

У таблиці 6.4 наведені розміри зон зминання шліців для 
крильчатки КТ-151. 
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Таблиця 6.4 

Розміри пластичної деформації (а·h) шліців крильчатки 
КТ-151 після 100 годин випробувань (вимір катетометром на 

торці ступиці 

а·h, мм N0 
шліца ліва поверхня шліца права поверхня шліца 

 

1 2 3 
1.  - - 
2.  - - 
3.  - - 
4.  - - 
5.  - - 
6.  - - 
7.  1,2 x 0,05 - 
8.  2,2 x 0,07 - 
9.  1,8 x 0,09 - 
10.  1,2 x 0,09 - 
11.  1,0 x 0,09 2,0 x 0,28 
12.  - 2,5 x 0,35 
13.  - 2,35 x 0,28 
14.  - 2,70 x 0,18 
15.  - 1,85 x 0,32 
16.  - 1,0 x 0,23 
17.  - 1,30 x 0,09 
 
Подальші дослідження показали, що в I секторі знаходиться 

дисбаланс крильчатки. Це було підтверджено і на спеціально 
проведених випробуваннях із явно внесеним дисбалансом 
(крильчатка КТ-269, КТ-270).  

У таблиці 6.5 наведені розміри зон зминання шліців для 
крильчатки КТ-269. 
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Таблиця 6.5 
Розміри пластичної деформації шліців крильчатки КТ-

269 алюмінієвої після 20 запусків 

Пластична деформ., h · b, mm N0 
шліца ліва сторона права сторона Примітка 

 

1 2 3 4 
1.  0 4,0 x 0,30  
2.  0 4,0 x 0,40  
3.  0 4,0 x 0,45  
4.  0 4,0 x 0,45 Дисбаланс 
5.  0 3,5 x 0,30  
6.  0 2,8 x 0,20  
7.  0 2,4 x 0,20  
8.  0 6,8 x 0,10  
9.  0 0,8 x 0,10  
10.  0 0  
11.  0 0,4 x 0,10  
12.  1,6 x 0,10 2,0 x 0,10  
13.  2,4 x 0,15 0  
14.  3,2 x 0,20 0  
15.  2,8 x 0,15 0  
16.  1,2 x 0,10 0  
17.  2,0 x 0,10 2,0 x 0,10  

В результаті проведених лабораторних випробувань 
розроблена модель руйнування крильчаток в експлуатації, 
основними передумовами якої є: 

1. Крильчатка є кусочно-неоднорідним тілом, що збільшує 
можливість виникнення дисбалансу за рахунок неоднорідностей 
лиття і перерозподілу деформацій в процесі експлуатації. 

2. Схема базування за бічними поверхнями є схемою з 
позитивним зворотним зв'язком. 
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Оскільки кут евольвентного профілю 

i
і r

mz
2
cosarccos 0α

α = ,  

то у вершини шліца 







min

2

α
ω

tg
emri p . 

0min ⇒= αα i   

При αmin ≅ 1°, масі крильчатки 0,3 кг і ексцентрисітеті 0,1 мм, 

H
tg

emFcm 5200
min

2

≅=
α
ω ,  

що з урахуванням площі зминання на один шліц значно 
перевищує припустиме навантаження на зминання для 
матеріалу АЛ. 

3. Значення αmin ≈ (1...3)° < αTP = arctg fТР. 
У нашому випадку fТР ≥  0,1, αTP ≥  5,7 °, що сприяє 

затягуванню шліца крильчатки в процесі зміни знака кутового 
прискорення поміж шліцами вала. Це сприяє односторонньому 
зсуву крильчатки в процесі експлуатації в сторону збільшення 
дисбалансу й утриманню крильчатки в зсунутому стані силами 
самогальмування, що і призводить до ефекту позитивного 
зворотного зв'язку. 

В результаті проведених експериментів і моделювання 
кінетики розроблені рекомендації щодо зміни схеми базування 
крильчатки: на гладку циліндричну поверхню з передачею 
крутного моменту  шліцьовим з'єднанням. 

В результаті проведених заходів відмов виробу "14" більш 
не виявлено. 
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6.5. Експериментально-теоретичне прискорене 
визначення ресурсу елементів ротора виробу "20" 

Ротор камери високого тиску (КВТ) виробу 20 (новий виріб 
авіаційної техніки НВО "Сатурн") складається із шести дисків.  

Температурно-силові умови навантаження ротора 
різноманітні на різноманітних режимах умовного польотного 
циклу. З метою більш достовірної ідентифікації натурних 
випробувань прийнято рішення провести окремі розгонно-
циклічні випробування елементів ротора:  

а) випробування VI-го ступеня; 
б) випробування секції III-IV ступенів; 
в) випробування секції I-II ступенів; 
Кожний з етапів роботи включає: 
а) розрахунок напружено-деформованого стану дисків за 

методом кінцевих елементів або за теорію оболонок; 
б) термоактиваційний аналіз і розрахунок режимів 

прискорених розгонно-циклічних натурних випробуваннь 
дисків; 

в) моделювання еквівалентного температурного поля даного 
ступеня в камері випробуваного стенду; 

г) проведення розгонно-циклічних випробуваннь; 
д) аналіз результатів прискорених натурних випробуваннь і 

оцінка достовірності теоретичних розрахунків. 
В таблиці 6.6 наведені режими і результати прискорених 

розгонно-циклічних випробуваннь елементів ротора КВТ 
виробу 20. 

Оберти ротора в експлуатації на форсованому режимі         
Np = 13000 об/хв. 

6.5.1. Прискорені натурні розгонно-циклічні 
випробування секції I-II ступенів 

На рис. 6.20 наведена схема установки і розташування 
найбільш ймовірних зон виникнення втомних тріщин секції I-II 
ступенів при випробуваннях на стенді лабораторії стендових 
випробувань Житомирського інженерно-технологічного 
інституту (рис. 6.14). 
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Рис. 6.20.  Схема установки секції І-ІІ ступенів на 

випробувальному стенді  
та зони очікуваної появи  втомних тріщин 

Як слідує з таблиці 6.6, циклічні випробування включають 3 
режими, після відпрацювання яких підтверджений ресурс склав 
141 год. 



Таблиця 6.6 

Режими та результати розгонно-циклічних натурних випробувань елементів ротора 
КВД виробу “20” 
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Ре
ж
им
и 

Т 
об

, °
С

 

Т 
ст
уп

, °
С

 

min
max

n
n

 
об/ хв 

В
ит
ри
мк
а н
а 

m
ax

 
об
ор
от
ах

, с
ек

 

Ч
ис
ло

 ц
ик
лі
в,

 
за
хи
щ

. р
ес
ур
с 

Т 
об

, °
С

 

Т 
ст
уп

, °
С

 

min
max

n
n

 
об/ хв 

Bτ

, с
 

П
ри
м.

 

τ∆

, с
 

П
ро
гн
оз
ує
ми
й 

Ек
сп
ер
им
ен
т 

пі
дт
ве
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ж
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П
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

 
І-ІІ 1 

300 
 

380 

250 
 

260 
1000
13000

 
96 2450      100 141 

Секція  не 
зруйнува-
лась  

 
 



1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

2 
260 

 
340 

210 
 

220 
1000
13260

 
216 1200 

Випробу-
вання 

проведені з 
15.Х.90 по 
15.ХІ.91 р.  

 

3 
400 

 
480 

350 
 

360 
1000
13260

 
204 70 

В лабора-
торії 

стендових 
випробу-
вань ЖФ 
КПІ 

1 500 350 1000
13260

 
150 1000 

Руйну-
вався диск  

IV  при 
циклічних 
випробу-
ваннях  ІІІ-

IV 

2 600 450 1000
13260

 
150 176 

     100 49 
Випробу-
вання 

проведені з 
1.03 по 

15.09.90 р. 
в ЖФ КПІ 



1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

1 655 460 1000
13260

 
40 1200 680 540 

13260 
13650 
14300 

90 
90 
90 

30 
c 

2 655 460 1000
13260

 
40 400 680 540 

13260 
 

13650 
14300 
15600 

30 
30 
30 
90 
90 

30 
c 

Диск 
руйну-
вався при 
розгонних 
випробу-
ваннях 

(режим 3 
при виході 

на 
площадку 

16250 
об/хв) 

 

3 655 460 1000
13260

 
180 1200 

IV 

4 670 530 1000
13260

 
180 600 

 
 

680 

 
 

540 

13260 
13650 
14300 
14950 
15600 
16250 
(разр.) 

30 
30 
30 
30 
30 
90 

30 
c 

100 138 

Випробу-
вання  

проведені 
в ЛСІ ЖФ 
КПІ з 

15.05.89 по 
15.02.90 р. 

 
 
 

Закінчення таблиці 6.6 
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Для контролю можливого виникнення втомних тріщин на 
режимах 2 і 3 вводилися маркерні цикли з Nmax = 11700 об/хв., 
витримкою τц = 2 c. по 20 циклів у блоці через кожні 250 
робочих циклів і через кожні 100 циклів протягом 300 робочих 
циклів. 

За результатами розрахунку МКЕ особлива увага 
приділялася при оглядах і кольоровій дефектоскопії в зонах:  

– зварний шов лопатки на ободі диска і галтелі (зона А); 
– зварний шов ободної частини з полотном (зона В); 
– зварний шов барабана І-ІІ ступенів (зона С); 
– кільцевий замок лопатки ІІ-го ступеня (зона Д). 
Після циклічних випробувань втомних тріщин у зазначених 

зонах не виявлено. 
Максимальна витяжка на ∅ = 606 мм не перевищувала      

0,15 мм. Оскільки в результаті натурних випробувань 
підтверджений ресурс перевищив необхідний, подальші 
випробування були тимчасово припинені. 

6.5.2. Прискорені натурні розгонно-циклічні 
випробування секції III-IV ступенів 

В таблиці 6.6 наведені режими і результати натурних 
випробувань секції III-IV ступенів ротора КВТ виробу 20. 

Після циклічних випробувань за режимом 1 і 
відпрацьовування 1000 циклів втомних тріщин виявлено не 
було, залишкова пластична деформація на Ø614,7 мм не 
перевищувала 0,1 мм. 

В процесі випробувань за режимом 2 після відпрацювання 
175 циклів у момент виходу на площадку циклу №176 відбулося 
катастрофічне руйнування секції на випробувальному стенді. 
Так як секція III-IV ступенів виявилася найбільш слабкою 
ланкою ротора, необхідно було провести ретельну експертизу і 
розрахунок за незалежними методиками, результати яких 
викладені нижче та ілюстровані на  рис. 6.23–6.34. 

6.5.2.1. Розрахунок секції  III-IV ступенів 
Для вивчення НДС секції ротора III-IV ступенів КВТ від дії 

відцентрових сил і температурного поля з урахуванням 
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кріплення ротора на валу установки, а також для виявлення 
найбільш навантажених зон конструкції та аналізу її руйнування 
були проведені розрахунки цього ротора за теорією оболонок і 
методом кінцевих елементів. 

Алгоритм, заснований на теорії оболонок, дозволяє 
визначати НДС тонкостінних осесиметричних оболонок при дії 
поверхневих навантажень, обертання та осьового прискорення, а 
також осесиметричного температурного поля. Передбачено 
довільну структуру з'єднання оболонок довільних типів, у тому 
числі утримуються замкнуті контури меридіанального перетину 
серединної поверхні. Вважається, що оболонки жорстко 
сполучені одна з одною. При розрахунку складні розгалужені 
оболонки розбиваються на елементарні оболонки лінійно-
перемінної товщини: конічні та циліндричні. В місцях 
сполучення оболонок можуть бути кільця. Поверхневе 
навантаження і температурне поле вздовж меридіана 
елементарних оболонок змінюються за лінійним законом. 

Секція ротора III і IV ступенів КВТ разом із конічною 
оболонкою, призначеною для кріплення секції ротора на валу 
установки, розраховувалася як суцільна розгалужена оболонка із 
замкнутим контуром. В даному розрахунку меридіанальний 
перетин ротора було розбито на 48 елементарних циліндричних 
і конічних оболонок перемінної товщини і 7 кілець. Лопаткове 
навантаження і довантаження конструкції від кріплення 
враховувалися завданням у відповідних місцях радіального 
навантаження. Лопаткове навантаження при n =13260 об/хв. 
складала на III-ому ступені 473 Н/мм, на IV-ому – 657 Н/мм, 
довантаження від кріплення – 626 Н/мм. 

Температура диска IV ступені змінювалася вздовж радіуса за 
законом, близьким до лінійного, від 450 ˚C – на внутрішньому 
радіусі, до 600 °С – на ободі, температура диска III ступені 
складала 490 °С і 600°С відповідно на внутрішньому радіусі й 
ободі. На конічній оболонці температура змінювалася від        
460 °С – у  місці з'єднання з диском, до 250 °С – на валу 
установки. 

Властивості матеріалів, із яких виготовлені диски і конічна 
оболонка, наведені в таблицях 6.7 і 6.8. 
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Таблиця 6.7 

Значення механічних характеристик матеріалів  
ВТ-18, ВТ-25У, сталь 45 

E, H/мм2 E, H/мм2  
t, oC ВТ-18,  

ВТ-25У 
Сталь 

45 ВТ-18 ВТ-25У 

20 115000 210000 1050 1100 
400 97000 196000 800 880 
500 92000 190000 780 850 
600 83000 180000 680 800 

Таблиця 6.8 

Значення середнього коефіцієнта лінійного розширення 
матеріалів ВТ-18, ВТ-25У, сталі 45 

Діапазон 
t, oC 

20-
100 

20-
200 

20-
300 

20-
400 

20-
500 

20-
600 

ВТ-18, 
ВТ-25У 

 
8,2 

 
8,4 

 
8,7 

 
9,0 

 
9,4 

 
9,4 

 
α ,106 

1/град Сталь 
45 

11 11,2 11,5 12 12,5 13 

Питома вага титанових сплавів ρ = 4,62 г/см3, сталі 45          
ρ1 = 7,8 г/см3. Коефіцієнт Пуасона для всіх матеріалів  
µ = 0,3. 

Незважаючи на те, що секція ротора розраховувалася як 
суцільна конструкція, для зручності уявлення графічної 
інформації результати розрахунків наведені для кожного 
ступеня окремо. На рис. 6.21 наведені епюри радіальних, 
окружних напружень та інтенсивності напружень вздовж 
радіуса диска III ступеня.  
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Рис. 6.21.  Епюри напружень вздовж радіусу диска ІІІ  

ступеня виробу 20 

Результати розрахунків показують, що напруження σр,σθ і за 
лівою і правою поверхнями диска практично збігаються, що 
говорить про відсутність вигину. Окружні напруження 
зростають до центру і на контурі центрального отвору 
складають σθ = 573 МПа. 

На рис. 6.22 наведені епюри напружень вздовж радіуса по 
лівій і правій поверхні диска IV ступеня, а також епюри 
окружних і меридіональних напружень вздовж меридіана 
похилих оболонок.  

Епюри на лівих поверхнях оболонок зображені суцільними 
лініями, на правих поверхнях – пунктирними. Як слідує з 
наведених графіків, найбільші радіальні напруження 752 МПа 
виникають на лівій поверхні полотна диска при r = 260 мм. В 
цьому місці σθ = 486 МПа, σр = 661 МПа. На правій поверхні 
полотна диска напруги значно нижчі (σр = –22 МПа,                  
σθ =181 МПа), що говорить про наявність вигину. Ще більший 
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вигин спримає зварна конічна оболонка: меридіональні напруги 
на її лівій   поверхні   при   r = 260 мм   σm

^ = 528 МПа,   на 
правій  σm

п = –652 Мпа. Хоча компоненти напружень тут дещо 
нижчі, ніж на полотні диска, інтенсивність напружень 
практично така ж, як і в небезпечному перетині диска і складає 
σi = 653 МПа. 

 
Рис. 6.22.  Епюри напружень на поверхнях диска ІV ступеня і  

  вздовж меридіану похилих оболонок 
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Таким чином, найбільш навантаженими є полотно диска і 
конічна зварена оболонка в місці їх сполучення на радіусі           
r = 260 мм. Це підтверджують і проведені випробування даного 
ротора в полі відцентрових сил при приведеному розподілі 
температур. Руйнування конструкції відбулося в цих місцях. 

Оскільки ободи дисків мають складний меридіональний 
перетин, то їхні розрахунки проводилися МКЕ із завданням 
відповідних граничних умов, взятих із розрахунків за теорією 
оболонок. 

Для розрахунку МКЕ використовувалися фрагменти дисків 
III і IV . Ободна частина диска III відтиналась на r = 279 мм, а   
IV – на r = 247 мм для полотна і r = 210 мм для конічної 
фланцевої оболонки. 

Фрагменти дисків поміщалися в таке ж температурне поле, 
що і при розрахунку за теорією оболонок. Розподілене 
лопаткове навантаження прикладалося по верхній похилій 
поверхні паза. Фрагменти дисків III і IV розбивалися відповідно 
на 250 і 400 кінцевих елементів. При розв’язку задачі в пружній 
постановці отримана картина напружено-деформованого стану 
ободної частини дисків з урахуванням концентрації напружень. 
Цієї цілі не можна було б досягти при розрахунку за 
оболонковою теорією. 

Розподіл окружних σθ, радіальних σг та інтенсивностей 
напружень для диска III показані на рис. 6.23–6.24.* 

Розрахунок МКЕ підтверджує отримані розрахунком за 
оболонковою теорією дані за максимальним напруженням IV 
ступеня ротора КВТ у зоні сполучення полотна диска з 
конічною фланцевою оболонкою вище звареного шва. 

                                                        
* Автор висловлює щиру подяку за допомогу в розрахунках   доц. Гонтаровському В.П., 
доц. Гонтаровській Т.М., с.н.с. Тростенюку Ю.І.  та  н.с. Кришевському  М.Б. 
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Рис. 6.23. Епюри колових напружень на ободі диска 

 ІІІ ступеня 

 
Рис. 6.24.  Епюра інтенсивності напружень на ободі  

ІІІ ступеня 
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6.5.2.2. Реконструкція кінетики росту втомної 
тріщини в зоні сполучення конічної оболонки з 

полотном диска IV ступеня виробу 20 
Для реконструкції втомної тріщини при натурних 

випробуваннях титанової секції III-IV ступенів виробу 20 в 
програмі випробувань були передбачені маркерні цикли. 

В даному експерименті в якості таких маркерних циклів 
були введені охолодження випробуваної секції від 600 до 150 °С 
через кожні 12 циклів (рис. 6.25).  

 
Рис. 6.25.  Теплозміни при циклічних випробуваннях секції       

 ІІІ-ІV ступенів виробу 20 

Це дозволяє відтінити новоутворену поверхню на зламі у 
світлі й темні смуги, зафіксувати фронт росту тріщини і 
реконструювати кінетику РТВ. 

На рис. 6.26–6.28 приведено розташування осередку 
зародження втомної тріщини і смугова структура на зламі в 
останніх 4-х блоках навантаження. 
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Рис. 6.26.  Секція ІІІ-ІV ступенів в зборі з перехідниковою      

    оболонкою та схема розвитку втомних тріщин       
(А і В) 

В таблиці 6.9 наведені результати виміру підростання 
тріщини до лінії ОХ (рис. 6.28). 

Для реконструкції кінетики РТВ за стандартними 
методиками, наприклад, за допомогою рівняння Періса: 

mKC
dN
dl )(∆=  (6.22) 

необхідно знати рівень руйнуючих напружень. 
Проте в деяких випадках цього вдається уникнути. 
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Рис. 6.27.   Ріст втомної тріщини в зоні А диска ІV ступеня   
      ( 4x ).  Одна світла і одна темна смуги відповідає     

12   циклам   навантажень 

 
Рис. 6.28.  Схема рис. 6.27. 
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На рис. 6.29 наведена залежність швидкості росту тріщини 
від її довжини, побудованої за результатами таблиці 6.9. 

 
Рис. 6.29.   Залежність швидкості РТВ від довжини тріщини 

      в  зоні А диска ІV ступеня вздовж напряму ОХ  
(рис.6.28–6.29) 

Кореляційний аналіз показує, що  

983.0,196,00699,0 1/1 =⋅+= rl
dN
dl . (6.23) 

Високе значення коефіцієнта лінійної кореляції дозволяє 
заключити, що з високим ступенем достовірності в даному 
випадку показник у рівнянні Періса m ≅ 2, 

[ ] 2)( llfC
dN
dl

F πσ= . (6.24) 

Тоді 

0196,0;0699,0 22
0

22 == πσπσ CflCf . (6.25) 
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Це дозволяє екстраполяцією визначити значення 0l  за     
(рис. 6.30): 

L0   = 3,57 мм . (6.26) 
З урахуванням цього можна перейти від відносних до 

абсолютних координат (рис. 6.30–6.31): 

LAL
dN
dl

⋅== 0196,0 , (6.27) 

де L∈[0...10,45] мм. 
Інтегрування (6.27) дає:  

0

1 ln
L
LAN −= . (6.28) 

Елемент невизначеності вносить постійна інтегрування. В 
нашому випадку приймемо: 

2/min0
ill ≅  (6.29) 

Таблиця 6.9 

Кінетика тріщини в зоні з’єднання конічної ноги і полотна 
диска IV ступеня (останні 48 циклів) 

Ізолінія N0 
п/п L, мм N, цикл Vтр, 

мм/цикл Примітка 
 

1 2 3 4 5 
0 - - -  
1.  1,125 12 0,094  
2.  2,50 24 0,11  
3.  4,50 36 0,17  
4.  6,88 48 0,20  
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Таблиця 6.10 

Прогноз гарантованого ресурсу виробу 20 (за VI ступенем 
диска КВТ) при зниженні температури в КВТ 

Прогноз гарантованого ресурсу, 
год. 

Режими 
Температура 
ободу VI-го 
ступеня, К 

При  
2τ =100 год. 

При  
2τ =1000 год. 

 

1 2 3 4 
А 908 256 2696 
В 888 685 7602 
С 868 1917 22421 
D 848 5631 69973 
Е 828 17421 230075 

Із таблиці 6.9 витікає, що ilmin =1,125 мм. Тоді число циклів 
повного розвитку тріщини буде: 

150
55,0
45,10ln0196,0 1 == −

pN  циклів. (6.30) 

Число циклів N можна визначити також чисельно  

∑
=

=
k

i
p liA

lN
1 )(∆

∆ , (6.31) 

де k = l / ∆ l 
При кроці розбивки траєкторії ∆l ∈ (0,5...1) це дає: 

Nр∈(149...183) циклів. (6.32) 

Відповідно до теорії самоподібного росту втомної тріщини: 

2

max

min ∆=
l
l

 (6.33) 

Для Tі  і його сплаву ∆ = 0,12. Тоді 

16,212,0ln0196,0 21 ≅= −−
pN  циклів. (6.34) 
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На рис. 6.30 наведена реконструйована діаграма РТВ 
(пунктир). 

Як було показано в [19], до руйнування диск витримав 1000 
циклів на режимі I (Tmax = 500 °С) і 175 циклів на режимі II       
(Tma x = 600°С). 

Як показують оцінки (6.32)-(6.34), Nр (150...216) циклів. 
Це дозволяє зробити висновок, що втомна тріщина почала 

розвиватися при переході до режиму II. 

 
Рис. 6.30.  Реконструкція кінетики РТВ вздовж напряму ОХ        

(рис. 6.29–6.30) 

Оцінимо можливі значення порогового коефіцієнта 
інтенсивності напружень: 

а) за меридіональними напруженнями 
2/3max /)302...247()45,10...9.6(8,52 mmкГK IS ≅= π ; (6.35) 

б) за інтенсивністю напружень 

2/3max /)372...304()45,10...9,6(65 mmкГK IS ≅= π ; (6.36) 
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в) за кільцевим наближенням 

22ωρσθ R≅ . (6.37) 

Для R = 0,257 м, 31051,4 ⋅=ρ  кг/м, n = 13260 об/хв. Це дає: 

2/3max /)329...269()45.10...9.6(4,57 mmкГK IS ≅= π . (6.38) 

Згідно з теорією подібності росту втомної тріщини [20] для 
сплаву IV ступеня 

2/3max кГ/мм280=ISK . (6.39) 

Значення L' = 6,9 мм отримано безпосередньо із замірів на 
зломі. 

Значення L'' = 10,45 мм отримано з урахуванням інтерполяції 
за лінійною теорією. 

Таким чином, наближення (6.46)...(6.48), засновані на 
результатах чисельного моделювання НДС і за кільцевим 
наближенням, дають порогове значення коефіцієнта 
інтенсивності напружень, достатньо близькі до теоретичної 
оцінки (6.39). 

На рис. 6.31 наведений диск IV ступеня після 
катастрофічного руйнування на стенді, а на рис. 6.32 – 
загальний вид камери стенда після даного руйнування. 
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а) 

 

б) 

Рис. 6.31.  Диск ІV ступеня після циклічного          
руйнування на стенді: 

 а) зі сторони ІІІ ступеня     б)  зі сторони V ступеня 
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Рис. 6.32.  Пластичне деформування та руйнування 
захисної   оболонки камери стенду після руйнування диска   

ІV ступеня 
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6.5.3. Прискорені натурні розгонно-циклічні 
випробування диска VI ступеня 

Режими натурних випробувань диска VI ступеня  наведені в 
таблиці 6.6, на рис. 6.33–6.36 представлені результати 
випробувань диска. 

 
Рис. 6.33.  Диск VІ ступеня після циклічного руйнування на       

стенді 

 
Рис. 6.34.  Руйнування захисної оболонки камери стенда    

після руйнування диска VІ ступеня виробу 20 
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Рис. 6.35.  Фрагмент рис.6.34 

Диск зруйнувався при розгонних випробуваннях на режимі 3 
при виході на площадку n = 16250 об/хв. Пластична деформація 
диска перед розгоном 3 складала 0.4...0.8 мм на діаметр. 

Проведені розгонно-циклічні випробування підтвердили 
правильність стратегії прискорених випробувань, 
запропонованої вище. Дана стратегія застосовувалася також при 
прискореній оцінці гарантованого ресурсу виробу “99”. 
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Рис. 6.36.  Схема замірів і в процесі випробувань диска          

VI ступеня ротора КВТ виробу 20. 
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Таблиця 6.11. 

Результати замірів в процесі випробувань 
 диска VI ступеня виробу 20 

 D1 D2 D3 D4 D5 D6 D7 D8 D9 

До 
вип-
ро-
бу-
вань 

614,8 606,9 603,9 422,0 150,0 592,0 587,0 422,0 150,0 

N1= 
1200 
цикл 

 607,1        

N2= 
3400 
цикл 

 607,18        

І роз-
гін 

14300 
об/хв 

614,9 607,18 604,2 422,1 150,05 592,10 587,05 422,1 150,1 

ІІ 
роз-
гін 

15600 
об/хв 

615,3 607,60 604,70 422,40 150,40 592,70 587,80 422,50 150,40 

ІІІ 
роз-
гін 

 
Руйнування  (n = 16250 об/хв.) 

 

6.6. Єдина природа термоактиваційних процесів 
короткочасної і тривалої міцності в задачах 

прискореного прогнозування ресурсу натурних 
конструкцій  

 
Розробці методології прискореного прогнозування ресурсу 

натурних конструкцій авіаційної і ракетно-космічної техніки 
присвячені численні публікації вітчизняних і закордонних 
дослідників. У Лабораторії стендових досліджень і сертифікації 
Житомирського інженерно-технологічного інституту 
розроблено ряд оригінальних методик і стендів для 



 214

прискореного прогнозування ресурсу натурних конструкцій 
дисків і роторів силових установок авіаційної і ракетно-
космічної техніки в умовах тривалого, малоциклового і 
термоциклічного навантаження в полі відцентрових сил. Наші 
дослідження показали, що істотного прогресу в рішенні задачі 
прискореного прогнозування ресурсу натурних конструкцій 
можна досягти, використовуючи термоактиваційні уявлення    
[1–8]. Так, і при стаціонарному (тривала міцність), і при 
нестаціонарному (короткочасна міцність) навантаженні 
руйнування можна розглядати як твердофазну реакцію 
арреніусовського типу. У першому випадку гранична поверхня в 
просторі “навантаження – температура – час до руйнування”    
(σ-Т–τDP) описується відомим стаціонарним рівнянням Журкова   
[1, 4]. Раніше [9–11] нами на основі синергетичної моделі 
руйнування отримано ряд аналітичних співвідношень для 
визначення головного термоактиваційного параметра в рівнянні 
Журкова – енергії активації U0, що для ОЦК і ГЦК металів і 
їхніх сплавів можна записати у вигляді: 

0
0

]1[ln
τskTU ≅ , (6.40) 

де  [1] – розмірна одиниця часу;  
 TS – температура плавлення, К; 

τ0  ≅ 10-13c – період теплових коливань атомів;  
k – постійна Больцмана. 

У наближенні Ейнштейна (1) перетвориться до виду: 









=

ρπ
rE

a
kTU S

0
0 2

]1[ln , (6.41) 

а в наближенні Дебая: 








=
h

kkTU d
s

]1[ln0
θ

, (6.42) 

де  a – постійна гратки;  
 E – модуль пружності;  
 ρ – густина;   
  r – число атомів в елементарній гратці (r = 2 для ОЦК  і  
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r  = 4 для ГЦК кристалів);  
 θD – температура Дебая;   
 h  – постійна Планка. 

Співвідношення (6.40)–(6.42), по-перше, не містять 
підгінних параметрів, що є великою рідкістю для співвідношень 
фізики і механіки руйнування. По-друге, з похибкою не гірше    
± 5 % дозволяють оцінити значення енергії активації для 
широкого класу ОЦК і ГЦК металів і їхніх сплавів з 
використанням тільки фізичних констант, що характерно тільки 
для фундаментальних співвідношень. Фундаментальна природа 
(6.40)–(6.42) проявилася й у тім, що з їхньою допомогою 
відкрилася можливість поставити і вирішити ряд нових задач: 

1) термоактиваційного аналізу ряду нестаціонарних задач; 
2) термоактиваційного аналізу в умовах плоскої задачі; 
3) побудувати теорію накопичення втомлених 

пошкоджень; 
4) побудувати теорію прискореного визначення ресурсу 

натурних конструкцій; 
5) розкрити природу унікальної стійкості енергії активації 

до зміни стану металу і ряд інших. 
Так, для випробувань на короткочасну міцність нами 

отримана замкнута інтегроалгебраїчна система рівнянь: 
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де τ  – час до руйнування;  
 δ  – пластична деформація в момент руйнування зразка;  
 re – еквівалентний множник;  
 σ е – еквівалентна стаціонарна напруга;  
  f(t) – функція зміцнення; 
  TS  – температура плавлення матеріалу; 
  γ  – активаційний об’єм; 

  
•

ε  – швидкість деформування; 
  σB – границя міцності матеріалу;  

 
P

tt
τ

=  – приведений час. 

Числово-аналітичний аналіз (6.43) показує, що для 
параболічного наближення 

m

PB

t








=

τσ
σ  (6.44) 

для  практично важливого діапазону значень β∈[5…100] з 
похибкою не гірше 0,2% маємо: 

)ln(1 1 ββ mre
−−≅ , (6.45) 

де  σ, t  –  поточна напруга і час кривої деформування. 
У свою чергу, (6.45) відкриває шлях до постановки і 

розв’язку задачі про існування єдиної граничної поверхні 
короткочасної і тривалої міцності у відносних (безрозмірних) 
координатах, єдиної (!) для всіх ОЦК і ГЦК металів і їхніх 
сплавів. 

Наприклад, для навантаження зразка з постійною швидкістю 

( const=
•

ε  ) з врахуванням (6.43)–(6.45) маємо: 










−−
=

≅

−

•

,
)]ln(1[

exp

,

1
0

0 kT
mU B

P

P

ββγσ
ττ

ε

δ
τ

 (6.46) 
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звідки 

)]ln(1[

ln

1
0

0

ββγ
τε

δ

σ
m

kTU

B −

•

−

−

= . 
(6.47) 

Зі стаціонарного рівняння Журкова для тривалої міцності 

γ
τ

τ

σ 0
0 ln DP

DP

kTU −
= . (6.48) 

Спільний розв’язок (6.46)–(6.48) дає: 

[ ])ln(1
ln30

ln30
1

0

0 ββ

τε

δ
τ

τ

m
z

z DP

−

•

−
−

−
=ϕ  (6.49) 

де  
ST

Tz =  – відносна (безрозмірна) температура. 

(6.49) дозволяє за результатами короткочасних випробувань 

( mB ,,, δσε
•

) всього одного зразка визначити для заданих z і DPτ  
рівень експлуатаційних напруг DPσ .  

На рис. 6.37–6.39 побудовані залежності )(zϕ  для варіацій 

параметрів δετ ,,
•

Dp . 
На рис. 6.40 показано узгодження теоретичної (6.49) 

залежності )(zϕ  з експериментальними значеннями одночасно 
для сплавів Al ( Ts = 933 K), Ni ( Ts = 1726 K), Fe (Ts = 1808 K). 

Універсальність (6.49) і рис. 6.37–6.40 може бути корисна 
конструкторам на стадії орієнтованого розрахунку й ескізного 
проектування конструкції, тому що істотно спрощує розрахунок 
тривалої міцності, переводячи його в лінійні безрозмірні 
універсальні координати. 

Причому, даний підхід застосуємо також для визначення 
тривалої міцності натурних елементів, що містять 
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концентратори напруги. При цьому замість напруг задача 
зводиться до визначення граничного навантаження (сили, 
моменту, тиску) 

разрdp PP ⋅′= ϕ ,  6.50) 

де Pразр – руйнівне навантаження при короткочасному 
(статичному) навантаженні, визначене в натурному 
експерименті або числовим методом, ϕ′  – визначено з (6.49). 
 
 

hDP
010=τ

hDP
510=τ

ϕ

ST
Tz =

2,0
0010,0

=
=

•

δ
ε

 
  

Рис. 6.37.    [ ]50 10...10∈DPτ  годин 
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1510 −−
•

= sε

1110 −−
•

= sε

ϕ

ST
Tz =

2,0
100

=

=

δ

τ DP

 

Рис.6.38.    [ ] 151 10...10 −−−
•

∈ сε  

 

05,0=δ

45,0=δ

ϕ

ST
Tz =

100
0010,0

=
=

•

DPτ
ε

 

Рис. 6.39.   [ ]45.0...05.0∈δ  
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ϕ

ST
Tz =

;0010,0=
•
ε

2,0=δ

;100=DPτ

 

Рис. 6.40. 
 
 

РЕЗЮМЕ РОЗДІЛУ 6 
1. На основі уявлень синергетики і термоактиваційного 

аналізу отримані умови автомодельності рівнянь тривалої 
міцності для жароміцних сплавів на основі заліза і нікелю. 
Розроблена методологія експрес-аналізу жароміцності за 
мінімальною базою даних (в перспективі – по одній кривій 
деформування). 

2. Розроблена експериментально-теоретична методологія 
прискореної оцінки ресурсу конструкцій за тривалою міцністю в 
умовах складного напруженого стану. На прикладі конструкцій, 
що обертаються (диски роторів ГТД, НМЕ, силових установок 
РКТ, електричних машин великої потужності), отримані робочі 
формули оцінки тривалої міцності за результатами 
короткочасних випробувань. 

3. Розроблено методологію експериментально-теоретичного 
визначення ресурсу елементів роторів ГТД прискореними 
методами. Основні положення методології підтверджені при 
оцінці ресурсу роторів нових виробів ракетно-космічної техніки. 
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Р О З Д І Л  7 .   
ТЕРМОАКТИВАЦІЙНЕ МОДЕЛЮВАННЯ 

 КІНЕТИКИ ТРІЩИН 
 

7.1.  Термоактиваційна модель росту тріщини в 
нескінченній пластині. Перше наближення 

 
Допущення моделі: 

1. Будемо вважати, що пластична зона iплr   – однорідна, в 

межах якої  consty == 2,0σσ . 
2. Характеристика жорсткості  стискування пластичної 

деформації в вершині тріщини ( ]6...2∈M  і залишаєтья  
постійною. 

Рис. 7.1. 

Для точок А: 

lπσ=IK ; (7.1) 

rr
K I

y π

πσ

π
σ

22
l

== ; (7.2) 
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=

2,0

1
σ

πσ
π

l

М
rпл , (7.3) 

де  М = (2…6),  характеристика жорсткості стискування 
пластичної деформації в вершині тріщини. 

Для ПНС  М = 2, для  ПДС  М = 6. 
σ  – діючі  напруги від зовнішнього навантаження. 

Задача 7.1. 
Знайти рівняння термоактиваційного росту тріщини в 

першому наближенні,  якщо: 





=
,0

2,0σ
σ y для  

пл

пл

rr
rr

f

≤
 (7.4) 

 

 

Рис. 8.2.  

Розв’язок 

1.  Час руйнування  пластичної зони  
kT

v 2,00
01 exp

γσ
ττ

−
= . 

Підростання тріщини за цей час 11 плr=∆l .  

В свою чергу 0

2

2,0

0
1

1
l

l
D

М
rпл =










=

σ
πσ

π
, 

де  
2

2,0

1










=

σ
σ

M
D . 

Після підростання довжина тріщини стане 
( )DD +=+= 10001 llll . Вважаємо, що після проходження 
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тріщини пластичної зони 1плr  за час 1τ  у вершині тріщини 

утворилась пластична зона 2плr . 

2. Час руйнування  пластичної зони 2плr  становитиме: 

KT
U 0120

02 exp
γσ

ττ
−

= . 

Підростання тріщини за цей час 

22 плrl =∆ . 

В свою чергу 

( ) ( ) ( )DDDDrr плпл +=+=+⋅







= 11

00010

2

02
2 llllπ

σ
σ

π
. 

Довжина тріщини стане 

( ) 2
0000210 )1(1 DDDD +=+++=∆+= lllllll . 

Після проходження тріщиною пластичної зони 2плr  за час τ2 
в вершині тріщини утворюється пластична зона rпл 3. 

3. Час руйнування пластичної зони rпл 3 становить: 

KT
U 2,00

03 exp
γσ

ττ
−

=  

Підростання тріщини за цей час становить: 

33 плr=∆l , 

( )

( )[ ] ( ) .11

1

2
0000

210

2

2,0
3

DDDDDD

rr
M

r плплпл

+=+++

=++









=

llll

lπ
σ
σ

π  

Довжина тріщини стане: 
( )

( ) ( )
..................................................................................

11

1
3

0
2

0

00032103

DDD

DDDrrr плплпл

+=++

++++=+++=

ll

lllll
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Модель першого наближення дозволяє записати в 
загальному вигляді: 

( )
( )















⋅=

+=

+==

=
−

==

−

.

,1

,1

,exp

0

1
0

2,00
01

it
D

DDr
KT

U

i

i
i

i
плii

i

τ∆

∆

τ∆
γσ

τττ

ll

ll  (7.5) 

Із (7.5) маємо: 

const
D

D
i

i =
+

=
∆

1l

l
. (7.6) 

Тобто приріст довжини тріщини пропорційний довжині 
тріщини. 

Для const=∆τ це дає: 

 l
l a

d
d

=
τ

. (7.7) 

Диференційне рівняння (7.7) має експоненційний розв’язок 
τae⋅= 0ll . (7.8) 

Легко бачити, що (7.6)–(7.8) відповідають рівнянню Періса 
для нескінченної пластинки: 

( )m
c

dt
d

l
l

πσ= , (7.9) 

якщо m = 2. 
Таким чином, перше наближення (з врахуванням тільки 

напруг в пластичній зоні та утворенням нової пластичної зони 
після проходження тріщиною попередньої) дає експоненційний 
ріст тріщини, що  відповідає  m = 2  в рівнянні Періса. 
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7.2. Лінійна модель накопичення пошкоджень. 
Друге наближення 

 
В другому наближенні моделі термоактиваційного росту 

тріщини спробуємо врахувати, на відміну від (7.4), вплив 
передісторії на час руйнування об’ємів ІІ, ІІІ, … (рис. 7.3). 

Цей вплив можна наближено врахувати введенням середньої 
напруги ...,...,,, 323121 σσσ і т.д. (рис. 7.3). 

Це дозволяє записати: 
Руйнування зони І 

 Час руйнування зони І 

KT
Ut 020

01111 exp γσ
ττ

−
== .  

Підростання тріщини: 

011 ll DrП ==∆ .  

Сумарна довжина тріщини: 
( )D+=∆+= 10101 llll .  

Руйнування зони ІІ 
Час руйнування зони ІІ 22τ може бути знайденим з лінійної 

моделі: 

1
22

22

21

21 =+
tt
ττ

. (7.10) 

де −
−

==
KT

U 2,00
01121 exp

γσ
τττ  

доля часу t21, за який 
руйнувався І об’єм; 

     −
−

=
KT

Ut 210
021 exp γσ

τ  
повний час, за який би 
зруйнувався ІІ об’єм під 
дією σ21; 

  t22 – повний час, за який би зруйнувався ІІ об’єм під дією 
      σ22 =σ 02 ; 

.exp 2,00
01122 KT

U
t

γσ
ττ

−
==   
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Рис. 7.3. 
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Для знаходження τ22 в (7.10) необхідно визначити σ21 – 
напруги, що діяли в ІІ об’ємі, поки руйнувався об’єм І. 

Доки тріщина проходить зону І, напружений стан в зоні ІІ в 
точках А, В, С буде описуватись гіперболічною залежністю 
(7.2). Різниця σу  в точках А, В, С буде суттєвою (рис. 7.3, а): 
найбільше σу = σ0,2 – в точці А і найменше –  в точці С.  Нехай  
σ21 = σус. Тоді   

( ) ( )[ ]

( )[ ] ( )[ ] .
11212

122

2

00

0

21
21

−+
=

++
=

=
++

=
+

=

DDDD

DDDrr
K

ПП

I

σσ

π

πσ

π
σ

ll
l

 (7.11) 

Звідки 

11
21

11
11

21

21
2222 11 τ

τ
τ

τ
τ <








−=








−=

tt
t . (7.12) 

Підростання тріщини за цей час на величину буде: 
( )DDrП +=> 1022 ll∆ . 

 

(7.13) 

Сумарна довжина тріщини становитиме: 
( )

( ) .1

1
2

0

0002102

D

DDD

+=

=+++=++=

l

lllllll ∆∆
 (7.14) 

Таким чином, (7.10)–(7.14) дозволяє знайти поправку в 
кінетиці руйнування ІІ зони з врахуванням передісторії (від 
руйнування І зони). 

Руйнування i-ої зони. 
З врахуванням передісторії час руйнування і-ої зони може 

бути визначений з лінійної моделі: 

1......
2

2

1

1 =+++
ii

ii

ij

ij

i

i

i

i

tttt
ττττ

 (7.15) 
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або: 

1
1

=∑
=

i

j ij

ij

t
τ

, (7.16) 

де  

KT
U

t ij
ij

γσ
τ

−
= 0

0 exp . (7.17) 

В рамках даної моделі 

( )[ ]112 1 −+
=

+− jiij
D

σ
σ . (7.18) 

Наприклад, для i = 3 маємо: 

1
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ttt
τττ
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Тоді: 
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 (7.19) 

Для i = 4 маємо: 

1
44

44

43

43

42

42

41

41 =+++
tttt
ττττ , 

де  

( )[ ] ( )[ ]

( )[ ] .
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DD  

Тоді 

2132433142 ; ttttt === . 

Це дозволяє отримати: 
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(7.20) 
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Як слідує із (7.18), 

kjkiij ±±= ,σσ , (7.21) 

що дозволяє записати 

kjkiij tt ±±= , . (7.22) 

Співвідношення (7.15)–(7.22) легко алгоритмуються, що дає 
змогу досить легко побудувати алгоритм обчислення iiτ  

(i).Вихідними даними для побудови такого алгоритму є: 
 Т –   температура випробовувань; 
 Тs  –   температура плавлення матеріалу; 
 τ0 ≅ 10-13 – період теплових коливань атомів; 

 
2,0σ

σ
α = , 

де 
σ0,2  –   границя пружності; 
σ  –  діючі напруги від зовнішнього навантаження; 

0l   –   початкова довжина тріщини; 

М  –   характеристика жорсткості стискування  
пластичної деформації в вершині тріщини. 

Коли розрахунок напруг вести по середині пластичної зони 
(точка В, рис. 7.3), то в загальному вигляді це дозволяє 
отримати:  

( )[ ] DD jiij
−−+

=
+− 112 1

σ
σ , (7.23) 

що відрізняється від (7.18) тільки на постійну D в знаменнику. 
Різні реалізації співвідношень (7.15)–(7.22) наведені в 

таблицях 7.1–7.6.  



           Таблиця 7.1 
Моделювання росту тріщини в сплавах алюмінію: Тs = 930 K, М = 2 

Змінні параметри Параметри Періса 

02σ
σ

α =

 
КТ 0  

γ  

ПаМоль
кДж

М⋅
 

0l  кl  кntl  nCl  m  1/0r  

 

1 2 3 4 6 7 8 9 10 
0,3 450 0,2 0,001 0,027 32,001 – 33,606 2,767 0,999 

 500    25,819 – 26,806 2,853 0,999 
 550    20,759 – 21,060 2,922 0,999 
 600    16,541 – 16,063 2,981 0,999 
 650    12,971 – 11,582 3,033 0,999 

0,6 450 0,2 0,001 290,424 32,059 – 36,035 2,655 1,000 
 500    25,862 – 29,387 2,727 0,999 
 550    20,791 – 23,771 2,788 0,999 
 600    16,565 – 18,899 2,842 0,999 
 650    12,989 – 14,517 2,888 0,999 

0,9 450 0,2 0,001 167263040,000 32,066 – 37,296 2,549 1,000 
 500    25,866 – 30,746 2,626 1,000 
 550    20,794 – 25,215 2,694 1,000 
 600    16,566 – 20,409 2,756 0,999 
 650    12,989 – 16,104 2,813 0,999 

 



           Таблиця 7.2 
Моделювання росту тріщини в сплавах алюмінію: Тs = 930 K; М = 2 

Змінні параметри Параметри Періса 

02σ
σ

α =  КТ 0  

γ  

ПаМоль
кДж

М⋅
 

 

0l  кl  кntl  nCl  m  2/1r  

 

1 2 3 4 5 6 7 9 10 
0,3 450 0,5 0,001 0,027 31,749 – 34,469 2,143 0,994 

 500    25,665 – 27,825 2,350 0,996 
 550    20,661 – 22,156 2,526 0,998 
 600    16,479 – 17,193 2,673 0,999 
 650    12,930 – 12,722 2,796 0,999 

0,6 450 0,5 0,001 290,424 31,914 – 35,854 2,246 0,999 
 500    25,799 – 29,557 2,361 0,999 
 550    20,764 – 24,199 2,474 0,999 
 600    16,553 – 19,506 2,580 1,000 
 650    12,983 – 15,269 2,678 1,000 

0,9 450 0,5 0,001 167263040,000 31,989 – 36,691 2,186 1,000 
 500    25,844 – 30,484 2,276 1,000 
 550    20,788 – 25,272 2,374 1,000 
 600    16,565 – 20,723 2,474 1,000 
 650    12,989 – 16,623 2,574 1,000 

 



           Таблиця 7.3 

Моделювання росту тріщини в сплавах алюмінію: Тs =  930 K; М = 2 

Змінні параметри Параметри Періса 

02σ
σ

α =  КТ 0  
γ  

ПаМоль
кДж

М⋅
 0l  кl  кntl  nCl  m  1/1r  

 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 
0,3 450 0,8 0,001 0,027 31,141 – 34,310 1,666 0,985 

 500    25,325 – 28,071 1,896 0,989 
 550    20,472 – 22,640 2,136 0,993 
 600    16,370 – 17,797 2,361 0,996 
 650    12,869 – 13,375 2,561 0,998 

0,6 450 0,8 0,001 290,424 31,314 – 34,887 2,032 0,999 
 500    25,509 – 29,010 2,127 0,999 
 550    20,637 – 23,982 2,242 0,999 
 600    16,502 – 19,548 2,369 0,999 
 650    12,964 – 15,501 2,498 0,999 

0,9 450 0,8 0,001 167263040,000 31,429 – 35,440 2,044 0,999 
 500    25,615 – 29,669 2,103 0,999 
 550    20,713 – 24,783 2,1844 1,000 
 600    16,546 – 20,509 2,283 1,000 
 650    12,985 – 16,639 2,396 1,000 

 



                   Таблиця 7.4 

Моделювання росту тріщини в сплавах заліза: Тs  = 1800 K, М = 2 
Змінні параметри Параметри Періса 

02σ
σ

α =  КТ 0  
γ  

ПаМоль
кДж

М⋅
 0l  кl  кntl  nCl  m  1/0r  

 

1 2 3 4 6 7 8 9 10 
0,3 850 0,2 0,001 0,027 33,567 – 34,541 2,959 0,999 

 900    30,041 – 30,707 2,985 0,999 
 950    26,887 – 27,230 3,009 0,999 
 1000    24,047 – 24,052 3,030 0,998 
 1050    21,478 – 21,125 3,050 0,998 

0,6 850 0,2 0,001 290,424 33,594 – 37,270 2,822 0,999 
 900    30,065 – 33,484 2,845 0,999 
 950    26,908 – 30,052 2,867 0,999 
 1000    24,066 – 26,917 2,886 0,999 
 1050    21,494 – 24,031 2,905 0,999 

0,9 850 0,2 0,001 167263040,000 33,728 – 38,728 2,733 0,999 
 900    30,066 – 34,974 2,760 0,999 
 950    26,908 – 31,573 2,786 0,999 
 1000    24,066 – 28,467 2,809 0,999 
 1050    21,495 – 25,607 2,831 0,999 

 



                   Таблиця 7.5 

Моделювання росту тріщини в сплавах заліза: Тs = 1800 K, М = 2 

Змінні параметри Параметри Періса 

02σ
σ

α =  КТ 0  

γ  

ПаМоль
кДж

М⋅
 

0l  кl  кntl  nCl  m  1/0r  

 

1 2 3 4 6 7 8 9 10 
0,3 850 0,5 0,001 0,027 33,492 – 35,531 2,618 0,999 

 900    29,980 – 31,716 2,681 0,999 
 950    26,836 – 28,254 2,737 0,999 
 1000    24,005 – 25,086 2,788 0,999 
 1050    21,443 – 22,167 2,833 0,999 

0,6 850 0,5 0,001 290,424 33,577 – 37,711 2,539 1,000 
 900    30,054 – 34,007 2,587 1,000 
 950    26,900 – 30,644 2,631 1,000 
 1000    24,060 – 27,567 2,672 1,000 
 1050    21,490 – 24,731 2,710 1,000 

0,9 850 0,5 0,001 167263040,000 33,593 – 38,832 2,434 1,000 
 900    30,065 – 35,190 2,480 1,000 
 950    26,908 – 31,886 2,524 1,000 
 1000    24,066 – 28,865 2,567 1,000 
 1050    21,495 – 26,082 2,608 1,000 

 
 



                   Таблиця 7.6 

Моделювання росту тріщини в сплавах заліза: Тs  = 1800 K, М = 2 
Змінні параметри Параметри Періса 

02σ
σ

α =  КТ 0  
γ  

ПаМоль
кДж

М⋅
 0l  кl  кntl  nCl  m  1/0r  

 

1 2 3 4 6 7 8 9 10 
0,3 850 0,8 0,001 0,027 33,358 – 35,967 2,275 0,995 

 900    29,876 – 32,203 2,375 0,996 
 950    26,755 – 28,776 2,465 0,997 
 1000    23,941 – 25,633 2,547 0,998 
 1050    21,392 – 22,729 2,621 0,999 

0,6 850 0,8 0,001 290,424 33,504 – 37,577 2,318 0,999 
 900    30,006 – 33,979 2,377 0,999 
 950    26,868 – 30,707 2,434 0,999 
 1000    24,039 – 27,708 2,489 0,999 
 1050    21,477 – 24,938 2,542 1,000 

0,9 850 0,8 0,001 167263040,000 33,559 – 38,442 2,242 1,000 
 900    30,047 – 34,916 2,289 1,000 
 950    26,899 – 31,716 2,338 1,000 
 1000    24,062 – 28,788 2,387 1,000 
 1050    21,493 – 26,088 2,437 1,000 
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Як показує аналіз даних таблиць, значення параметра Періса 
n сягає діапазону 2...3, що трохи менше експериментальних 
даних. Навіть теоретичні оцінки самоподібного росту тріщини 
втоми, як показано вище, повинні давати значення 2...4. На нашу 
думку, це пов’язано з тим, що модель будувалась для 
нескінченно тонкої пластини і не враховувала:  

– звивистість фронту тріщини за товщиною пластини; 
– тунельні ефекти та ротаційні моди [1–2]; 
– зміну параметрів стискування пластичної деформації 

вздовж довжини тріщини; 
– нелінійний характер накопичення втомних пошкоджень 

та ін. 
В подальших уточненнях моделі, очевидно, є необхідність 

врахувати вказані спрощення запропонованої моделі.  
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Р О З Д І Л  8 .   
САМОПОДІБНІСТЬ І ФРАГМЕНТАЦІЯ 

 РУЙНУВАННЯ 

8.1. Технологічні аспекти фрагментації руйнування 
В багатьох технологічних процесах вихідна сировина в 

процесі переробки піддається подрібненню і руйнуванню. В 
одних технологіях це є самоціллю (здрібнювання призводить до 
збільшення площі поверхні й істотно прискорює кінетику 
реакцій), в інших – об'єктивною необхідністю (як, наприклад, 
при видобутку природного каменю, де основна ціль – 
одержання великих блоків). 

З подрібненням сировини пов'язані технології виробництв 
борошна, круп, рослинної олії, графіту, щебеню, цукру, 
деревинних плит, паперу, металів, цементу, вапна і багатьох 
інших. Актуальна ця проблема і в технологіях обробки грунтів і 
добування та збагачення руд. 

В усьому різноманітті виробництв, пов'язаних із 
здрібнюванням (або відділенням частин від цілого – як в 
каменедобуванні) використовуються такі технологічні прийоми 
подрібнення:  

− удар;  
− вибух;  
− статичний тиск;  
− гідростатичний тиск;  
− ротаційно-трансляційний вплив;  
− ротаційно-фрикційний вплив;  
− термоудар;  
− термоциклювання та ін. 
Для реалізації цих прийомів використовується різноманітне 

устаткування – від ручних молотів, клинів, пресів і млинів до 
електроімпульсних ударників, ультразвукових гідроімпульсних і 
плазмових різаків та ін.. І проте, при такому різноманітті 
технологій здрібнювання, важливо виділити їхні загальні риси.  

По-перше, перераховані технологічні прийоми подрібнення 
вихідної сировини характеризуються інтенсивними потоками 
енергії, спрямованими від робочих органів до оброблюваної 
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сировини, у зв'язку з чим стан останньої істотно нерівновісний. 
По-друге, фрагментація, подрібнення, руйнування практично 

усіх твердих тіл відбувається за точкою А (рис. 8.1) (точка А  
розділяє лінійну і нелінійну поведінку матеріалу). А це означає, 
що є всі підстави говорити про нелінійну поведінку сировини в 
фазі передруйнування та руйнування. 

 
Рис. 8.1 

По-третє, практично у всіх технологічних операціях 
подрібнення сировини має місце взаємодія робочого органу 
одночасно з великим числом фрагментів, а також взаємодія 
фрагментів між собою. А це означає стохастичність динаміки 
фрагментів. 

По-четверте, при такій взаємодії виконавчого органу з 
фрагментами сировини дуже ймовірна істотна неоднорідність 
енергетичних потоків як через різноманітні фрагменти, так і 
через різні зони одного фрагмента. 

По-п'яте, система "робочий орган – сировина, що 
оброблюється" є термодинамічно відкритою, тобто може 
обмінюватися з навколишнім середовищем масою, енергією і 
(чи) ентропією. Відомо, що I...V – типові ознаки синергетичних 
систем [I]. 

Як було показано раніше [I, 2], синергетичним системам 
властиві самоорганізація, елементи скейлінгу та фрактальність. 
Спробуємо з цих позицій підійти до побудови фрагментарної 
діаграми при тому або іншому технологічному впливові на 
вихідну сировину з метою подрібнення або руйнування 
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останньої. 
Під фрагментарними діаграмами будемо розуміти 

залежності кількості часток заданого розміру 
( )iiiij dVdVN log;log;;  або ( )iiiij dVdVV loglog;; , де iV , id  – 

об’єм і приведений діаметр частки j-ої фракції, Nj, jV – кількість 
часток і сумарний об’єм даної фракції. 

Такими діаграмами користуються достатньо давно в 
різноманітних технологіях здрібнювання: соломи, макаронів 
( )1R≈ , скла, тканин, листових матеріалів ( )2R≈ , каменю, 
зерна, буряків, руд та ін. ( )3R≈ , а також у технологіях 
вирощування кристалів, гранул, зерен і плодів харчових і 
технічних культур та ін. 

В доступній нам літературі показано, що гістограми jN  і jV  
близькі до нормального чи нормально-логарифмічного 
розподілу, що зв'язується з виконанням центральної граничної 
теореми. Спроб побудови теоретичної діаграми ( )iij dVN ;  чи 

( )iij dVV ;  з інших позицій нами не виявлено.  
За альтернативу пропонується підхід, заснований на 

синергетичній моделі руйнування. 

8.2. Самоподібне розбиття D-простoру декартовим 
D-рядом площин. Простір 3R  

Нехай довільний простір DR   (D приймає як цілі, так і нецілі 
значення) розбивається рядом m паралельних площин у 
кожному напрямку, причому розбиття нехай буде декартовим, 
тобто ряд площин із різних напрямків взаємоортогональні. Для 
виконання умов самоподібності (скейлінгу) потрібно, щоб 
відстані між паралельними площинами задовольняли ряду:  

;...;;; 32 aGaGaGa  (8.1) 

де G – масштабний множник ( )1<G . 
  На рис. 8.2 наведені окремі випадки самоподібного 

розбиття  простору D = 1, D = 2 і D = 3.  
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Рис. 8.2 

В таблиці 8.1 наведені результати декартового розбиття 
підпростору 3R  трьома сімействами взаємоперпендикулярних 
площин при m = 2; G = 0,5; a = 4. 

В таблиці 8.2 результати таблиці 8.1 впорядковані. На рис. 

8.4 наведені результати таблиці 8.2. Графік 









i

G
j VN 1log  являє 

собою симетричний розподіл, що дуже нагадує нормальний. 

Таблиця 8.1 

Розбиття простору 3R  при m = 2;  a = 4;  G = 0,5  

Розмір фрагменту Об’єм фрагменту відносних 
одиниць 

 

1 2 
4*4*4 64 
4*4*2 32 
4*4*1 16 
4*2*4 32 
4*2*2 16 
4*2*1 8 
4*1*4 16 
4*1*2  8 
4*1*1 4 



 242

Закінчення таблиці 8.1 
1 2 

2*4*4 32 
2*4*2 16 
2*4*1 8 
2*2*4 16 
2*2*2 8 
2*2*1 4 
2*1*4 8 
2*1*2 4 
2*1*1 2 
1*4*4 16 
1*4*2 8 
1*4*1 4 
1*2*4 8 
1*2*2 4 
1*2*1 2 
1*1*4 4 
1*1*2 2 
1*1*1 1 

 

Таблиця 8.2 
Розбиття простору 3R  при m = 2;   a = 4; G = 0,5  

Об’єм 
фрагменту iV  

i
G

V1log  Число фрагментів 
даного об’єму in  ii nV ⋅  

 

1 2 3 4 
1 0 1 1 
2 1 3 6 
4 2 6 24 
8 3 7 56 
16 4 6 64 
32 5 3 96 
64 6 1 64 
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Рис. 8.3 (за таблицею 8.2) 

Аналогічні результати при ортогональному самоподібному 
розбитті простору 3R  рядом трьох площин (m = 3,  a = 8,           
G = 0,5)  наведені  в  таблиці  8.3. 

Таблиця 8.3 

Розбиття простору 3R  при m = 3; a = 8; G = 0,5  

Об’єм 
фрагменту iV  

i
G

V1log  Число фрагментів 
даного об’єму in  ii nV ⋅  

 

1 2 3 4 
1 0 1 1 
2 1 3 6 
4 2 6 24 
8 3 10 80 

16 4 12 192 
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Закінчення таблиці 8.3 

1 2 3 4 
32 5 12 384 
64 6 10 640 
128 7 6 768 
256 8 3 768 
512 9 1 512 

Таблиця 8.4 
Число фрагментів при самоподібному розбитті простору 3R  

сімейства m площин 

 

У випадку довільного цілого позитивного Nm ∈  число 
фрагментів самоподібного розбиття 3R  виражається 
відповідним рядком таблиці 8.4, що має ряд цікавих 
властивостей: 

1) симетрія елементів рядків щодо вертикальної осі таблиці; 
2) таблиця розпадається на 3 зони, причому I і ІІІ – 

збігаються між собою і складаються з однакових рядків і 
похилих стовпчиків, для котрих справедливо рекурентне 
співвідношення: 
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12 11 +−= −+ iii nnn . (8.2) 

3) при заданому m, де m – кількість січних площин, елементи 
m-го рядка таблиці 8.4, описуються трьома параболами 
(відповідно для I, ІІ і ІІІ зон): 

1
2
3

2

2

++= jjN I
j ;    для mj ≤   

1
2
3

2
33 22 ++−+−= mmmjjN II

j ; mjm 2≤≤  (8.3) 

1
2
9

2
9

2
33

2
2

2

+++−−= mmjmjjN III
j ;   mj 2≥   

При цьому характерно, що параболи I і ІІ, а також ІІ і ІІІ 
зшиваються в точках mj =  і 1−= mj  для першої пари mj 2=  
і 12 += mj  для другої пари, причому співпадають і їх похідні. 

0
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Рис. 8.4 

На рис. 8.4 показано, що фрагментарна діаграма само-

подібного розбиття простору 3R : 









i

G
j VN 1log  дуже близько 
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збігається з нормальним законом розподілу 
2

2
1







 −

=
−

σ
jjAlN j , 

що після підстановки дає: 

( )

2

6,0
5,1

2
1

2
, 1

2
3

4
3 







 −
−

⋅





 ++= m

mj

mj mmN l . (8.4) 

Характерно, що апроксимація рис. 8.4 за допомогою 
класичного методу найменших квадратів із попередньою 
лінеаризацією дає набагато гірше наближення. 

8.3. Самоподібне  D-розбиття при довільному D 
Як показує аналіз 8.2, самоподібне розбиття простору 3R  

дозволяє побудувати таблицю 8.4, елементи якої знахо-дяться в 
тісному спорідненні з біномінальними коефіцієнтами:  

( ) !!
!

rrm
mС r

m −
= , (8.5) 

які породжують відомий трикутник Паскаля. В даному випадку, 
зони I і ІІІ таблиці 4 можуть бути побудовані за допомогою 
ряду: 

1; 3; 6; 10; 15; 21, ... (8.6) 

(8.6) є ніщо інше, як r
mС  при r = 2. Такий підхід є дуже 

привабливим, тому що дозволяє звести задачу про самоподібне 
розбиття простору RD до відомих рішень. 

У загальному випадку в просторі RD нехай є "куб" зі 
стороною в, і нехай цей "куб" розбивається в кожному із D 
напрямку системою m паралельних площин, віддалених одна від 
одної на відстані (8.1). Прирівнюючи об’єми "куба" до і після 
розбиття, маємо: 

( )DmD aGaGaGaGaв ...32 +++= . (8.7) 

Або: 

( )DmDD GGGaв ++++= ...1 2 . (8.8) 
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Із (8.8) очевидно, що при заданих m і D фрагментарна 

діаграма 









= i

G
j VN 1log  буде визначатися залежністю:  

( ) 



 ++++=

Dm
j GGGfN ...1 2 . (8.9) 

Так, для D = 1 маємо (табл. 8.5):  
 

Таблиця 8.5 

Фрагментарна діаграма при самоподібному розбитті R1  

(D = 1): 
        m ( )DmN 1+=∑  
   1     0 1 
  1  1    1 2 
 1  1  1   3 3 
1  1  1  1  3 4 
……………………    

Аналогічно, для D = 2: 

Таблиця 8.6 

Фрагментарна діаграма при самоподібному розбитті R2  

(D = 2): 

          m ( )DmN 1+=∑  
    1      0 1 
   1 2 1     1 4 
  1 2 3 2 1    2 9 
 1 2 3 4 3 2 1   3 16 
1 2 3 4 5 4 3 2 1  4 25 

Відповідно при D = 3 одержуємо із (8.9) фрагментарну 
діаграму у вигляді отриманої раніше таблиці 8.4. 

Аналіз результатів таблиць 8.4–8.6 показує, що при 
самоподібному руйнуванні одномірних тіл (стрижнів) 
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фрагментарна діаграма має вид рівномірного розподілу, 
двомірних тіл (пластин) – гістограма має вид рівнобедреного 
трикутника з прямим кутом у вершині, а тримірних тіл  
(масивів) – гістограма описується трьома квадратичними 
параболами і має достатньо гарне наближення до нормального 
закону. Для точного опису фрагментарної діаграми нормальним 
розподілом розмірність простору DR  повинна бути дещо більше 
трьох, можливо, π⇒D . 

У загальному випадку, як витікає з цілочислових D, 
фрагментарна діаграма ( )1−= D

j jfN  описується поліномом із 
розмірністю, меншим розмірності простору D на одиницю, що 
характерно для диференційних розподілів. Так, якщо 

( )DjN ϕ=∑ , то ( )1−=
∂

∂
=

∑ D
j jf

j
NN . Проте в загальному 

випадку, навіть для цілочислових D, це ще потрібно довести. 
При довільному як цілому, так і нецілому D, фрагментарна 
діаграма ( )iGj VN log  може бути отримана при розкладанні по 

цілих ступенях jG  функції: 

( )DmGGG ...1 2 +++=ψ . (8.10) 

Скористаємося розкладанням (8.10) в ряд Тейлора: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )...0
!3

0
!2

00 '''
3

''
2

' ψψψψψ
GGGG ++⋅+=  (8.11) 

Очевидно, коефіцієнти розкладання в (8.11) 

( );Gψ  ( );0'ψ  ( ) ;
!2
0''ψ  ( ) ;

!3
0'''ψ ... (8.12) 

і будуть утворювати фрагментарну діаграму ( )iGj VN log  яка 
характеризує розподіл блоків за розмірами при самоподібному 
розбитті простору RD m-кої паралельних площин, які мають 
відстань один від одного (8.1)  в кожному із напрямків. Причому 
в даному випадку співвідношення (8.12) придатні як для 
цілочислових D (метричних просторів), так і для дробних 
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(фрактальних, або нещільних просторів). 
Очевидно, (8.12) легше визначити для ∞→m . Тоді, при 
1<G , із (8.10) витікає: 

( )
( ) D

D G
G

−−=
−

= 1
1

1
ψ , (8.13) 

що дозволяє відразу розкласти по цілих ступенях G: 

( ) ...
!3

)2)(1(
!2

)1(1 32 +
++

+
+

+⋅+= GDDDGDDGDGψ
 

(8.14) 

У випадку кінцевого m перші m членів (8.12) збігаються з 
(8.14). 

В таблиці 8.7 наведені значення коефіцієнтів (8.12) для 
різних розмірностей простору D. 

При будь-якому цілому позитивному D відповідний рядок 
таблиці 8.7 збігається з одним із похилих стовпчиків у 
трикутнику Паскаля, як показано в таблиці 8.8. 

Таблиця 8.7 

Значення ( )iGj VN log  при самоподібному розбитті 

RD  m-рядом площин (m→∞) 

Nj
 

RD N0 N1 N2 N3 N4 N5 ... 

R1 1 1 1 1 1 1 ... 
R2 1 2 3 4 5 6 ... 
R3 1 3 6 10 15 21 ... 
R4 1 4 10 20 35 56 ... 
Rπ 1 3,14 6,505 11,149 17,119 24,451 ... 
R0,5 1 0,5 0,375 0,3125 0,273 0,246 ... 
R1,5 1 1,5 1,875 2,1875 2,461 2,707 ... 
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Таблиця 8.8 

Породження фрагментарних діаграм 
самоподібного розбиття RD  при цілих D і m→∞ 

коефіцієнтами бінома (1 + х)m 

m = 0        1      
m = 1       1  1     
m = 2      1  2  1    
m = 3     1  3  3  1   
m = 4    1  4  6  4  1  
m = 5   1  5  10  10  5  1 

.. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. 
  D

= 
1 

 D
=
2 

 D
=
3 

 D
=
4 

 D
=
5 

   

8.4. Диференційні та інтегральні діаграми.      
Розподіли фракцій за об’ємами 

Отже, при будь-якій розмірності простору D число блоків 
того або іншого об’єму при самоподібному розбитті 

DR визначається рядом (8.12). 
Являє практичний інтерес побудова фрагментарних діаграм 

розподілу "об’єму" Dв  за фракціями у диференційному й 
інтегральному видах. 

Сумарний об’єм "кубу" Dв , що розбивається 

DD
Dm

ba
G

GV =⋅







−

−
=

1
1 . (8.15) 

З іншого боку, із (7.14): 





 +

++
+

+
+⋅+= ...

!3
)2)(1(

!2
)1(1 32 GDDDGDDGDaV D

 

(8.16) 

(8.15) і (8.16) дозволяють знайти розподіл Dв за фракціями: 
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( )
( )

( )

( ) .
)!1(!

!1)1(

.........................................

;
!2

)1(1

;1

;1

2
2

1

0

nDD
n

DD

DD

DD

G
Dn

nDGbV

GDDGbV

DGGbV

GbV

−
−+

−=

+
−=

⋅−=

−=

 (8.17) 

Тоді, побудувавши (8.17) у вигляді залежності 

( )nVV nn = , (8.18) 

будемо мати диференційну фрагментарну діаграму. 
Оскільки в (8.18) ii dDVn lnln ≈≈  де iV  і iD  – відповідно 

характерний об'єм і характерний розмір фрагментів фракції, то 
можна вважати ( )nVn  діаграмами розподілу об’єму за 
логарифмом розміру фрагментів, причому великим n  
відповідають менші розміри фракції. 

Інтегральні криві розподілу об’єму можна отримати із 
співвідношень: 

;

;

;

2102

10

0

1

VVVV

VVV
VV o

++=

+=

=

∑

∑

∑

 

......................................................... 

∑
=

=∑

n

i
iVV n

1
, 

(8.19) 

для яких більшим значенням n відповідають менші розміри 
фракцій. 

Як було показано в (8.17), член ряду (8.12) 
підпорядковується залежності 
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( )
( ) !!1

!1
nD

nDan −
−+

= . (8.21) 

Для D = 2 це дає 
( ) 1,1 =nan . (8.22) 

Для D = 2: 
( ) 1,2 += nnan . (8.23) 

Для D = 3: 

( ) ( )( )
21

21,3 ++
=

nnnan  (8.24) 

і т.д., тобто з (8.21) у загальному виді витікає, що для цілих D 
кількість фрагментів даного об’єму jN  підпорядковується 

( )1−= D
j jfN , тобто описується поліномом, старший степінь 

якого на одиницю менше розмірності простору D, що було 
показано раніше в окремих випадках. 

8.5. Інші випадки самоподібного розбиття 
простору RD 

Розглянемо випадок, коли кількість січних площин у 
кожному напрямку неоднакова, а скейлінговий множник – той 
же. 

Наприклад, в просторі 3R  паралелепіпед розбивається 
трьома площинами перпендикулярно осі ОХ, двома площинами 
перпендикулярно осі ОY та одною площиною перпендикулярно 
осі ОZ. Тоді: 

( ) ( )( )( )
.356531

111,
65432

232

GGGGGG

GGGGGGGnf

++++++=

=++++++=
 (8.25) 

Як видно з (8.25), і в цьому випадку фрагментарна діаграма 
( )iGj VN log  має властивості симетрії, аналогічно таблиці 8.4, і у 

випадку ∞→m  відповідає таблиці 8.4. 
Випадки, коли GzGyGx ≠≠  є менш цікавими з погляду 

побудови фрагментарних діаграм, та є більш громіздкими. 
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8.6. Фрагментація руйнування та утворення 
вільних поверхонь 

Енергія, яка підводиться до деформованого твердого тіла, 
витрачається на:  

а) зниження висоти потенційного бар'єра; 
б) підвищення температури осциляторів. 
І перше, і друге призводить до збільшення можливості 

активованих стрибків, що в остаточному підсумку і призводить 
до утворення нової вільної поверхні, тобто руйнування. 

При короткочасному навантаженні, скориставшись 
параболічним наближенням кривої деформування: 

m

B 





=

δ
ε

σσ , (8.26) 

де [ ]1...0∈m . Для m = 0 – ідеальна пластичність, для m = 1 – 
ідеальна пружність. Як показано раніше,  частіше за все для 
ОЦК і ГЦК металів 5,0≅m . 

Тоді питома енергія деформації дорівнює роботі зовнішніх 
сил: 

10 +
⋅

=





= ∫ m

dA B
m

Bp
δσ

ε
δ
ε

σ
δ

. (8.27) 

У перерахунку на один моль це дає: 

( ) rm
aN

A AB
мольp ⋅+⋅

⋅⋅⋅
=

1103

3
0

,
δδ

, (8.28) 

де r = 2 для ОЦК і r = 4 для ГЦК гратки. 
Якби вся підведена енергія пішла на підогрів тіла, то 

прирівнявши (8.28) до TR ∆⋅ , можна отримати в адіабатичному 
наближенні 

( ) Rrm
aN

Т AB

⋅⋅+⋅
⋅⋅⋅

=
1103

3
0δσ

∆ , (8.29) 

де  AN  = 6,022 2310⋅ моль-1 – число Авогадро; 
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а0 – постійна гратки;  
R – універсальна газова постійна. 

Приклад   
Для алюмінієвого сплаву Д16 Вσ = 440 Мпа; δ = 0,18; 

10
0 1005,4 −⋅=a ;  r = 4 (ГЦК). 

Тоді: 

( )
( )

5,63
1031,8415,010

1005,410022,618,010440
33

310236

=
⋅⋅⋅+

⋅⋅⋅⋅⋅⋅
=

−

−

Т∆  К. 

Це – верхня оцінка. 
При підводі до кожного осцилятора енергії kTs≈  

утвориться N частинок (фрагментів) із вільною поверхнею 

2
0

2
0 62 aNSaN ⋅≤≤⋅ , (8.30) 

де  3
0a
rVN ⋅

= ; 

V – об'єм тіла. 
Для стандартних зразків dl 5= . Тоді 

r
aNldV A

3
0

2

4
⋅=⋅=

π
. (8. 31) 

Звідки 

3
0 5

4
r

Nad a⋅=
π

. (8.32) 

При руйнуванні зразка на 2 частини маємо граничні оцінки 
(в адіабатичному наближенні): 

( )
.

110

;
24

2

3

3
0

002

22

2

Rrm
aN

TTTT

ddS

AB

⋅+
⋅⋅⋅

+=+=

=⋅=

δσ
∆

ππ
∆

 (8.33) 

При руйнуванні зразка об’ємом 1 моль на AN  частинок маємо: 
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r
NaS A

N
2
012=∆ . (8.34) 

Це дозволяє одержати співвідношення для проміжних станів: 

( ) ( )NssTsT

N

ii

S
S

Ts
T

∆∆

∆
∆

/ln//ln 22









= . (8. 35) 

(8.35) дозволяє оцінити температуру iT  при утворенні нової 
вільної поверхні is∆  за результатами короткочасних 
випробувань при температурі 0T . 

При механічних технологіях здрібнювання на фрагменти з 
характерним розміром в  (8.35) істотно спрощується: 

( ) 5

3
0

0 1

ln
21
1

0
Krm

a
T

Ts

i B

в
a

Ts
T

⋅+
⋅⋅

+







≈

δσ
, (8.36) 

де 23
5 1038,1 −⋅=k Дж/К – постійна Больцмана. Співвідношення 

(8.36) дозволяє в адіабатичному наближенні оцінити 
температуру iT  після здрібнювання на фракції з характерним 
розміром в матеріалу, що при випробуваннях при температурі 

мав характеристики Вσ  (Мпа) і 






100
%

δ . 

(8.36) зручно використовувати для ОЦК (r = 2) і ГЦК  (r = 4) 
структур. У зворотному випадку необхідно брати 1=r  і 3

0a  – 
об’єм, який приходиться на один атом. 

В таблицях 8.9–8.14 наведена динаміка зміни температури 
фрагментів iТ , отримана із (8.36). Легко побачити, що в 
цікавих, із точку зору технологій здрібнювання, діапазонах 
температура iТ  практично лінійно залежить від логарифма 

розміру фрагментів 






в
1ln - і також лінійно залежить від Вσ . 

При підвищенні температури плавлення sТ  температура 
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фрагментації iТ  також підвищується – приблизно за лінійним 
законом. 

Таблиця 8.9 

Температура iТ  при фрагментації матеріалу Д16  
( Bσ = 440 Мпа; δ = 0,18; 10

0 1005,4 −⋅=a м; Ts= 930 K;  
T0   = 293 K;  r = 4) 

Розмір 
фрагмен-
тів, м 

10-1 10-2 10-3 10-4 10-5 10-6 

TsTi /  0,413 0,459 0,510 0,567 0,630 0,700 

CT o
i ,  111 154 201 254 313 378 

Таблиця 8.10 

Температура iТ  як функція Bσ  (Д16, в=10-3м) 

Bσ , Мпа 100 200 300 400 500 
TsTi /  0,460 0,475 0,490 0,505 0,519 

CT o
i ,  155 169 183 197 210 

Таблиця 8.11 

Температура iТ  як функція розміру фрагментів  
(сталь 40Х; Bσ = 800 Мпа; δ =0,13; T0  = 293 K; 

Ts=1800 K,  r  = 2;  10
0 1087,2 −⋅=a м) 

Розмір 
фрагмен-
тів, м 

10-1 10-2 10-3 10-4 10-5 10-6 

TsTi /  0,217 0,259 0,310 0,371 0,443 0,530 

CT o
i ,  118 194 286 395 526 682 
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Таблиця 8.12 

Температура iТ  як функція Bσ  (сталь 40Х, в  = 10-3 м) 

Bσ , 
Мпа 

300 400 500 600 700 800 900 1000 

TsTi /  0, 
286 

0, 
291 

0, 
296 

0, 
300 

0, 
306 

0, 
310 

0, 
315 

0, 
320 

CT o
i ,  242 252 260 269 277 286 294 302 

Таблиця 8.13 

Температура iТ  як функція розміру фрагментів 
низькоміцного матеріалу 

( Bσ = 10 Мпа; δ = 0,1; T0  = 293 K; 

Ts=500 K; 10
0 105 −⋅=a м) 

Розмір 
фрагмен-
тів, м 

10-1 10-2 10-3 10-4 10-5 10-6 

TsTi /  0,620 0,657 0,696 0,737 0,781 0,827 

CT o
i ,  37 56 75 96 118 141 

Таблиця 8.14 

Температура фрагментації iТ  як функція температури 

плавлення Ts  ( Bσ  = 400 Мпа; δ = 0,1; 10
0 104 −⋅=a м;  

310−=в м;  T0  = 293 K) 

Ts , К 400 600 800 1000 1200 1400 1600 
TsTi /  0, 

919 
0, 

691 
0, 

565 
0, 

483 
0, 

425 
0, 

382 
0, 

347 
CT o

i ,  95 142 179 211 238 262 283 
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 8.7. Енергонасичення та дискретність 
 руйнування 

Як було показано вище, за основними змінними простору 
Журкова { }T;;τσ  – за напругами, часом до руйнування і 
температури  –  існує макроквантування. 

Аналогічні макродискретні явища виявлені і для похідних – 
довжин і швидкостей тріщин. Дані явища не описуються 
підходами як механіки суцільного середовища, так і квантової 
механіки. 

Покажемо, що частково прояви макродискретності можуть 
бути змодельовані в рамках запропонованої синергетичної 
моделі руйнування. 

Відомо, що практично будь-яка нелінійна динамічна система 
має притягувальну множину – атрактор. Для заданого значення 
керуючих параметрів дана нелінійна система на заданому 
проміжку часу [ ]∞;0  стягує щільну множину початкових умов 

[ ]max
0

min
00 ...rrr rrr ∈  у набір топологічних підмножин меншої 

розмірності. Наприклад, одномірне нелінійне відображення 
Пуанкаре : 

2
1 ii xx −=+ α  (8.37) 

для заданого значення керуючого параметра [ ]40,1...0∈α  при 
будь-якому 

2
411

0
α++

<x  (8.38) 

при ∞→i  стягує щільну множину початкових умов (8.38) у 
кінцеве число дискретних точок: при 75,00 << α – в одну 
точку, при 25175,0 <<<α  – у дві точки, при 37,125,1 << α – в 
чотири точки і т.д. Це дозволяє стверджувати, що якби при 
заданому const=α  кожний елемент стохастичної нелінійної 
системи з ∞→N  елементів описувався (8.37), то при 
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безперервній множині ONX , що задовольняє (8.38), після   
∞→i  ітерацій значення ∞NX  належали б деякому наборові 

ізольованих дискретних підмножин! 
Такий уявний експеримент дозволяє реалізувати 

макродискретність стану в стохастичній нелінійній системі, що 
складається з досить великого числа елементів по будь-якій із 
перерахованих змінних ...}.;;;;{ iVlTτσ  

Раніше нами було показано, що цей же принцип може бути 
використаний не тільки в топологічних, але й у фізичних 
просторах для ряду інженерних задач. 

Наприклад, у просторі R2 була запропонована методологія 
побудови нелінійних універсальних орієнтаторів для 
роботизованих виробництв. 

Стосовно до руйнування, як показано вище, це дозволило 
вивести співвідношення для оцінки енергії активації: 

0
0

1ln
τskTU ≅ , (8.39) 

яка підтвердила єдність 0U , при руйнуванні окремого зв'язку і 
макросистеми.  Дане співвідношення дозволило довести єдину 
природу процесів механічного руйнування (механічних 
технологій фрагментації) і плавлення, як активованих стрибків 
через потенційний бар'єр,  передбачену раніше з інших позицій 
у роботах І.А. Одінга, В.С. Іванової, Убеллоде. 

Відрізняє плавлення і механічну фрагментацію тільки різна 
ймовірність активованих стрибків. 

Так, при наближенні до температури плавлення твердого 
тіла вірогідність W активованого стрибка за кожний період 
теплових коливань осцилятора прямує до одиниці ( )1⇒W . Це 
означає, що можна дати нове визначення плавлення 
конденсованого середовища як явища, при настанні якого 
кожний осцилятор за час 0τ≈  може змінити своє положення з 
ймовірністю, близькою до одиниці. 

При механічному ж руйнуванні (механічних технологіях 
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фрагментації) конденсованих середовищ неможливо домогтися 
такої енергонасиченості, щоб стрибок кожним із осциляторів 
здійснювався за час 0τ≈ . Принаймні, дотепер усі спроби 
домогтися руйнування за час порядку 10–12...10–13 с 
експериментально не увінчалися успіхом. Рівняння Журкова 
підтверджується експериментально аж до часів 10–6 с. При 
подальшому збільшенні інтенсивності навантаження процес 
руйнування здійснюється по динамічній гілці, тобто при як 
завгодно великому зовнішньому навантаженні час руйнування 
практично не змінюється і дорівнює 610−≈ с. У чому причина? 
Чому не вдається в механічних технологіях фрагментації 
домогтися такої енергонасиченості, щоб 1⇒W  за час 1310−≈  с? 

На нашу думку, причина полягає у принциповій відмінності 
векторів підводу енергії в цих двох процесах (рис. 8.5) – 
хаотично спрямованих у випадку теплового підводу енергії й 
упорядковано спрямованих при механічному навантаженні. 

 

Рис. 8.5 

На нашу думку, саме ця відмінність, незначна мала при 
великих термінах до руйнування, набуває істотного значення 
при наближенні до динамічної гілки: хаотичні вектори потоків 
підводу енергії в меншій мірі сприяють швидкості 
самоорганізації ангармонічних осциляторів. Це дає можливість 
запасти гігантську енергію в гратці до втрати нею стійкості, 

skΤ≈ на кожний зв'язок при тепловому підводі енергії. 
У той же час упорядковано спрямовані вектори потоків 

енергії при механічному навантаженні істотно збільшують 
швидкість синхронізації ангармонічних осциляторів, що і 
призводить до втрати стійкості гратки в зоні руйнування при 
значно меншій енергонасиченості кожного осцилятора, ніж у 
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випадку теплового навантаження. 

8.8. Комп’ютерне  моделювання  
       макродискретних явищ 

Руйнування, як фізичний процес, розігрується в 
тривимірному просторі { }στ iiT – "температура – час – напруга". 
Це дозволяє розглядати даний фізичний процес як твердофазну 
реакцію арреніусовського типу і у випадку стаціонарних 
керуючих параметрів (температура і напруга) описувати 
граничну поверхню рівнянням Журкова. 

Була запропонована модель, що дозволила для системи 
осциляторів із періодом власних коливань 0τ≈ одержати 
аналітичну залежність висоти бар'єра U0 від термодинамічних і 
фізичних параметрів макросистеми [21]. 

Таким чином, на користь синергетичної моделі руйнування 
говорять макродискретні явища, комп'ютерні експерименти на 
нелінійних системах, а також наведені вище порівняння 
термоактиваційних параметрів. 

Проте дотепер у даному ланцюзі доказів відсутня, 
принаймні, одна ланка: безпосереднє спостереження у 
фізичному або комп'ютерному експерименті ефектів синергізму 
в руйнуванні конденсованих середовищ. 

Всі відомі роботи, присвячені синергетиці руйнування        
[1–11], засновані на інтерпретації отриманих 
експериментальних даних за допомогою підходів і моделей 
синергетики. Це викликає неоднозначність трактувань і може 
бути використане як "за", так і "проти" концепцій синергетичної 
моделі руйнування. Потрібні безпосередні докази, експерименти 
"in sito". 

За такі докази могли б бути, наприклад, характеристики 
мессбауеровських спектрів у процесі навантаження на всьому 
проміжку – від початку  навантаження до руйнування. Ідея 
таких експериментів інтенсивно обговорювалася В.П. Шестако-
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вим (КазДУ), П.В. Фабричним (МДУ) і автором у 1990–1991 рр. 
Проте наступні політичні події, припинення фінансування по 
лінії ВПК не дозволили її реалізувати. 

Паралельно автором із невеличкою групою аспірантів і 
здобувачів (М. Гречаник, С. Собкович, А. Громовий) розробля-
лася ідея комп'ютерного моделювання руйнування динамічних 
систем ангармонічних осциляторів. 

На рис. 8.6 наведені результати такого моделювання за 
циклічним навантаженням ангармонічних ланцюжків. 

 
Рис. 8.6.  Крива втоми ангармонічного ланцюжка 

при а* = 0,27, Δ  t = 0,01 

За модельний об’єкт обрано ангармонічний ланцюжок, що 
складається із N осциляторів ( 2000...20∈N ). Взаємодія між 
сусідніми осциляторами визначалася із співвідношення: 

( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]3
1111 +−+− −+−−−+−= iiiiiiii xxxxDxxxxCFi , 

де С, D – лінійна і нелінійна пружність зв'язків між 
осциляторами. N-й осцилятор ланцюжка сполучений пружиною 
з нерухомою підставою, а перший осцилятор рухається по 
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заданому закону у випадку жорсткого навантаження ланцюжка 
або сприймає зовнішнє навантаження ktPPP a sin0 ⋅+=  у 
випадку м'якого навантаження. 

 
Рис. 8.7.   Крива втоми ангармонічного ланцюжка 

при а* = 0,27, Δ t = 0,001 

Початкове положення кожного із  осциляторів задається 
вектором початкових умов за допомогою генератора випадкових 
чисел із заданого діапазону. Колосальною перевагою 
комп'ютерного моделювання є можливість багатократного 
повторення тих самих початкових умов! 

"Руйнуванню" ланцюжка відповідав момент часу, у який 
відстань між будь-якими двома сусідніми осциляторами 
перевищувала заданий розмір: *aai ≥ , де a* – критична 

деформація ділянки ланцюжка. 
Система 2N нелінійних диференціальних зв'язаних рівнянь 

вирішувалася чисельно. Дисипація вводилася стиском 
швидкості i-го осцилятора після j-тої ітерації ijji VkV ⋅=' , де      

k < 1. 
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Як видно з рис. 8.6, крива втоми має тенденцію до 
збільшення τln , де τ – час до руйнування, при зниженні σ , 
тобто якісно повторює закономірності фізичного експерименту. 
При цьому крива втоми розпадається на дискретні підмножини 
довговічностей при безперервній зміні навантаження в повній 
відповідності з даними [15, 16]. 

Вищевикладене дозволяє констатувати, що отримані 
результати комп'ютерного експерименту підтвердили 
фрактальну природу руйнування. 

Що витікає з даних комп'ютерних експериментів? Чи 
отриманий нарешті той самий "шостий доказ"? Очевидно, на всі 
100 % говорити про це рано, тому що поки досліджено тільки 
ідеальний об’єкт – ангармонічний ланцюжок малої довжини. 

Проте отримані результати, на нашу думку, підтверджують 
слушність шляху пояснення феномена макродискретних явищ у 
механіці руйнування і допомагають розкрити й осмислити 
природу такого непростого явища, як руйнування. 
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