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We generalize the known Schmidt lemma to the case o f a linear bounded normally solvable operator on 
an in fin ite  dimensional Bunach space that is n- or d-normal with the assumption that the kernel and the 
image of the operator have complements in the space.

Узагальнено відому лему Шмідта на випадок лінійних обмежених нормально розв’язних опера­
торів у нескінченновимірних банаховых просторах, які є n- або d-нормальними. Припускається, 
що ядро й образ оператора доповнювані в цих просторах.

Лемма Ш мидта [1] наиболее полно изучена и ш ироко применяется для обобщ енного 
обращ ения линейных ограниченных нормально разреш имы х операторов, являю щ ихся 
фредгольмовыми (с ненулевыми ядрами), в виде так  называемой конструкции Ш мидта 
j2(. Ее аналог для нетеровых операторов в конечномерных банаховых и гильбертовы х 
пространствах рассмотрен в [3].

Целью  данной работы  является доказательство утверждений, обобщ аю щ их лемму 
Шмидта на случай линейных ограниченных нормально разреш имы х операторов, явля­
ющихся п- или ^-нормальными и действующих в бесконечномерны х банаховых прост­
ранствах.

П остановка задачи. Пусть L — линейный ограниченный нормально разреш имы й опе­
ратор. действующий из банахового пространства В[ в банахово пространство ЕС. Обо- 
шнчнм через dim У [1 .) =  р  и dimA"(Z*) =  и размерности нуль-пространств оператора 
Ї. и ему сопряженного L * соответственно. По классификации С. П Крейна [4] норм аль­
но разреш имый оператор L является п-нормальным. если р  конечно, а и бесконечно, и 
•/'-нормальным, если, наоборот, р бесконечно, a v  конечно.

Если L ■ В | —’ В 2 — линейный ограниченный n -нормальный оператор, то  будем 
предполагать, что его образ R {L) дополняем [5] в пространстве ЕС- т. е.

В> = Y  & R (L ), (1)

а если L : В , —* Вг — линейный ограниченный d-нормальный оператор, то его ядро
.V 2 дополняемо в пространстве В  і , т. е.

В \ =  N{ L)  © X .  (2)

Основной результат. Проведем все рассуждения сначала для п-нормальных операто­
ров Подпространство N{L)  вследствие конечномерности (р <  со) имеет полную сис­
тему базисных элементов {/,}f=1 С N ( L ) , f t =  col ( / / 1\  /,(2). П усть пространство
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В 2 имеет базис. И звестно [6, с. 131], что такж е имеет базис. Следовательно, под­
пространство N*( L)  с  В?; имеет полную систему базисных элементов (функционалов)

Ш Ш і  с  = c o l ( ^ 1, (-):<pi2)( - ) . ^ 3)( )-- -)- Для элементов {/,}f= I и ф унк­
ционалов {y>s(-)}^j существуют сопряженно биортогональные [7] система ф ункциона­
лов {yj( )}j_.A С В ]. 7 у (•) =  со1(7^ (•),7^2)(•)• 7j'J' ( ’) — ) и полная система элементов

с  В 2. щ  = со1(^[1).іДд2, .у.’[ . . . . ) .  Заметим, что каждый из функционалов 
{ j (1)};■=і • определенный на подпространстве N ( L )  с  B j (по теорем е Х а н а -Б а н а х а ), 
м ож ет бы ть продолжен, с сохранением нормы, на все пространство В ] .

О бозначим через

X  = ( / ь / а , - Г ( - )  = (у ,(-)-72( ) . I ■) і,т
(3)

соответственно (ос X /і)-, (// X ос)-. (ОС х ос)- и (ос х эс)-мерные матрицы, причем Г(А') =  
=  £),. Ф(Ф) =  Е ж. Е Е ъ с  — единичные матрицы.

О ператор проектирования Р \  |  ̂ : В  і —* N( L)  построим по формуле

ЛД/ДІ = ЛТ(-). V S ( L ) - B X В\

Для построения оператора проектирования Р у  : В -2 —* В -2 поступим следующим 
образом. Определим последовательность проекторов

V - (4)

пространства В 2 на подпространства У, Z У  натянутые на элементы {тд }[= ]-

Лемма 1. П оследоват ельност ь (4) проект оров P Y {j, сильно (пот очечно) сходит ся  
к проект ору

Ру(-)  — ФФ( ) =  lim ФуФ,(-), Р у  : В '2 — У
J - X

где Y  с  В_> — бесконечномерное пространст во, нат янут ое на полную  систему элем ен­
т ов

Доказательство. Согласно определению сильной сходимости по норме пространства 
В 2. с учетом определения матриц Ф и Ф  имеем

\ \ V y y - P Yjy\\ = !
*=1 4=1

^ 2
4=J+1

-  5 Z  il^ (y )b v || vy Є У С B-J
4=j+l

Величина ІІС4(?/)У'4ІІ стремится к нулю при j  —* ос как остаток сходящегося ря­
да •Рї ІуУЩ разлож ения элемента у  е  У по системе элементов А так  как
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функционалы { p /(- )} jii  продолжаемы с сохранением нормы на все пространство В 2, то
E f l j +1 llTd.yH'di —' 0 при j  эс для лю бого у € В ,

Лемма докатана.
П окаж ем , что именно построенные проекторы  разбиваю т пространства В ] и В 2 на 

взаимно дополняющ ие подпространства по ф ормулам ( 1 ), (2 ).

Лемма 2. О перат оры  Р л-(L) 11 Р у  являю т ся ограниченны ми проект орам и в бана­
ховым прост ранст вах  В  і и В > и разбиваю т  их в прямы е суммы зам кнут ы х подпро­
странст в по формулам (1), (2).

Доказательство. П режде всего докажем, что операторы  'Pn (L) и Р у являю тся проек­
торами, т. е. удовлетворяю т условиям P%[L) =  P n (L)' Р у  = Ру-  определяю щ им проек­
торы

Px(L)(-) = P s  L Р у  I- ")1 = АТ(ЛТ(-)) ХГ(Х)Г(.)  -  ХГ(-)  =

так как Г(Л') = Е „ . и

p p . .  = PylPy(-))  =  фф(фф(.)) = ФФ(Ф)Ф(.) =  ФФ(у-) =  Ру(-), 

гак как Ф: Ф = Е,..
Таким образом , проекторы  Рдг(£) и Р у разбиваю т пространства B j и В 2 в прямые 

топологические суммы замкнутых подпространств:

в  1 =  N  CP.v,L) ) © я  ( Р у щ ), В 2 = А" { Г у ) ф  R { V y ) .

Далее покажем, что

N ( L )  =  Я ( Р т ,), R ( L )  = N ( V y ),
(5)

Y  = R ( V y ) .  X  = N ( P N{L)).

Поскольку / .Р у  / г =  Т Л Т (х) =  0 .x  Є В ; то  Л  (Pjv(L)) с  jV (Т). Пусть х € N  {L),  
тогда ./ =  Л'с. Применив к последнему равенству матрицу функционалов Г, получим 
с: =  Г(х). т. е. .с =  Л Т (х). Значит, х =  Т \ щ х  и х  Є Я (Рддл))- Таким образом, N{ L )  С 
С R  {P.Y(/,і) и первое равенство из (5) доказано.

П оскольку V y L x  =  ФФ(Тс) — Ф (1жФ)(с) =  0 ( p s — базисные векторы  нуль-прост­
ранства оператора L*), то R ( L )  С Л7 ( Р у ). С другой стороны, если у  є  ;V (Р у ), то

V y y  = ФФ (у) =  0,

т. е. p,s(y) =  0, s -  1,2, . . . . э с .  А  это в силу нормальной разреш имости оператора L  
означает, что у є  R{L) .  Значит. N  (Р у ) С R ( L )  и доказательство второго равенства из
(5) заверш ено.

Третье и четвертое равенства из (5) доказы ваю тся аналогично.
Таким образом, проекторы  Р..у(і) и Р у  разбиваю т банаховы пространства В\  и В 2 в 

прямые суммы замкнутых подпространств по ф ормулам  ( 1 ), (2 ).
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О граниченность проектора Рддь) следует из его конечномерности, а проектора Р у  
— из дополняемости образа ЩЬ)  оператора L  [8].

Лемма доказана.
П оскольку системы базисных элементов {<£>(•).,}£=1 С В \  нуль-пространства N( L*)  и 

элементов {Фа} }  С У' С В 2 сопряженно биортогональны 4.4 <.'*•} =  4а - между ними 
существует взаимно однозначное соответствие. Следовательно, подпространства N[L*)  
и Y  изоморфны  и имею т одинаковые размерности. dim AT( i ’F) =  dim V. Вследствие того, 
что // конечно, а и бесконечно, можно установить изоморфизм между .V(L } и некоторы м 
подпространством Y\ с  Y.

Построим этот изоморфизм.
О бозначим через

Щ )  =  и ф =  ........ '••,,) (6)

соответственно (// х ос)- и (ос х //)-мерные матрицы, составленные из р  строк и столбцов 
матриц Ф и Ф соответственно. М атрица Ф составлена из системы элем ентов {t /, }£ і © 
С {<-4 }^ j ■ на которую натянуто подпространство Уф а матрица Ф — из функционалов 
{^,s}s=i С ( 4 .,}^4]. которы е удовлетворяю т соотнош ению  Ф(Ф) =  E fl. Линейный огра­
ниченный обратимый оператор J  : N ( L )  —> Y\  С Y.  осуществляющ ий изоморфизм  X(  L ) 
на У|. и ему обратны й J - 1  : Id —> N  (L ) построим по формулам

./(•) =  ФГ(-), ( - ) e N ( L ) .

J - ' ( - )  = Х Ф ( ) ,  (■) Є Уф

П о теореме Х а н а -Б а н а х а  каждый из линейных функционалов л, с сохранением нор­
мы может бы ть продолжен на все пространство B i. а каждый из линейных ф ункцио­
налов 4 S — на все пространство Во. В связи с этим обозначим расширение оператора 
J  : N ( L ) —- Y  на все пространство B i через Р у , . а расширение ему обратного .7 1 на 
пространство Во через Р  syi,)- т- е -

P Yl{-) = ФГ(-), (•) є  в и

TV(L)(') = ХФ(-).  (•) є  В 2.

Использовав обозначения (6), проектирую щ ий оператор : B j — і ’і С У' опреде­
лим по формуле

7V,(-) =  ФФ(-).

Этот оператор разбивает подпространство Угв прямую топологическую  сумму подпрост­
ранств

У  =  УІ © У2, (7)

где У'о =  Ру,  В 2 =  {Ру — Ру,  )Вг и является ограниченным.
Для класса нормально разреш имых операторов, являющихся n -нормальными, дока­

жем утверждение, аналогичное лемме Шмидта.
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Лемма 3. Пуст ь  £  : В і —> В 2 — линейны й ограниченны й п-норм альны й операт ор , 
причем образ R.(L) дополняем  в прост ранст ве  В 2- Тогда оператор L =  L + 7Д\ имеет  
ограниченны й левы й обрат ны й

L ,~ l = (L + V Yl ) f l .

О бщ ий вид обрат ны х слева операт оров Lj 1 определяет ся ф орм улой

Ч  ' = Ьц  11в2 -  Р у2).

Доказательство. Пусть L — п-нормальный оператор. Для обратимости слева опера­
тора 7. необходимо и достаточно, чтобы [9]:

а) к с г ї  =  {()}:
б) линейное многообразие R\ L ) являлось подпространством, имею щ им прямое до­

полнение В В 2
П окаж ем, что ker L = 61}. Предположим, что существует .т0 ф 0. :с0 Є B b  такое, что

L -  Ру иг., = — Ф Г (.с,)) = 0.

Очевидно, что U-,. б В  І ' ,  а ид определения оператора Ру-! следует, что Ру. .г0 є  У: с  
.. V Но подпространства Ri L '  и У взаимно дополняю т друг друга до всего пространс­
тва В> следовательно. R[ L,  f ]  У =  {0}. т. е. они имею т только один общий элемент 
-■ нулевой. Таким образом. L.iu = П и Р у , ./о =  0. Из этого следует, что лц є  AT[L) и 
.і о Є А і Р У) і с  .V. Но подпространства A’(Ll и X  такж е взаимно дополняю т друг друга 
до пространства B y  следовательно. A T I ; f")X  =  {()}. Отсюда следует, что .г,, =  0.

Дополняемость образа R\ L  ) в пространстве В 2 следует из (7) и дополняемости под­
пространства Г![ L )

В 2 = Ri L-  \ У| : V2 =  R( L)  © у2. (8)

Следовательно, оператор L имеет левы й обратный оператор. О ператор I. о существ 
ляеі взаимно однозначное соответствие банахова пространства B i  на подпространство 
В 2 У-к тогда по теорем е Банаха [10] оператор L t 1 ограничен. И звестно [9. с. 61]. что 
если оператор проектирования V  имеет свойство R{V)  =  R(L) .  то общий вид левых 
обратных операторов имеет представление L/0 V.  Как следует из (8). такое свойство 
имеет оператор I&,  -  Ру.,. т. е. Я (1 в , -  Р у.) — R{L) .  значит, общ ее представление ле­
вых обратных операторов можно записать в виде

Ч  ' “ Ч, Vb2 -  Т>у2 ).

Лемма доказана.

Замечания. 1. Если dim ker L  < dim ker L* < 00, т. e. L  — нетеров операзюр отрица­
тельного индекса, то лемма 3 переходит в лемму 2.4 [3. с. 47].

2. Если dim ker L ~  dim ker L* = n < ос. т. e. L — ф редгольм ов оператор ненулевого 
индекса, то лемма 3 переходит в лемму Ш мидта [2. с. 340].
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Пусть теперь L ■. В] —> В-} — линейный ограниченный А норм альны й оператор. В 
этом случае подпространство N( L)  бесконечномерно (ц = ос ), а подпространство N ( L *} 
конечномерно (// < ос). Пусть пространство В] имеет базис. Следовательно, N ( L )  т а к ­
же имеет базис. Пусть С  N( L )  — полная система базисных элементов. П одпро­
странство N( L*)  имеет конечномерный базис (*>e}s=i С A' {L' ) .  Для элементов { / ,}.х • 
и функционалов существуют сопряженно биортогональные [7] система ф ункци­
оналов С В} и полная система элементов { гд }£=1 с  В 2. Каждый из ф ункцио­
налов п {у .*}^,. определенный на подпространстве АЗL)  С B i и V с  В 2 (по
теорем е Х а н а -Б а н а х а ), может бы ть продолжен, с сохранением нормы, на пространства 
B i и В 2 соответственно.

А налогично (3) обозначим через

А' =  (f i -f -2 f s  )• ! (• )  — ("I (•)• УДО ---- -1 ■

ф(-) =  (y l(-). у>2(-)........у Л- ) ) Г- Ф =  (<••!. t '2......... •

соответственно (ос х х  )-. ( х  х х ) - .  (у х ос)- и (ос х г/)-мерные матрицы, причем Г(А') =  
— £ Д . Ф(Ф) =  Е„. ЕД. Е„ — единичные матрицы.

Для построения оператора проектирования P Y(/.) : В\  — Л L определим последо­
вательность проекторов

Р Л . :/ ■:•) ЛМУ-). г =  1 .2 .3 ........ (9)

пространства В\  на подпространства N-,(L) нуль-пространства .V L

Лемма 4. П оследоват ельност ь (9) проект оров  Р у  -ч/ > с іи ьн о  іт чіт чечно) сходит ­
ся к  проект ору

Р \(1 ■ (■) =  АТ(-) - И т  Л';Г,-( ). 7>х а , : В , -  .V L . (10)
I—ОС

Доказательство проводится аналогично доказательству леммы 1.
О ператор проектирования Р\ : В 2 —► У пространства В 2 на подпространство У 

определим по формуле
Р у ( )  = ФФ(-) (І1)

Для операторов проектирования (10) и (11) справедливы утверждения леммы 2. 
П оскольку р бесконечно, а у конечно, можно установить изоморфизм между Л’і (L ) с  

С N( L)  и Y. ’
Построим этот изоморфизм. Обозначим через

X = (7,.72.............. / J .  Г(-) = (-,(•).7,(.) - д - п г (12)

соответственно (ос х і/)- и (у х  х )-м е р н ы е  матрицы. Тогда линейный ограниченны й обра­
тимый оператор ,J : N \ ( L ) —*■ У. осущ ествляющий изоморфизм А'ДЕ) на У. и ему обрат­
ный J - 1  : У —* N\ (L) построим по формулам

./(•) = ФГ(-). ( - )€ lV i (L ) .
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=  Х Ф ( ) ,  (•) Є Y.

М атрица X  составлена из и столбцов матрицы X.  а матрица Г( ) — из функционалов
матрицы Г( ). которы е удовлетворяю т соотнош ению  Г(Л ’) =  Е и.

О бозначим расширение оператора J  : X ( L )  —<■ Y  на все пространство В х через Т у ,  а 
расширение ему обратного , / - 1  на пространство В 2 — через T Nl (L), т. е.

Ту(-) = ФГ(-). (■) е ви

P.W iLi(-) =  ^Ф (-). (•) є  В 2.

П о аналогии с (11) проектирую щ ий оператор P Vlii) : B i  —> N\ {L)  С N( L)  определим 
по формуле

v s  L 1-І =  ХТ( - ) .  (13)

Этот оператор ограничен и разбивает подпространство N( L)  в прямую топологическую  
сумму подпространств

Д і ї ;  =  Д 'і. L z  X  2 L, .  Xi {L)  = V n 2(L) В ь  (14)

где T  \z,. / = V \ і  -  T \ .  і  — ограниченный проектор.
Для класса нормально разреш имых операторов, являю щ ихся (i-нормальными, дока­

жем утверждение, аналогичное лемме Шмидта.

Лемма 5. П уст ь L : Вх — В 2 — линейны й ограниченны й d-нормальны й оператор, 
причем ядро N (L) дополняем о в прост ранст ве  B i .  Тогда операт ор L — L +  Т у  имеет  
ограниченны й правый обрат ны й

L , : 1 = Ч + Т у ) 7 \

О бщ ий вид обрат ны х справа операт оров L Fq 1 определяет ся ф орм улой

L ~ l -  l / в  -  V n ,AL)) L - \

Доказательство. Для обратимости справа оператора L  необходимо и достаточно, что­
бы [9]:

а) R( L)  =  В 2;
б) подпространство N{ L)  имело прямое дополнение в В ^
Из второго равенства в (5) имеем R( L)  = N ( T y ) ,  т. е. условие R( L)  = В 2 эквивалент­

но условию
Ту{-) = ФФ(-) =  0.

П оскольку система элементов {̂ >8К =1 линейно независима, то  последнее соотнош ение 
будет иметь место тогда и только тогда, когда все {у^}.9=1 =  0. А  это, в свою оче­
редь. означает, что нуль-пространство сопряженного оператора является нулевым, т. е.
N( L*)  =  {0}. ' '
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П окаж ем , что N{ L  *) =  {0}. Пусть существует функционал Yo Ф 0, Є такой, 
что L = (L + Ру)*Фо =  0. С учетом определения оператора V y  имеем

L'tpo = - Ру ї ро .

Применив функционалы L*ipo є  В ] и V Y к матрице X , получим: с одной стороны,

( L V o ) W  =  <Ро ( L X )  = 0.

так как L X  =  0, а с другой —

Г у Ы Х )  =  щ { Г у Х )  = v o ( * ) T ( X )  = Л (Ф).

поскольку Г (Х ) =  5іГ  Так как система элементов {г;'! }‘/=1 линейно независима, равенство
^о(Ф) =  0 возможно только при і̂ о =  0. П олученное противоречие доказывает, что
N{ L  *) = {0}. а это, в свою очередь, означает, что R( L)  =  В 2.

Дополняемость нуль-пространства N( L )  следует из определения проектора
(13) и разбиения (14) нуль-пространства N( L )  оператора L.

Известно [9. с. 62]. что если оператор проектирования V  имеет свойство N ( V )  =
= N ( L ), то общий вид правых обратных операторов имеет представление V  Ь т \  Как
следует из (14), такое свойство имеет о п е р а то р /в , -  Р \ , :. т. е. A''(/Bl -  =  X( L) .
значит, общ ее представление левых обратных операторов можно записать в виде

краМис

L - 1 = (7Ві І І , " 1-

Лемма доказана.

Зам ечание 3. Если dim ker L* <  dim кет L <  эс. т. е. L — нетеров оператор полож и­
тельного индекса, то лемма 5 переходит в лемму 2.4 [3, с. 47].
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