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ЗА ГА Л ЬН И Й  В И Г Л Я Д  п —  Н О РМ А Л Ь Н И Х  ТА d -  Н О РМ А Л Ь Н И Х  
ОПЕРАТОРІВ У Б А Н А Х О ВО М У  П РО С ТО РІ

Доведено теореми про загальний вигляд нормально розв’язних операторів у банаховому 
просторі, які є п — нормальним и та d— нормальними. Ці теореми є узагальненням теореми 
Ф. В. Аткінсона про загальний вигляд нетерових операторів.

The paper presents on the general viev of normally solvable operators in the Banach space 
which are n — normal and d— normal. The above theorems are a generalization of F. V. Atkinson’s 
theorem on the general view of the Noether operators.

Відома теорема С. M. Нікольського [1] 
про загальний вигляд фредгольмових опе
раторів у функціональних просторах тісно 
пов’язана з конструкцією Е. Шмідта [2], яка 
дозволяє знаходити узагальнено-обернений 
оператор до фредгольмового. Використову
ючи теорему Ф. В. Аткінсона [3] про загаль
ний вигляд нетерових операторів у банахо- 
вих просторах, у [4] запропоновано констру
кцію для узагальненого обернення нетеро
вих операторів. У цій роботі доведено теоре
ми, які узагальнюють теорему Ф. В. Аткін
сона на випадок нормально розв’язних опе
раторів у банахових просторах, що є п — та 
d— нормальними.

Постановка задачі. Нехай L лінійний
п —

d—
нахового простору В і у банаховий простір 
В 2. Позначимо через dim N (L) =  ц та 
dim N (L*) = v розмірності нуль-просторів 
операторів L та спряженого до нього L*, 
відповідно. За класифікацією С. Г. Крей-

L —
п—норм^ьний, якщо ц = п скінченне, a v 

d—
паки, ц — нескінченне a v = d скінченне. 

Якщо L : В 1 ^  В 2 — лінійний обмеже- 
п —

N (L)— скінченновимірне і, внаслідок цьо
го, доповнювальне [6] у банаховому просторі 
В ь  а відносно об разу R(L)  припускатимемо 
що він доповнювальний у просторі В 2, при- 

В 2

Якщо L : В 1 ^  В 2 — лінійний обмежений 
d— нормальний оператор, то ядро N (L*) — 
скінченновимірне і, внаслідок цього, підпро- 
стір Yl С В 2, який є ізоморфним нуль- 
простору N (L*), буде доповнювальним у ба- 

В2 N(L)
припускатимемо, що воно доповнювальне у

В1, В1
Таким чином, в обох випадках виконуються 
рівності

Ві =  N (L) 0  X L,
(1)

В 2 =  Yl 0  R(L).

N(L)
R(L) L
узагальнено оборотним і існують обмежені 
проектори [8, 9] P N(L) та PYl , які індукують 
розбиття банахових просторів В 1 і В 2 у пря
мі топологічні суми (1), замкнених підпро- 
сторів N (L) та X L і Yl та R(L),  відповідно; 
PN(L) : В 1 ^  N ( L ) , PYl : В 2 ^  YL■ Очеви
дно, що узагальнено оборотний оператор є 
нормально роз’язним.

X 1
X 2

В
кількість різних доповнень X 2. З кожною 
парою взаємно доповнювальних підпросто- 
рів пов’язаний обмежений проектор PXl ■ 
Норма проектора може служити оцінкою 
"якості" доповнення. Чим більше \\'Рх1 І, 
тим "гірше"доповнення. Загальний вигляд

В
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Оператори Vv (j) переводять простір B 2 в
yl

(j)підпростори У Д  С Yl , котрі натягнуті на 
елементи [фк}fc=D 3  яких складена матриця 
j  Послідовність (3) oneраторів V y (j) збіга
ється на кожному елементі у Є В 2, як послі
довність наближень розвинення елемента у 
за базисом [фк}^=і- Тоді за наслідком з тео
реми Банаха-Штейнгауза [6, с. 21] рівністю

V yl У =  lim VY(j) у =j ^ ^  Y L

підпростір X 1 наводиться у лемі А. Собчика
і я

Надалі простір лінійних обмежених уза
гальнено оборотних операторів, які діють з 
банаховою простору В 1 у банаховий простір 
B 2 G I(B i, В 2).

У цій роботі поставлено наступні задачі: 
довести теореми про загальний вигляд опе
раторів G I(B 1, В 2), які є п — та d— нормаль
ними.

Основний результат. Спочатку розгля
немо випадок, коли L — п —нормальний опе
ратор. Позначимо через [ f i}rj=1 С N (L) і 
Д Д Д Д  С N (L*)— базиси нуль-просторів 
N (L) та N (L*), відповідно. Для елементів 
[fi}'i=1 і функціоналів Д Д Д Д  існують, 
відповідно, спряжено біортогональні [10] си
стема функціоналів [yj(•)}'j=1 С N *(L) С B1 
та повна система елементів [фк }]:= С B 2. 
За теоремою Гана-Банаха кожен з функціо
налів [Yj(•)}1j=1, який визначений на підпро- 
сторі N (L) С B 1, може бути продовжений,

B 1
а кожен з функціоналів Д Д Д Д  — на весь 

B 2
Далі позначимо матриці:

X  = ( f 1 , f 2 , . . . , f n ) ,
г  (•) = (Y1(^,Y2(y - - - , Y n t )) 
Ф(•) =  (Г1 О ^ О ^ ^ Г к  О,  
E = (ф1,ф2, ■■■ ,фк ,■■■)

T

.)T (2)

де Г ( X ) = En, Ф(Е) = Ею, En , Eж— одини
чні матриці.

Визначимо оператор V n (L) : В 1 ^  N (L)

V N  (L) X Х Г (x),  Yx  Є В1.

Vy (j) У = EjФj (У) j  = 1, 2, З, (3)

lim EjEj (у) = ЕФ(у)
j

визначається лінійний неперервний, а отже 
обмежений оператор VYl : В 2 ^  YL, де 
YL— підпростір, який натягнутий на елемен
ти [фк}ю=1 • Оператop VYl породжує розклад 

В 2

В 2 =  N  (Vyl ) ® R (V yl ).

Л ем а  1. Оператори V n (L) і VYl є обме
женими проекторами у банахових просто- 

В 1 В 2
ми замкнутих підпросторів за формулами
(І)-

Доведення. Безпосередньо перевіряючи, 
легко встановити, що оператори V n (L) і VYl 
є проекторами, тобто задовольняють умо
вам V n (L) = V n (L), VYl = VYl .

Обмеженість проектора V n  (L) випливає з 
доповнювальності [8] нуль-простору N (L), 
внаслідок його скінченновимірості, а обме
женість проектора VYl з  доповнювальності 
образу R(L)  оператоpa L за припущенням. 

Далі покажемо, що:

Оператор V n (l ) породжує розклад простору 
В 1

В 1 =  N ( V N (L)) ® R( V N (L)).

Визначимо оператор VYl : В 2 ^  YL . Для 
цього розглянемо послідовність операторів

1) N  (L) = R  (Vn (l ) ),
2) R (L) = N  (Vy l),
3) У = R  (Vy l ),
4) X  = N  (Vn (L)).

(4)

де Ej — матриця, яка складена з j  елементів 
матриці E, a <Ej — матриця, яка складена з j  
елементів матриці Ф таких, що <Ej (Ej) =  E j ,

Ej

Оскільки L Vn (L)X = L X r ( x )  = 0 , x  Є В 1, 
то R  (Vn (L)) С N  (L). Нехай x Є N  (L) тоді 
x = Xc,  c Є Rn. Застосувавши до останньої

Г
мо c = Г (x), тобто x = X r ( x ) .  Це означає, 
що x = V n (l )x і x  Є R  (Vn (l ))- Таким чином, 
N  (L) С R  (Vn (L)) і рівність 1) із (4) доведе
но.
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Оскільки PYlLx = &<P(Lx) = 0 (ps — 6a-
L *)

TO R  (L) С N  (PYl ). З іншого боку, якщо 
y Є N  (PYl), to  y Є В 2 задовольняє рівно
сті:

p Yl У = ФФ(У) = °,

яка еквівалентна співвідношенням p s(y) =
0, s = 1 , v, оскільки елементи матриці Ф— 
лінійно-незалежні. А це, завдяки норма, іь-

L,
y Є R  (L). Виходить, що N  (PYl ) С R  (L) і 
доведення рівності 2) завершено.

Рівності 3) та 4) доводяться аналогічно. 
Таким чином, із співвідношень (4) випли

ває, що проектори P N(l) і PYl розбивають 
В 1 В 2

мкнених підпросторів за формулами (1). 
Лему доведено.
Позначивши матриці

Щ  = ( M ^ ) , ^ ) , . . . , P n ( ) T ,

Ф = (ФъФ2,... ,Фп),

розглянемо лінійний обмежений оборотний 
оператор J  : N (L) ^  Y1 С Yl , який здій
снює ізоморфізм N (L) на Y1 та йому обер
нений J -1 : Y1 ^  N  (L) :

J x  = Ф Г (x), x  Є N (L),

J -1y = ХФ(у) ,  y є  Y 1 .

Матриця Ф складається з системи елемен
тів [фк }'П=1 С [фк їдкїф, на яку натягнутий 
підпростір Y1y а матриця Ф — з функціо
налів {ps(-)}n=1 С [ ^ О } ^ ,  які задоволь
няють співвідношенню p sfy k) =  8sk, s ,k  =
1, 2, 3, . .  .n; Ф(Ф) =  En, де En— одинична ма
триця.

За теоремою Гана-Банаха кожен із ліній
них функціоналів у  і (•) із збереженням нор
ми може бути продовжений на весь простір 
В 1 а кожен з лінійних функціоналів p s(̂ ) — 

В 2
значимо розширення оператора J  : N (L) ^  
Yl на весь простір В 1 через Р Yl, а розшире
ння оберненого оператора J -1 на простір В 2

-  через Р N(L), тобто

Р Ylx =  ФГ (x ) , yx  Є В 1,

_  _  (5)
Р N(L)y =  ХФ(у), Уу Є В 2 .

Використовуючи матриці Ф і Ф, проектор 
'Py1 : В 2 ^  Y1 С Yl визначимо формулою:

^ і  У =  ФФ(У) ■

Цей скінченновимірний, а отже, обмежений 
проектор розбиває підпростір Yl в пряму то
пологічну суму підпросторів

Yl =  Y1 0  Y2 (6)

де Y2 =  (VYl — РYl)В 2— нескінченновимір- 
ний простір.

Розглянемо оператор L = L +  Р ^ . По
кажемо, що нуль-простір цього оператора 
нульовий. Припустимо, що існує xo = 0, 
x0 Є В і, таке, що

( L +  Р y1 ) xo =  Lxo +  Ф Г (xo) =  0.

Очевидно, що L x0 Є R ( L ) , а з визначення 
оператора Р Yl маємо, що Р Ylx 0 Є Y1 С Yl . 
Але підпростори R ( L ) і Yl взаємно допов
нюють один одного до всього простору В 2, 
отже R ( L ) ^\ Yl =  [0}. Це означає, що во
ни мають тільки один спільний елемент -  
нульовий, тобто L x0 =  0 і Р Ylx 0 =  0. З 
останніх рівностей маємо, що x 0 Є N (L ) і 
x0 Є N (Р Yl) С X L . Але підпростори N ( L ) 

і X L також взаємно доповнюютн один одно
го до простору В ь отже N (L) Ц| X L =  [0}. 
Звідки маємо x 0 =  0, що протирічить при
пущенню. Таким чином, ker L =  [0}.

Крім того, образ оператора L доповню- 
вальний у просторі В 2. Це випливає із спів
відношення (6) і доповнювальності образу 
R ( L ) у просторі В 2

В 2 =  R ( L ) 0  Y 1 0  Y2 =  R ( L ) 0  Y2.

З ker L =  [0} і доповнювальності R ( L ) 

у просторі В 2 маємо, що для оператора L 
існує лівий обернений Lt [7]. А, оскіль
ки оператор L здійснює взаємно-однозначну

В і
підпростір В 2 0  Y2, то за теоремою Банаха

54 Науковий вісник Чернівецького нац. ун-ту. Математика. 2011. -  Т. 1, № 4-



[11] оператор L - 1 буде обмеженим на під- 
просторі В 2 0  Y2.

Таким чином, справедливе наступне 
твердження.

Л ем а  2. Нехай оператор L Є 
О І(В ь В 2 ) — п —нормальний. Тоді на під- 
просторі В 2 0  Y2 оператop L = L + Р Yl мае 
обмежений лівий обернений

-f-— 1
L, = (L +  Р  Yi ) 1

UL

LU

Ibi — K 1 ,

IB2 — К 2

(7)

(8)

Доведення необхідності. Нехай оператор 
L Є О І(В ь В 2 ) — п —

U
обернений оператор Ll , зa K 1 -  оператор 
P N(L), & 3a K 2 -  оператор РYl .

Згідно леми 2 лівий обернений оператор 
Ll існує, отже [7]

—-1—
чL - L = і б 1 ,

L L - 1 7б2 — p y2 .

(9)

(10)

Для доведення рівностей (7), (8) споча
тку доведемо співвідношення

L - lP  Yl

Р  Yl L - 1

V N (L),

PYl.

(11)

(12)
ОСКІЛЬКИ L P n (L) — 0) PY1 P n (L) — PY1 

PY2P Yl = 0, то, застосувавши зліва до обох

частин рівності (11) оператор L, отримаємо 
тотожність

VYi Р  Y1 — Py2 РY2 р  Yi

Далі, використовуючи лему 2, доведемо
п —

них операторів у банахових просторах. 
Теорем а 1. Нехай L Є О І(В 1, В 2) —

лінійний обмежений оператор. Д ля  того, 
щоб оператор L : В 1 ^  В 2 був п-
нормальним, необхідно і достатньо, щоб 
існували обмежений оператор U : В 2 ^  
В 1г п —еф ір н и й  проектор K 1 : В 1 ^  В 1г 
нескінченновимірний обмежений проектор 
К 2 : В 2 ^  В 2 такі, що

(I B2 — P Y2) Р Yi = L  L - Р  Yi =
L P N(L) = (L  + P Yi )P N(L) =

= L P N(L) + P Yi P N(L) = P Yi j
яка доводить співвідношення (11).

Оскільки P Yl L  = 0, P YlP y1 = P Yl, то за
стосувавши справа до обох частин рівності 
(12) оператор L  = L +  Р Yl, отримаємо тото
жність

Р  Yi =  Р  Yi 7бі =  Р  Yi L l L  =

= P y1 L  = P y1 (L  + P  y1 ) =
=  Py1 L  + P y1 P  Y1 = P y1 P  Y1 = P  Y1,

яка доводить співвідношення (12).
Далі доведемо співвідношення (7). Із 

співвідношення (9) з урахуванням (11) отри
маємо рівність

L l L  = L l (L +  P Yl ) = L l L +

+L l P  Yl = L l L  + P  N (L) = ІВ 1 ,

з якої випливає співвідношення (7).
Тепер доведемо співвідношення (8). Із 

співвідношення (10) з урахуванням (12) 
отримаємо рівність

L L -  1 = (L  + Р yi. ) L - 1 =

= L L - 1 + Р yi L -  1

LLl 1 + HYi

Чо

ІВ2 — PY2 ,
з якої з урахуванням (1), (6) маємо співвід
ношення (8).

Доведення достатності. Нехай існують 
U K1 K2

виконуються умови (7) та (8). Нехай, як і
раніше, U = Ll — лінійний обмежений опе
ратор, К 1 = P N(l)— лінійний п —вимірний 
проектор К 2 = PYl — нескінченновимірний 
лінійний обмежений проектор.

Lx = 0 
U

(7), отримаємо:

ULx = L l 1 Lx  = (IBl — K 1)x = 0,
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тобто x = K 1x.
Оскільки K 1— n-вимірний проектор, то 

за ^  можна взяти проектор V n  (L). У цьо
му випадку рівняння Lx = 0 має розв’язок 
x = V n (L)x , де x Є N (L), x  Є В 1. З побудо
ви проектора V n (l)x = X  Г (x) = ^П=1 f i ci , 
де ci =  j i (x), маємо, що dim N (L) = n < ж.

Далі розглянемо неоднорідне рівняння 
Lx = у. Нехай x = Uz. Тоді з рівності (8) 
маємо:

Lx = LUz = L L - 1z = (IB2 — K 2)z = у. (13)

За умовою теореми K 2— нескінченно- 
вимірний обмежений проектор у просторі 
з базисом В 2. За K 2 можна взяти про
ектор VYl z = ЕФ(z). Звідси маємо, що 
dim N (L*) = ж, а це означає, що оператор 
L n —

(IB2 —VYl )z = у. (14)

Застосувавши до обох частин рівності 
(14) проектор VYl (VyL = VYl), отримаємо 
необхідну і достатню умову розв’язності рів
няння (13)

VYl у = 0.

Якщо ця умова виконується, то знайде
ться z0 таке, що у = (Ib 2 — VYl )z0 і неодно- 

Lx = у
x = L t z0. Теорему доведено.

Нехай тепер L : В 1 ^  В 2— ліній-
d—

В 1
N(L)

[ f i}i=1 С N (L)— повну систему базисних
N ( L *)

вимірний базис [^«(•)}f=1 С N (L*). Для еле
ментів [/ДЖД і функціоналів { ^ О } ^  існу
ють спряжено біортогональні [9] повна си
стема функціоналів [Yj( • )} =  С N *(L) С В1 
та система елементів [фк }<d=1 С В 2. Фун
кціонали [YjОДЖи і [^«(•)}^=1, які визначені 
на підпросторі N (L) С В 1 і YL С В 2 (за те
оремою Гана-Банаха) можуть бути продов-

В 1
В 2
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Аналогічно (2) позначимо матриці

X  = ( / 1 , f 2 , . . . , f i , . . . ) ,
Г  (•) = ы и , ъ ( 1 , . . . , * ( • ) , . . . )T ,
Ф(^) = ( ^ ) , M ^ ) , . . . , M ) T,
Е = (ф1,ф2,...,фа),

де Г ( X ) = Еж, Ф(Е) = Ed, Еж, Ed— оди
ничні матриці.

Для побудови оператора проектування 
V n (l) : B 1 ^  N (L) визначимо послідовність 
операторів

V n  a)(L)x = XiB(x) ,  i = 1, 2, 3, . . .  (15)

X i
i елементів матриці X, а Гі (•) -  матриця-

i
Г (•), які задовольняють умову Гі (X і) = 
Eiy де E i— одинична матриця. Оператори 
V n (i)(L) проектують простір В 1 на підпросто- 
ри Ni (L) нуль-простору N (L).

Послідовність (15) збігається на кожно- 
x Є В 1

x
[ f i}i=1. Тоді за наслідком з теореми Банаха- 
Штейнгауза [6, с. 21] рівністю

V n  (l) x  = lim V n  (і) x =І—
(16)

=  lim X ^ ^ x )  = X Г (x)І—Ж
визначається лінійний неперервний прое
ктор V n (L) : В 1 ^  N (L).

Оператор проектування VYl : В 2 ^  YL 
простору В 2 на підпростір YL визначимо 
формулою

V yl у = ЕФ(у). (17)
Для операторів (16) та (17) справедливі 

твердження леми 1.
Розглянемо матриці:

X  = ( f1 , f2 , . . . , fd) ,
_  ( 18)
Г  (■) = Ы - ) М - ) , - , ъ ( - ) ) т.

Матриця X  складена з векторів [ f i}d=1 С 
[ f i}i=1, Щ° становлять базис підпростору 
N 1(L) С N (L), а матриця Г (•)— з функціо
налів матриці Г (•), які задовольняють спів
відношенню Yj(f i) =  j  Г ( X ) =  Ed, де Ed— 
одинична матриця.
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Аналогічно (5) розглянемо оператори 

РYlx = Ф Г (x), x  Є В 1,

РNl(L)y = X  Ф(У), У Є В2.

LU І В 2 —  К 2 (21)

Оператор P Yl : B i ^  Yl є розширен
ням на весь простір B 1 оператора, який здій
снює ізоморфізм N (L) ^  Yl , а оператор 
P n1(l) : B 2 ^  N 1(L) є розширенням йом;у

B 2
Використовуючи (18), скінченновимір- 

ний проектор P Nl(L) : B 1 ^  N 1(L) С N (L ) 
визначимо формулою

Доведення необхідності. Нехай оператор 
L є  G I ( B i , B 2 ) -  d —нормальний. Покаже
мо, що за оператор U можна взяти правий 
обернений оператор Lr , зa K 1 -  оператор 
PN(L)> а 3a K 2 -  оператор PYl-

Згідно леми 3 правий обернений оператор 
Lr існує, отже [7]

Lr 1L ІВ1 — РN2 (L),

L L - 1 І В2

(22)

(23)

P ni (L)x = X  Г (x).

Цей оператор обмежений і розбиває підпро- 
N(L)  

сторів

N (L) = N 1(L) 0 N 2 (L),

N2 (L) = Р N2(L) В Ь
(19)

L- 1 = (L + P  Y l  )-  1 . r .

Для доведення рівностей (20), (21) споча
тку доведемо співвідношення

L-lP Yl =

РYl  L-1

VNl (L),

Pyl .

(24)

(25)

P Y l  ,

де P N2(L) = P N (l) — P Nl(L)— обмежений не
скінченновимірний проектор. 

d—
ДЛИВ6 твердження

Л ем а 3. Нехай оператор L Є 
О І(В 1, В 2) — d-нормальний. Тоді на про
сторі В 2 оператор L = L + Р Yl мае 
обмежений правий обернений

Доведення цієї леми аналогічне доведен
ню леми 2.

Далі доведемо теорему про загальний ви- 
d—

Теорема 2. Нехай L Є О І(В 1, В 2) —
лінійний обмежений оператор. Д ля  того, 
щоб оператор L : В 1 ^  В 2 був d— нор
мальним необхідно і достатньо, щоб існу
вали обмежений оператор U : В 2 ^  В 1г 
нескінченновимірний обмежений проектор 
К 1 : В 1 ^  В 1г d-ем^фнмй проектор К 2 : 
В 2 ^  В 2 такі, що

UL = І в 1 — К (20)

ОСКІЛЬКИ L Р N1(L) = 0) Р Yl Pn1(L) 
то, застосувавши зліва до обох частин рівно
сті (24) оператор L, отримаємо тотожність

Р Yl  = І В 2Р Yl  = L Lr Р Yl  = 

= LPNl(L) = (L + P Yl  )PNl(L) = 

= LPNl(L) + P Yl  PNl(L) = P Yl  ,
яка доводить співвідношення (24).

Оскільки Pyl L = 0 , P yl Pn2(l ) =  0 і 
PYl P Yl  = P Yl -, to , застосувавши справа до 
обох частин рівності (25) оператор L = L + 
Р Y1, отримаємо тотожність

Р Yl  = Р Yl  (іВі —PN2(L) ) = Р Yl  Lr L = 

= PYl  L = PYl  (L + P Yl  ) = 

= PYl  L + PYl  P  Yl  = PYl  P  Yl  = P  Yl  ,
яка доводить співвідношення (25).

Далі доведемо співвідношення (20) та 
(21).

Враховуючи (24), з (22) маємо рівність 

ь ; 1ь  = L - 1(L + P Yl  ) =

= L - 1L + ь ; 1р  Yl = 

= L r L + PN1(L) = IB l — PN2(L),

Науковий вісник Чернівецького нац. ун-ту. Математика. 2011. -  Т. 1, № 4- 57



з якої з урахуванням (19) отримаємо спів
відношення (20).

З (23) з урахуванням (25) маємо рівність

L L - 1 = (L + V yl ) L - 1 = 

= L L r + V yl Lr = LL r + V yl = Ib2 ,
з якої отримаємо співвідношення (21).

Доведення достатності. Нехай існують 
U K1 K2

виконуються умови (20) та (21). Нехай, як і
раніше, U = L r — лінійний обмежений опе
ратор K 1 = V n (l)— нескінченновимірний лі
нійний оператор K 2 = V y  — d-вимірний лі
нійний обмежений проектор.

Lx  = 0 
U

ням (20) отримаємо:

L r 1 Lx  = (IBl — K 1)x = 0 

тобто x = K 1x. 
K1 —

обмежений проектор у банаховому про- 
В 1 K 1

можна взяти проектор V n (L)x = X  Г (x).
Lx  = 0

розв’язок x = f i c,, де ci— координати
c

нахового простору числових послідовностей 
c = [c1,c2,c3 . . . }  таких, що ряд 5 ^ =  f ici 
збіжний. Таким чином, dim N (L) = ж.

Lx = у.
x  = Uz. Тоді з рівності (21) маємо:

L Lr 1z = (Ib2 — K 2 )z = у. (26) 

За умовою теореми K 2— скінченновимір-
В 2,
K 2

можна взяти проектор VYlz = ЕФД).  Звід
ки маємо, що dim N (L*) = d. Це означає, що 

L d—
Тоді

(Ib2 — V yl )z = у . (27)
Застосувавши до обох частин рівності 

(27) проектор VYl , отримаємо необхідну і 
достатню умову розв’язності рівняння (26) 
V Ylу = 0. Якщо ця умова виконується, то

58

знайдеться z0 таке, що у = (IB2 — VYl )z0
і неоднорідне рівняння (26) має розв’язок 

Т -1x = Lr z0.
Теорему доведено.
Зау в аж ен н я  1. Якщо dimker L < ж, 

dimkerL* < ж, mo оператор L — нетеро- 
вий. Тоді теореми 1, 2 переходять у тео
рему Ф.В. Аткінсона [3].

dimker L < ж, 
dimker L * < ж dimker L = dimker L *,

L —
З переходять у лему Е. Шмідта [2], а те
орем,и 1,2 — у теорем,у С.М. Нікольського
[ Я

Зау в аж ен н я  3. Усі доведені у статті 
твердження залишаються справедливим,и і

В 1 В 2
не мають базисів.
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