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Построение решений линейных операторны х уравнений 

в банаховы х п ростран ствах

Получены формулы для построения обобщенного обратного оператора, разрешающего ли 
нейнуго нетерову краевую задачу в банаховом пространстве. Одна из них основана на пост­
роении обобщенного оператора Грина исходной полуоднородной краевой задачи, вторая — 
на применении некоторых результатов теории линейных операторов в банаховых простран­
ствах.

Одержані формули для побудови узагальненого оберненого оператора, який розв’язує 
лінійну нетерову крайову задачу в банаховому просторі. Перша з них базується на побудо­
ві узагальненого оператора Гріна вихідної напіводнорідної крайової задачі, друга — на 
використанні деяких результатів теорії лінійних операторів у банахових просторах.

Известно [1, 2], что краевые задачи для систем функционально-дифферен­
циальных уравнений

’ ЬхЛ _ ‘ / ‘
1х ) а

в случае, когда размерность п функционально-дифференциальной системы 
Ьх =  / не совпадает с размерностью т  векторного функционала I, явля­
ются нетеровыми. Для таких задач конструкция Шмидта [3], позволяю­
щая строить обобщенный обратный оператор в случае фредгольмовой (т =  
=  п) краевой задачи, неприменима. Предложено два способа построения 
обобщенного обратного оператора А-  к нетерову оператору Л'в банаховом 
пространстве. Первый из них предполагает использование свойств операто­
ра Ь и основан на построении обобщенного оператора Грина [2, 4] исходной 
полуоднородной краевой задачи, а второй —  на применении некоторых 
результатов теории операторов в банаховых пространствах, позволивших 
получить аналог конструкции Шмидта для нетеровых операторов.

1. В обозначениях [1, 5] рассмотрим краевую задачу

Ьх =  ї ,  (1)

їх — а, (2)

где Ь : Ьр — линейный ограниченный оператор, для которого задача

Коши Ьх — !, х(а) =  с однозначно разрешима при любых /6 Ьпр и 
и ее решение имеет вид

ъ
х И) =  X  (̂ ) с +  ^ С (£, ■%)■? (т) с£тг; (3)

а

X  {{) —  (п X ^-фундаментальная матрица оператора Ь : Ь X  =  О, X  (а) =  
=  Еп, С (£, х) — (п X п)-матрица Коши, которую всюду в дальнейшем 
будем считать определенной в квадрате Іа, Ь] X [а, Ь], полагая С ((, т) =  О, 

при а=^ Ь < г < ;  6; /: В п0-+-Ят —  линейный ограниченный вектор-функци­

онал; Ы  — пространство п-мерных суммируемых со степенью р, 1 < р <  

< 4 -  оо, на конечном промежутке [а, Ь] вектор-функций; — простран­
ство п-мерных абсолютно непрерывных на [а, Ъ] вектор-функций, таких,

что х 6 Ьр.
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К таким задачам принадлежат, например, краевые задачи для обыкно­
венных дифференциальных уравнений [2], уравнений с вапаздыванием [6], 
задачи с импульсным воздействием [7].

Пусть Q =  IX — ( и х  п)-постоянная матрица; Pq — (n X п)-(Ро• —

— (яг х  т)-)-ортопроектор, проектирующий R n (Rm) на нуль-пространство 
A' (Q) (N ((?*)) матрицы Q (Q*)\ P qr — (n X г)- матрица (г =  п — rank Q), 

сост; вленная из г линейно независимых столбцов матрицы Ра\ Р с. —

— (rix  т)-матрица (d — т  — rank Q), составленная из d линейно незави­

симых строк матрицы Pq*\ Q+ — единственная псевдообратная по Муру— 
Пенроузу (я х  от)-матрица, для построения которой существуют хорошо 
разработанные алгоритмы [8, 9].

Т е о р е м а  1. Пусть rank Q =  n1< n ,  тогда краевая задача (1). (2) 

разрешима для тех и только тех f £Lp  и a  £ R m, которые удовлетво­
ряют условию

PQ. { a - / jC ( - ,T j /K ) r iT }  =  0, (4)

а

и при этом имеет г =  п — п±-параметрическое семейство решений

х it) =  X r (t) сТ + Х  (t) Q+a + (Gf) (t), (5)

где X r (t) =  X  (t) Pqr — (/?. x  ^-фундаментальная матрица краевой задачи

(1), (2); G — обобщенный оператор Грина полуоднородной краевой зада­
чи (1), (2), определяемый следующим образом: 

ь ь
(Gft(t) =  ^ C ( t , x ) fW d ' z  — X( t )Q+ l^C(.,T;)f(%)dT. (6)

а а

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Решение (3) уравнения (1) будет решением 
краевой задач! (1), (2) тогда и только тогда, когда вектор с £ R n удо1 лет- 
Еоряет уравнению

ь
Qc =  a — 11 С (•, т)/ (т)dr. (7)

а

Для разрешимости алгебраической системы (7), а следовательно, и кра­
евой задачи (1), (2), необходимо и достаточно [8], чтобы свободный член
принадлежал ортогональному дополнению подпространства N (Q*), т. е. 
чтобы выполнялось условие (4). В этом случае алгебраическая система (7) 
имеет решение

ь
с =  PQrcr -f Q+ (a —  / j  С (•, т) f (т) rix) . (8}

Q

Подставив (8) в (3), получим общее решение (5) краевой задачи (]), (2).
Построенный обобщенный оператор Грина (6) разрешает полуодно- 

родн^ю краевую задачу

Ах =

и, как легко проверить непосредственным вычислением, удовлетворяет
следующим свойствам:

ь
ЛG* =  col [7*, P q*1 J С (■, т)*<2т], (9)

а
b

j  I*d%, (10)
a

G*lt=0 =  j  XPq*dx. (11)
a
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Используя: свойства (9)— (11) обобщенного оператора Грина краевой зада­
чи (1), (2), можно показать, что оператор

Л- * =  [б*, Х<2+*] (12)

является обобщенным обратным [2] к нетерову оператору Л  и удовлетво­
ряет его определяющим [10, 11] свойствам:

Л  ЛЛ =  Л  ; ЛЛ Л  =  Л. (13)

Как показано в [10], второе свойство является следствием первого. Прове­
рим первое свойство. Так как Ь Х  =  0, IX  =  (2, то, используя (9)— (11), 
имеем

ЛЛ * =
L

I
[G*, XQ+*] =

LG* LXQ+* 

Ю* IX Q+*

I n * 0

Так как <2+Р<з. =  (<2*0. +  Рд)-1 =  0, С2+<2С2+ =  <2+ [9], то

1п* 0 т

л _ л л ~* =  [б, х<2+] п , г „ ,  , . ^ +
РцЛ ( С (•, х)*с1х <2С) *

а

Ъ
=  |С(-, х)*сіх, Х<2+<2$+*] =  Л- *.

а

Таким образом', оператор Л~ является обобщенным обратным к нетерову 
оператору Л. Используя вид Л и Л~, легко проверить, что

РЛ, =  / — ЛЛ- ,

где Рл. : Ьр х  # т -э-кегЛ*— проектор, проектирующий пространство 

ь ; X Я "1 на ядро оператора Л*. Действительно, так как 1т — <2<2+ =  .Р<2» 
[9], то

Ра•*— К * 0 '

Г In* 0 -і 
b

. 0 Im* .
P q4^C (- ,x )*dx  QQ+*

- a

— PQ*l j  С (•, x)*dx (Im — QQ+)*

0

ь

Итак, действие проектора Р&* на элемент у =  col (Да) пространства 

L* X R m эквивалентно действию оператора

[— Pq.I J С (•, x)*dx, PQ.*j ,

а

который совпадает с критерием разрешимости (4) нетеровой краевой зада­
чи (1), (2).

Т е о р е м а  2. Операторное уравнение Ах =  у разрешимо для тех 

и только тех у 6 Lp х  R m, которые удовлетворяют условию Р а ’У — 0Г 
и при этом имеет г-параметрическое семейство решений вида

х (t) =  Х Т (t) ст -f- (Л_ у) (t), г =  dim кег Л,

где 1st — обобщенный обратный оператор, определяемый по формуле (12).
2. Укажем другой подход к построению обобщенного обратного опе­
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ратора Л— к нетерову оператору Л  : X  -*-Y, действующему из банахова 
пространства X  в банахово пространство Y.

Пусть Л  — линейный ограниченный нетеров (dim кег Л =  г, 
dim кег Л* =  d) оператор, Л* — оператор, сопряженный к оператору 
Л, Л* : Y* -»-X*, определяемый согласно [12]:

{A*g)(x) =  g[ Ах), х £ Х ,  g £Y * ,

где X * и У* —  пространства, сопряженные к пространствам X  и Y. Как и 
раньше, через',W (Л), УУ|(Л*) и R (Л), R (Л*) будем обозначать нуль- 
пространства (ядра) и образы операторов Л, Л* соответственно.

Пусть {Д}, i — 1, ...,г, — базис кег Л, {cps}, s =  1, ...,d , — базис кегЛ*. 
По следствию из теоремы Хана — Банаха [13] существуют линейно неза­
висимые функционалы у} (Е X* такие, что

Уз (/г) =  6j£. i , j = l , . . . , r ,

а также линейно независимые элементы Y  такие, что

Ф* ("Фь) =  s<*. s, k =  \ d.

Следуя [3, 14], определим проекторы

Pa :X-+N(A),  Р2а =  Р а , Pa.:Y-+ N (A*), Р\ *=Ра . 

по формулам
г d

Pax =  Уi {х) ft, Ра*У =  Ф5 (У)
i = l  S = 1

Пусть p =  min(r, d). Тогда, следуя [15], введем операторы

Ъ Ь  ( \ , Ъ y  \ N i ( A *) £ # ( Л * ) ,  еслиPax =  У  (х) фг, РА :Х-+ 1 ■ '
[N (А*), если r^d\

п Г 1 / ч t d ^  f ^ (Л ) , если г iCd,
Р а* У =  У  <Ps(y) f „  P a- : Y-+ ' ;  ^  ’

Д  [N1( A ) ^ N  (А), если r > d .

Для построения обобщенного обратного оператора докажем следующие 
леммы.

Л е м м а  1. Операторы РА, РА>, ~РА, РА* удовлетворяют следующим 
свойствам:

1) Р А1Р А =_РАРА =  Р А,

2) РАР  \* =  Р а-Ра- — Р а*,

3) Р аР а-У =  ф3 {у) г|)4,
S = 1

4) Р а-РаХ =  £  Yi (х) Д.
(=1

— d р
Докажем, например, свойство 1. Имеем P a..Paj c = ^  ф5( V  yt (х) трЛ X

5=1 1=1
d p  Р

х ^  =  I]  I ] yi м ф5 ̂  ̂ =  T iTi w  ̂  =  РлХ’ так как =
= 1 1=1 £=1

8ai, если i , s =  1, Л  D D -О V

О, если s >  р,
РаРах =  £ > ( £ 7И * )Д Н £ =  £  Х

i—1 /=1 г=1 ,=1
=  [ если i, / =  1, 

О, если />> /7.
х  7г {ft) %  =  Y i Yi (*) Ф« =  так как yt (Д) =

1=1
Остальные свойства проверяются аналогично.
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Л е м м а  2. Оператор А =  Л +  Ра имеем ограниченный обратный

-г_і _  | (Л -(- Рл)Т1 — левый, если r^Zd,
I — — і
\ (Л +  Р А)г — правый, если r^-d.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть r ^ .d .  Из теорем 2.1 и 5.1 из [10] 

следует, что для существования левого обратного оператора ЛГ1 к опе­

ратору Л необходимо и достаточно, чтобы: a) ker Л={0}; б) dim кег Л *< со . 

Покажем, что ker Л  =  {0}. Предположим, что существует х0 Ф  0, х0бХ 
_  р 

такое, что (Л -f Р .) х0 =  0, откуда Ах0 =  — ^  yt (х0) 1|>*. Применив к обе-

і=\
им частям последнего равенства функционал cps, s = l ,  получим

р
0 =  cps (Ах0) =  — £  у і (х0) ф8 (ofc) =  — ys (х0). 

i= 1

Таким образом, ys(x0) =  0, s =  1, ..., р =  г. Так как система функциона­
лов ys, s — 1,..., г, линейно независима, то в силу следствия из теоремы 
Хана — Банаха [13] имеем х0 =  0. Полученное противоречие доказывает, 

что кег Л  =  {0}.

Покажем, что dim кег Л* =  d — г <  оо. Для этого найдем Р*А. Пусть 
х £ Х ,  g £ Y ,  тогда

g  Ф ах) =  Уі (х) =  2  Уі (х) g (ф,) = 2  г  (Фг) т.- ( * ) = ( £  8 (Фг) ?г) (х),
1=1 І=1 І=1 1=1

_ Р

откуда следует £  ("Фг) Уг-
1=1

Найдем общий вид функционалов g(zY*> удовлетворяющих уравнению

(Л +  РЛ)‘ g =  0,
откуда

A * g =  — ]£g(i|>,)Yf (14)
1=1

Подействовав (14) на элемент fh, получим

о =  (A*g) fh =  g (Л/ь) =  — g (ф() Уг (/ft) =  —  g (Фь), k =  1, г.
г=і

а

Следовательно, (14) имеет вид A*g =  0. Отсюда £  =  У} с с̂р;, где ф7-—

;=і
базисные векторы ядра N  (А*).

Но мы установили, что £гСфь) =  0, k — \, р =  г, поэтому 

d p  d 

0 = g  Ш  =  2  (%) =  j ]  c/Pj (ФО +  Cj(pj (Ч>0-
/—1 /=1 /=р+1

, , , f біь, если j , k = l , . . . , p ,  Л
Из ТОГО, ЧТО ф7- (l|)fe) =  J ■"* г следует C j  =  0 при / =

I О, если ) > р ,

=  1, р =  г и С;— произвольные числа при / =  г+ 1 , . . . ,  d и, значит,

d—г

g =  у  сгф£ £ N (A*), dim ker А* =  d — г <  с».
1=1
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Таким образом, м?ы доказали для случая г ^  сі существование левого об­

ратного оператора ЛГ1 к оператору Л.
Так как линейный ограниченный оператор Л нетеров, а следователь­

но [15], нормально разрешим, то Р(Л) является замкнутым в У. Зам­

кнутость, а следовательно, й ограниченность оператора (Л Рл)Г\ сле­

дует из замкнутости Р  (Л) и конечномерности (Л*) =  Р  (РЛ).

Для доказательства существования правого обратного оператора ЛГ1 

необходимо и достаточно [10] показать, что а) кег Л* =  (0}| 

■б) сііткег Л<Соо. Доказательство проводится аналогично случаю

Если г =  сі =  р, то Л77г =  1 и сформулированная лемма переходит в
известную лемму Шмидта [3, 14].

Л е м м а  3. Оператор АТ} удовлетворяет, следующим свойствам.'.

Р ^Л и  =  Р а;  (15)

ЛЛТТг =  /г — Рл». (16)

АТ,гРл.- =  Р.к; (17)

Л Ї 1гА =  іх - Р а . (18)

Доказательство леммы будем проводить для случая Так как

Р а'А  =  0 и Р Л.Р д =  РА, то, подействовав справа оператором Л +  Р А на 
обе части (15), получим тождество

Р а — РА' (А Рл) — Р д*Л -)- Р А*Ра — Р л*>

доказывающее свойство (15). Так как в силу леммы 1 Рл*Рд — Р а и 

Рл,Л  =  0, то, подействовав на обе части (16) оператором Л +  Р л спра­
ва, получим тождество, доказывающее свойство (16):

• Л =  (1у —  Ра*) (А + РА) =  Л.-+- Р а — Р а*А — Рл*Рл = . Л + Р д — Р.А =  Л.

Так как Ра* =  РА• и ЛРЛ* =  0, то, подействовав слева оператором Л на 
обе части (17) и использовав (16), получим тождество

0 =  (I у — Ра*) Рл° =  ЛА/^Рд* =  ЛРл. =  0,

которое доказывает свойство (17). Подействовав оператором Л7' справа 
на обе части (18) и использовав свойства (15)— (17), будем иметь тождества

ЛТ.гіу —  Л ГгРл- =  А,,^ЛА/,л =  (1х — Ра) А і ,і  =  ІхА^г  — Р л Л/,о
которое доказывает свойство (18).

Для случая г^<1  доказательство леммы проводится аналогично. 
Приведенные выше леммы позволяют доказать следующую иорему

[16].
Т е о р е м а  3. Оператор

А~ =  АТ.г - Р а♦ (19)

является ограниченным обобщенным обратным к линейному ограниченному 
нетерову оператору А.

Для доказательства теоремы проверим, что Л~ удовлетворяет свойст­
вам (13). Для этого предварительно покажем, что

АА~~ =  / у — Рл*, А~А =  1х— Р а-

Действительно,

ЛЛ =  Л (Л/,/ — Рл-) =  ААі) — АР а* =  Гу — Рл*, 
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Л (Я ч-у) =  Л f V  q g (//) fs) V  <р5 (у) A/s =  0;

S = 1  S = 1

Д-Д =  (AT,I -  Ял-) л =  ДГ'л -  Ял-л =  /л — Яд,

_  V Р

так как Я х< (Лх) =  V  ф, (Ajc) ft =  V  (A*qs) (*)/5 =  0. Проверим теперь
s=! s= I

свойства (13). Имеем

ЛД-Д =  Л (/д- -  Я л) =  Л -  ЛЯл =  Л,

Л_ ЛЛ_  =  (1х — Яд) Л- =  Л " — ЯлЛ_  =  Л“ ,

так как Р аА~ — Р\АТ) — Я ЯЛ. =  ЯЛ* — Ял* =  0 в силу лемм 1 и 3. 
Таким образом, теорема доказана.

3. Предложенный в первой части настоящей статьи способ построения 
обобщенного обратного оператора Л~ краевой задачи (1), (2) с помощью 
обобщенного оператора Грина справедлив и для случая, когда оператор L 
является линейным ограниченным иетеровым (без предположения о раз­

решимости при произвольном / 6 І", задачи Коши для (1)).

Действительно, пусть dim кег L =  s, a PL• : Lp -н» кег L*— проектор, 
конструкция которого описана в п. 2. Тогда уравнение (1) разрешимо для 

тех и только тех / 6 L’!„ для которых

Ял-/ =  0, (20)

и имеет при этом s-параметрическое семейство решений

* (0 =  Х я (/) са + (L~f) (,t), cg 6 R\

где X s (t) — (n X s)-MaTpnna, столбцы которой составляют базис кег L, 
L~ — обобщенный обратный оператор (19).

Краевая задача (1), (2) с иетеровым оператором L : Dn„-> L", разре­

шима тогда и только тогда, когда f ^ L np и а  Р R"' удовлетворяют усло­
виям (20) и

Р0- {а — / (L~f)} =  0 (dx =  m — rank С?,)

и при этом имеет г,-параметрическое семейство решений (rY= n — rankQ^ 

л- (0 =  (t) сГл + X , (/) Q f а  + (GJ) (t),

где Х г, (() =  X s (t)Ррг — (я х  г,)-мериая фундаментальная матрица кра­

евой задачи (1), (2), Q t  — (s X /и)-мерная постоянная матрица, псевдо- 
обратная к (m х  s)-Mepnofl матрице Q̂  — IXS, G, — обобщенный оператор 
Грина полуодпородной краевой задачи (1), (2), имеющий представление

\GJ) (/) =  (LTf) (і) — X s (t) Q f l (L~f).

При этом обобщенный обратный оператор Д—, разрешающий краевую за­
дачу (1), (2) с нетеровьш оператором L, будет иметь вид

Л- * =  [G!^, X sQ t * |.
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