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КІЛЬКІСТЬ ЧАСТКОВО ВПОРЯДКОВАНИХ МНОЖИН, (MIN, МАХ)-ЕКВІВА- 
ЛЕНТНИХ МНОЖИНІ (1, 2, 7)

Описано кількість частково впорядкованих множин, (m in, т ах)-еквівалент- 
н их 1-надсуперкритичній приміт ивній частково впорядкованій множині 
найбільшого порядку.

За теоремою М. М. Клейнера [7] частково впорядкована (скорочено ч. 
в.) множина має скінченний зображувальний тип тоді і тільки тоді, коли 
вона не містить підмножин вигляду (1,1,1,1), (2, 2, 2), (1, 3, 3), (1, 2, 5) і (И, 
4), які називають критичними ч. в. множинами. У  праці [3] доведено, що ч. в. 
множина є P -критичною (критичною відносно додатності квадратичної фор
ми Тітса) тоді і лиш е тоді, коли вона (min, тах)-екв івалентна деякій кри
тичній множині. (Min, тах)-екв івалентн ість ввів В. М. Бондаренко [1] і пов
ністю описав всі P -критичні множини.

Аналогічна ситуація за ручних ч. в. множин. Доведено [8], що ч. в. 
множина має ручний зображувальний тип тоді і лиш е тоді, коли вона не 
містить підмножин вигляду (1, 1, 1, 1, 1), (1, 1, 1, 2), (2, 2, 3), (1, 3, 4), (1, 2, 6) 
і (И, 5), які називають суперкритичними ч. в. множинами. У  праці [4] до
ведено, що ч. в. множина є M P-критичною (критичною відносно невід’ємнос
ті квадратичної форми Тітса) тоді і лиш е тоді, коли вона (min, т а х )-ек в і-  
валентна деякій суперкритичій множині; всі M P-критичні множини описані 
раніше [5].

У  праці [6] введено поняття 1-надсуперкритичних ч. в. множин, які 
“відрізняються” від суперкритичних так само, як суперкритичні -  від кри
тичних. Це такі ч. в. множини:

Серед них є лиш е одна ч. в. множина (1, 2, 7), яка має найбільший 
порядок і є примітивною. Нижче обчислена кількість всіх ч. в. множин, 
(min, тах)-екв івалентних такій ч. в. множині. При цьому використані 
основні класифікаційні теореми із праць [2, 6].

Основні поняття. Вважаємо всі ч. в. множини скінченними. Ч. в. мно
жина (її, І2 , ... , ln) -  це неперетинне об’єднання ланцюгів довжини ї ї,  І2 , ... , 
ln. Такі ч. в. множини називають примітивними.

Нагадаємо деякі означення, пов’язані з (min, тах)-екв івалентн істю  ч. в. 
множин, введеною В. М. Бондаренком [1].

Нехай S  -  ч. в. множина і а -  її мінімальний елемент. Поставимо у
а

відповідність елементу а ч. в. множину Sa як об ’єднання підмножин { а } і 

S  \ а з найменшим частковим порядком, який містить заданий на S  \ а
тпорядок і а > b в S a , якщо а і b непорівняльні в S  (елемент а стає вже 

максимальним). Дуально вводимо ч. в. множину S^ д ля  максимального еле-

тт і  \ \a и / 1
мента а є  S . Надалі пишемо S^  замість I Sa І , S ** -  замість IS  ̂І і т. д.

Ч. в. множину T  називають (min, тах)-екв івалентною  ч. в. множині S, 
якщо

Т  =  S SlS2'~Sp (р  >  0) ,
Х ї Х 2 . . . Х р /  ’

де єі є ja, ̂ J (не вимагається, щоб елементи x , Х ,-, X  були  різні).

1) (1, 1, 1, 1, 1, 1), 
5) (2, 3, 3),
9) (1, 2, 7),

2) (1, 1, 1, 1, 2), 3) (1, 1, 2, 2), 4) (1, 1, 1, 3),
6) (2, 2, 4), 7) (1, 4, 4), 8) (1, 3, 5),
10) (6, И).
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Поняття (min, тах)-екв івалентності природно продовжується до понят

тя (min, тах )-ізом орф ізм у: ч. в. множини S  і S ' (min, тах )-ізом орф н і, якщо 
існує ч. в. множина T, яка (min, тах)-екв івалентна S  і ізоморфна S ' .

Основний результат.
Основним результатом  статті є така теорема (ч. в. множини розглядає

мо з точністю до ізоморфізму).

Теорема. К ількість ч. в. множин, (min, m ах)-еквiвалентних S  =  (1, 2, 7), 
дорівнює 69.

Зауважимо, що в умові теореми (min, m ах)-еквiвалентнiсть можна за
мінити (min, mах)-iзоморфiзмом.

M in -еквівалентність. Якщо в означенні (min, m ах)-еквiвалентностi всі 
стрілки єі напрямлені вгору, ч. в. множину T  називають min-еквівалентною 

ч. в. множині S  (обидва ці відношення еквівалентності рівнозначні). Нага
даємо ще деякі означення та твердження із праці [3].

Послідовність а  = (х 1,x 2,...,x p) , 0 < p  < ж , довжини d (а ) = p  елементів 

x i є  S  називають min-допустимо, якщо вираз Т  =  S x ,.^  х має сенс. У

А

цьому випадку також пишуть Т  =  S ^ . М нож ину всіх таких послідовностей 

позначають P (S ). Покладемо [а]^, = {х  є S  \ x  =  x i для  деякого і}. Кратність 

входження a є  S  в а  позначають через m a ( a ) . М нож ину всіх таких послі

довностей а  є P  (S )  , що m a (a ) < k  для  довільного x  є  S , позначають через 

Pk ( S ) .  Зокрема, P1 ( S )  -  це множина всіх m in-допустимих послідовностей 

без повторень.
У  праці [3] доведено, що будь-яка ч. в. множина T, яка (min, m ах)-еквi- 

валентна ч. в. множині S, має вигляд Sa , де а  є P2 (S ) . Детальніше T  має

вигляд або S'l , або (s ^ )  , де а, р є P1 (S ) .

Доведення теореми. Ч. в. множини вигляду S  ̂ для  S  =  (1, 2, 7) описані 

раніше [6]. Це (з  точністю до дуальності) ч. в. множини, вказані в таблиці.



Якщо подані в таблиці ч. в. множини рахувати не з точністю до дуаль
ності, то легко бачити, що їх  кількість дорівнює 47; про це говориться і в 
теоремі в праці [6].

Із  основного результату праці [2] випливає, що якщо ч. в. множина T  
(min, тах)-екв івалентна примітивній ч. в. множині S, але її не можна

подати у  вигляді S^ , де а  є Р1 (S )  , то T  отримуємо із деякої ч. в. множин, 

де р є Р1 ( S ) ,  перерозподілом вузлових точок його зв ’язних компонент (точ

ку називають вузловою, якщо вона порівняльна з усіма іншими точками). 
Точніше будь-яку зв ’язну компоненту Р  =  Ро  U  Р і, де Ро -  множина 
вузлових точок Р , можна замінити компонентою такого ж  вигляду 

Р ' =  Pq U Р [ , де Р{ =  Рх (як ч. в. множини) та |Р0'| = |Р0|. Оскільки вузлові точ

ки ланцюгів не дають нових ч. в. множин з компонентами, що містять лише 
одну вузлову точку, то потрібно розглянути лиш е ч. в. множини B -  7, B -  
9, B -  10, B -  15, B -  16, B -  2І, B -  24 (див. таблицю). Легко бачити, що 
тоді кількість нових ч. в. множин буде відповідно 1, 1, 6, 2, 5, 3, 4. Отже, 
кількість нових ч. в. множин дорівнює 22 і, враховуючи 47 ч. в. множин, що 
подані в таблиці (з  урахуванням дуальних множин), маємо загальне число 
69.

Теорема доведена. ◊
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КОЛИЧЕСТВО ЧАСТИЧНО УПОРЯДОЧЕННЫХ МНОЖЕСТВ, (MIN, МАХ)-ЭКВИВАЛЕНТНЫХ 
МНОЖЕСТВУ (1, 2, 7)

Описано количество частично упорядоченных множеств, (m in , max)-эквивалент- 
ны х 1-надсуперкритическому примитивному частично упорядоченному м но
жеству наибольшего порядка.

THE NUMBER OF PARTIALLY ORDERED SETS WHICH ARE (MIN, MAX)-EQUIVALENT TO THE 
SET (1, 2, 7)

We describe the number o f  posets which are (m in , m ax)-equivalent to the 1- 
oversupercritical p rim itive  partially ordered set o f  m axim al order.
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