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П О С ТРО ЕН И Е О БО БЩ ЕН Н О  ОБРАТНОГО ОПЕРАТОРА К 
М А ТРИ Ч Н О М У  В БА Н А Х О ВО М  П РО С Т РА Н С Т ВЕ

The paper considère the conditions of existence and a mode of constructing a limited generalized 
inverse operator to a linear limited m atrix operator in Banach space. The example is in détails 
considered.

В роботі розглянуто умови існування та спосіб побудови обмеженого узагальнено оберненого 
оператора до лінійного обмеженого матричного оператора у банаховому просторі. Детально 
розглянуто приклад.

1. Постановка задачи. Пусть Q : В  ̂ —>■ В | — матричный оператор, дей
ствующий из некоторого банахова пространства числовых последовательностей 
В^ в банахово пространство числовых последовательностей B j (символ s — от 
англ. sequence), который определяется с помощью бесконечномерной матрицы
t e f â j ï i -

Известно [1, с. 29], что в фиксированном базисе соответствие между операто
рами и матрицами взаимно однозначно и обладает обычными алгебраическими 
свойствами. В различных базисах одному оператору можно поставить в соо
тветствие множество матриц. С другой стороны, в отличие от конечномерного 
случая, не каждой бесконечномерной матрице соответствует оператор.

Будем рассматривать матрицу Q = {%},;=! как линейный матричный 
оператор при условии, что он удовлетворяет условию ограниченности

Ю х\\щ < М \\х \\щ ,У х е В 1 ,

где М  < оо — постоянная.
Всюду в дальнейшем будем предполагать, что ядро N(Q) и образ R(Q) ма

тричного оператора Q дополняемы [2] в банаховых пространствах В^ и В^, 
соответственно. Это условие является необходимым и достаточным условием 
существования ограниченных проекторов CPjv(q) : —У N (Q ) и ЗУд : Bg —> Y q ,
которые индуцируют разбиение Bf и В?; в прямые топологические суммы за
мкнутых подпространств

В i = N ( Q ) ® X Q,
W2 = Yq ® R(Q ). У)

Это значит, что оператор Q принадлежит классу линейных ограниченных нор
мально разрешимых обобщенно обратимых операторов [3, с. 139], [4], который 
будем обозначать G I(B ^ ,B 2) (GI — Generalized Inverses).

Ставится задача о построении ограниченного обобщенно обратного операто
ра к линейному ограниченному матричному оператору, действующему из бана
хова пространства последовательностей В* в банахово пространство последо
вательностей В |.
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2. О бозначения. Известно [5], что сопряженный оператор * : (В|)* —у 
—> (В^)* определяется соотношением

(Я*<р)(х) = <р(Ях),

где (в;)*, (В|)* — банаховы пространства сопряженные к банаховым пространс
твам В?, В |, соответственно. Определим (2* : (В2)* —> (В!)* — матричный 
оператор сопряженный к матричному оператору следующим образом. Пусть 
<р = ( ^  , (р(2\  (р(3\  . ..)  6 (В 2 )*— функционал, определенный на пространстве 
В |, х = (£(-1\ ^ 2\  ■ ■ •) € В*. Тогда при условии, что все ряды сходящиеся,
равенство

ОО ОО ОО
= ^2<р{г)Ы г^Ь)) = 5 ^ ( ^ (г)9ч)С0) =

г=1  г=1 г=1

определяет сопряженный оператор С}*, который в вещественном случае пред
ставляет собой транспонированную матрицу С̂т.

Если банаховы пространства В* и В;; имеют базисы, то ограниченные про
екторы Удг(д) и 2% , индуцирующие разбиения (1), можно построить аналити
чески.

Пусть N((2) и — нуль-пространства соответственно операторов (5 и
<2*. Обозначим через С N{(2) С В | , / г = со1(/.(1), / / 2), /̂ (3), . . . )  -  мно
жество числовых последовательностей, которое является полной системой ба
зисных элементов нуль-пространства N((2), ||/г ||в | — Л° < оо, (г =  1 ,2 ,3 ,...) ,
а через {^в}“ ! С N(<3*) С В |, (ра = со1(^1}, ^ 2), ^ 3), ...) , |Ы | (в 1 )* =
{в — 1 ,2 ,3 ,...)  — множество числовых последовательностей, которое является 
тотальной [6] системой функционалов, составляющих базис нуль-пространства

Пусть {7л ~ 1  С ЛГ-(«) С (ВО-, Ъ  =  со1(7]1),7 ® ,7]3>, . . . ) ,  М д а ;)-  = 7 ?  < 
< оо сопряженно биортогональная к {/г}^! система последовательностей, 
7 j{fi) =  5ji, а система последовательностей {фк}&=\ С Гд С В?;, фк =  с°1(Фк •> 
ф ^ \ ф ^ \  ■■■), \\Фк\\в1 — Фк < 00 сопряженно биортогональная к 
фз^Фк) — Зек-

Далее введем в рассмотрение:

Х  = ( / 1 , / 2 , - * - ,/*,■•■) — (оо х о о )-,

Г  =  (71,72, ,1з, •• -)Т — (оо х оо)-,
(2)

Ф =  ( < ^ 1 , ^ 2 , -  • •  , Ц > к , - - - ) Т  ~  (ОО X О О ) - ,

ф = (ф1,ф2, ■ ■ • ,фк, ■ ■ ■) — (оо х о о )-

мерные числовые матрицы, где rУj(fi) =  <̂ г, ,3 — 1 ,2 ,... ,  (Рк(фз) = $кз, 8, к =
=  1 ,2 ,...

Действие матрицы функционалов Г  на элемент х  € В^, ||х||в® < оо опреде
лим как произведение матрицы Г  на вектор-столбец
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результатом которого будет бесконечномерный вектор-столбец чисел
ОО ОО ОО

Г х = со1(7!Ж, 7 2ж, 7 3ж, . ..)  =  с о 1 (^  7 ? )£0), X I  ^  ■ ■ ■)■
.7=1  3 =  1 ^=1

Каждый из рядов г =  1, 2, 3 , . . .  является абсолютно сходящимся,

| 7 г ж 1 <  1 Ы 1 ( В ^ ) *  ■ \ \ х \ \ в I <  7г°Нж 11в? <  ОО.

Аналогично определим действие (сю х оо)-мерной матрицы функционалов 
Г  на (оо х оо)-мерную матрицу элементов X  как произведение матрицы на 
матрицу, результатом которого будет (сю х оо)-мерная единичная матрица Е х 
с элементами Таким образом Г Х  = Е ^ .  Аналогично ФФ =  Е0с.

Используя матрицы (2) линейный непрерывный матричный оператор прое
ктирования Ущд) : —> А (̂(5) определим равенством

^(<5) = X  Г,

а линейный непрерывный матричный оператор проектирования 7ур : —> Уд.
определим равенством

Ууд =  ФФ.

По формулам [7] построим матричные операторы

0 > )  = Ф Г , ? У(1) : Уд1} с  Уд,
(3)

У N№((2) — X  ф, ‘J)NW(Q) : В |  - > ^ « ( д )  С  N{<2),

где матрица Ф составлена из элементов С {фк}ъ=п на которую натяну
то подпространство \  матрица Ф — из функционалов { < £я ( - ) } ^ 1  С 
которые удовлетворяют соотношению Т р — 5ц, i , j  =  1, 2, 3 , . . . ,  матрица X  
составлена из элементов {/д.}^=1 С на которую натянуто подпространс
тво N ^((3 ),  а матрица Г — из функционалов {73(-)}^=1 С {7в(’)}̂ =1> которые 
удовлетворяют соотношению 7г(/^-) =  <%, г,_; =  1, 2, 3 , . . . .

Оператор Т„(1) является расширением на пространство В? оператора, ко-

торый осуществляет изоморфизм А^^((2) на У д \  а !Рдг(1)(д) — оператор, явля
ющийся расширением оператора обратного изоморфному на все пространство 
В^. Операторы Ту ( 1) и Улг(1)((Э) будут ограниченными, если подпространство Уд1̂

будет дополняемым в пространстве Уд, а подпространство ЛГ^(^) — дополня
емым в пространстве Л (̂<3). В дальнейшем это нами и будет предполагаться. 

Р1спользуя обозначения матриц Х ,Г .Ф ,Ф  проектирующий оператор СР,,(и :

В 2 —> Уд1̂ С Уд определим по формуле

Ф  (1) = ф ф .  ( 4 )
г<2

Оператор СР (1) ограничен и разбивает подпространство Уд в прямую топологи-
оческую сумму подпространств

У  =  У «  е  У « ,  (5)
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где УР} =  У (2)В | =  (Ту -  У (1) )В |.

Проектирующий оператор Удгтю) : В^ —> С N((2) определим по
формуле

•Р-ЛгС1)^) =  X  Г. (6)

Оператор Улг(1)(д) также ограничен и разбивает подпространство А̂ д в прямую
топологическую сумму подпространств

N(Q ) = N ^ \ Q ) ® N ^ \ Q ) ,  (7)

где ЛГ(2)(<3) =  3,дг(2)(д)В| =  (Улг(д) — 3^(1) (д^В^.
3. Основной результат. Пусть подпространство ^(<5) изоморфно некоторой 
части Уд1̂ подпространства Уд, N((2) =  У ^ \  причем подпространство У ^  до
полняемо в банаховом пространстве Уд. Или наоборот подпространство Уд изо
морфно некоторой части Л^1) ^ )  подпространства N((3), У(̂  = причем
подпространство дополняемо в банаховом пространстве N((2). Тогда
имеет место лемма.

Лемма 1. Пусть Є С1(В^, В |). Тогда матричный оператор <5 =  <5+Уу я)

имеет ограниченный обратный на подпространстве Д(<5)

щ 1 =

(С} +  0\,(1>) левый, если N((2) = У ^  С Уд,
— - 1  I уя I V •

((5 +  УусД, ' — правый, если N((3) Э N^1'>(Q) = Уд.

Общий вид односторонне обратных операторов (^10̂ 0 задается формулой

Оііг о =

<5; Х(^В| -  Уу-И) — Левый, если N((2) =  Уд^ С Уд,

(/в-; -  У^(2)(д))(5г правый, если N((2) I) А̂ (1)(<3) =  Уд,

где Улг(2)(д) : Ві —)■ N ^ ((2 )  и Уу (2) : В 2 —> Уд2̂ — произвольные ограниченные 
бесконечномерные ограниченные проекторы.

Д о ка за т ельст во . Пусть N((2) изоморфно подпространству Уд^ С Уд.
Покажем, что матричный оператор <5 +  СР а) имеет ограниченный левый обра

зе?
тный. Для этого необходимо и достаточно показать, что [3]:

1) N (0 )  = {0}.
2) дополняемо в В^.
1) Пусть существует элемент х0 Є В^, хо7^0  такой, что

((5 +  і))^о =  +  ? у т х0 =  0. (8)<2 <Э

Из (8) имеем, что

С ^ х о Є  Т у (і)Жо Є  У д  \
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Поскольку подпространства R(Q) и Yq взаимно дополняют друг друга, а 
Yq 1 С  Yq, ТО R(Q ) П Yq '* =  {0}. Откуда следует, что у них может быть только 
один общий элемент — нулевой, т.е. Qxо =  0 и У (1)Ж0 =  0, т. е. Хо Е N (Q ) и ж0 £

_  Q

G А̂ (СР„(1)) С X q одновременно. Но подпространства N(Q) и X q также взаимно
Q

дополняют друг друга. Следовательно, N (Q ) Р) X q =  {0}. Отсюда следует, что 
х0 =  0. Полученное противоречие доказывает, что N(Q  +  J*v(i)) =  {0}.

_  Q
2) Дополняемость R(Q + У (i)) следует из ограниченности проектора (4)

rQ
CP (1) и соотношения (5).

Q _
Таким образом, оператор Q +  CP (i) имеет левый обратный.

Q

Образом оператора Q является подпространство R{Q) = R(Q) ® Yq \  По
этому ограниченность оператора Ql 1 на всем пространстве B j не обеспечи-

( 2)вается. Так как подпространство В | © Yq замкнуто, то оно само является
банаховым пространством. Оператор Q осуществляет взаимнооднозначное соо-(2)
тветствие пространства В, на пространство В ^ © !^  . Поэтому ограниченность 
оператора Ql 1 обеспечивается только если рассматривать действие оператора 
Q из банахова пространства В* в банахово пространство В | е  Уд21 [8, с. 134].

Левые обратные операторы в общем виде записываются следующим обра
зом Q1q = Qt Уд(д), [3] где — некоторый проектор, обладающий свой
ством RCPmq')) =  R(Q). Как следует из (5), таким свойством обладает проектор 
1Вз — У (2), т.е. R (Ib s — У^(2)) =  R(Q), где У,,(2) — произвольный бесконечно-

2 Q 2 YQ *Q
мерный ограниченный проектор. Значит общее представление левых обратных 
операторов можно записать в виде

Qlo =  Ql -  ?у(2))-
Q

Для случая, когда Y q  изоморфно подпространству N ^ (Q )  С N ( Q )  необхо
димо и достаточно показать что:

1) R(Q) = R(Q + ? Yq) = В*,
2) N (Q  +  3VQ) дополняемо в BJ.
Доказательство проводится аналогично.
Используя лемму 1, можно доказать следующую теорему.

Т еорем а 1. Пусть Q е  G I(B ^ ,B |). Тогда на подпространстве R(Q) ма
тричный оператор

Q  = Qi,r ~ ^ n W(q ) (9)

является ограниченным обобщенно обратным к матричному оператору Q.
Общий вид ограниченных обобщенно обратных операторов Qq к  матрично

му оператору Q дается формулой

Qo =  ~  5*n (q))Q {1в° ~  Ууд), (Ю)

где Улг(<5 ) : В, —>• N (Q ) и 3VQ : В | —> Yq — произвольные ограниченные бесконе
чномерные проекторы.
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Доказат ельство. Для доказательства теоремы необходимо и достаточно 
проверить, что С}~ удовлетворяет свойствам, определяющим обобщенно обра
тный оператор [4]

Я -  = Я -с}Я - ,  (и ]
сэ = Я<3-сэ. { 4

Для обобщенно обратных операторов справедливы соотношения [4]

= 1щ ~ У У<1 \

=  ^в? — Злг(д),
(12)

где Ууд, ?лг(д) — бесконечномерные ограниченные проекторы.
С учетом (12) проверим выполнение свойств (11). Имеем

=  <3 (^в-; — ^лг(д)) =  <5 — (^‘$N(0) =  <9,

С}~С}С}~ =  (1щ — Улг(<5)) Я~ = ?

так как УщО)Я~ =  ^>Н(О)Я10,Г0 -  УN(0)5*Ы^О) = УN1.(0) -  УN1.(0) =  0 в СИЛУ 
определения операторов <3;оГо, и гУы(ц)- Ограниченность оператора С̂ ~
следует из ограниченности оператора (^1о1Го и оператора Удг^д)-

Из теоремы 5.2 [3, с. 140] следует, что обобщенно обратные операторы в 
общем виде записываются следующим образом <5о =  5>1<9_^ 2 ) где произвольные 
проекторы и У2 удовлетворяют свойствам (/в* — 3*1 )В | =  N((2), а СР2Вз = 
=  В качестве таких проекторов можно взять проекторы (1щ — Уд^д))
и Цв* — СРуд), где ?лг(д) : В£ —> N((2) — произвольный бесконечномерный
проектор банахова пространства В^ на нуль-пространство оператора N((2), а 
3 4  = Щ —> Уд — произвольный бесконечномерный проектор банахова про
странства В?; на подпространство Уд.

Теорема доказана.
В случае, когда N (0 )  изоморфно Уд, операторы Уу (\) =  ЗУв и =

=  Удг(д) определяются по формулам

Уус] = ф Г, ■ В , ->• Уд,

^N(0) = х  Ф, $N((3) ■ Вт N((2).

В этом случае имеет место следующее утверждение.

Теорема 2. Пусть С} € С Ц В ^В ^ ) и N(€2) изоморфно Уд. Тогда на подпро
странстве Д(<5) матричный оператор

-^ N (0 )  = №  +  ^Уд)_1 -^ N (0 )  (13)

является ограниченным обобщенно обратным к матричному оператору С

Доказат ельст во. Если N((2) изоморфно Уд, то подпространство =
=  N((2), а подпространство Уд1̂ =  Уд. В этом случае существуют и левый и
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правый обратный операторы к оператору <5, а значит существует ограниченный 
обратный оператор <3

Рассмотрим случаи, когда одно из нуль-пространств операторов N((2) или 
N((2*) конечномерное. Если сііткег N((2) — п — конечно, а сііткег N((3*) - 
бесконечность, то — п —нормальный матричный оператор, а если наоборот 
сііткег N ( 0 )— бесконечность, а сііткег ІУ(<3*) =  д — конечно — (і—нормальный
[9]-

Для п — нормальных матричных операторов (3, которые представляются в 
виде (п х оо)-мерных матриц справедлива лемма.

Л ем м а  2. Пусть (3 : В г —>■ В 2 — линейный ограниченный п — нормальный 
матричный оператор. Тогда на подпространстве Я(С.?) матричный оператор 
<3 =  <3 +  имеет ограниченный левый обратный

Яі  = (< 3  +  ^ 1 ) ) / -

Общий вид левых обратных операторов (Зг0 1 задается формулой

Як = Я Г \ 1 щ - $ у т),

где СР̂ (2)((5 ) : Ві —> ІУ(2)((3) и Уу (2) : В^ —У У ^  — произвольный бесконечномер
ный ограниченный проектор.

Для й-нормальных матричных операторов (3, которые представляются в ви
де (оо х (і)-мерньіх матриц справедлива лемма.

Л ем м а  3. Пусть (3 : В г —* В 2 — линейный ограниченный д-нормальный 
оператор. Тогда на подпространстве і?(<3) оператор С} = (^ + имеет огра
ниченный правый обратный

я ; 1 =  ( я ^ ) ; 1.

Общий вид правых обратных операторов <3Го задается формулой

<3го =  ~  ^ ( 2)(<э))ЯГ >

где 33Лг(2)(<5) : В] —>• N ^ ( 0 )  и Ту(2) : В^ —> Уд2̂ — произвольный бесконечномер-
Q

пый ограниченный проектор.
Тогда для п- и ^-нормальных операторов справедливы теоремы:

Т еорем а 3. Пусть (З Є С 1 (В |, В |)  — п-нормальный матричный оператор. 
Тогда на подпространстве ґі((д) матричный оператор

<3 =  Яі  -  Улг(д) =  (<3 +  УуСі)); 1 -  Удг((3) (14)Q
является ограниченным обобщенно обратным к матричному оператору .

Общий вид ограниченных обобщенно обратных операторов <Зо к п-нормаль- 
ному матричному оператору (3 дается формулой

Ьо =  (-̂ в® -  Ум{Я))Я~ ( 1щ ~  Ууд ), (15)

где Улг(<з) : В, —> Л̂ (<3) — произвольный конечномерный проектор, '■ В | —>■ 
—> Уд — произвольный бесконечномерный ограниченный проектор.
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Теорем а 4. Пусть е С1(В^, В |) -  д-нормальный матричный оператор. 
Тогда на подпространстве Я(Я) матричный оператор

Я — Яг -  — (Я +  - З ’лга)^) (16)

является ограниченным обобщенно обратным к матричному оператору Я- 
Общий вид ограниченных обобщенно обратных операторов Яо к д-нормалъ- 

ному матричному оператору дается формулой

А) -  -  3>я ю ,)0  (1щ -  Ууд), (17)

где У N (С}) '■ В | —>• N((2) — произвольный бесконечномерный ограниченный прое
ктор, Ууд : В?, —>■ Уд — произвольный конечномерный проектор.

4. П рим ер. Построим обобщенно обратный оператор Я~ к матричному 
оператору (9, где

я =

1 1 0 0 0 0 •• \
0 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 1

\ /

действует из банахова пространства с — ограниченных сходящихся к конечному 
пределу последовательностей х  =  в пространство с таких же последова
тельностей у = І?/*-1}, Я : с —У с.

Проверим, является ли оператор Я ограниченным в этом пространстве?

1 М |с  =  ЙИр
\\Ях \

Ес,х^0 ||^|

в и р  | |
j<EN

=  й и р  -------- - г
хес,хф О  й и р  

і Є N

— вир
хЄс,х^0

8ир(|Є(1)+ Є (2)І,0,|Є(3)+ Є (4)|,0,
jЄN

®ир |^(*} І
і Є N

вир
х£с,хфО

8ир(|Є(1)| +  |Є(2)|,0,|Є (3)| +  |Є(4)|,0 ,. . . )
jЄN

®ир |£« |
ІЄN

< 2

<

з и р І ^ І
іем
вир |^(і)|
ІЄN

= 2 ,

так как зир(|^^ | +  |^ г+1̂ |) <  2вир(|^^ |, |). Оператор (^ : с ^  с — огранп-
ІЄN гЄN

чен.
Найдем матричный оператор (^*, который будет сопряженным к операто

ру Я ■ Известно [10, с. 165], что пространство сопряженное к банаховому про
странству с — это пространство її бесконечных числовых последовательностей 
(р — {(/?(*)}, удовлетворяющих условию Е ^Іу з^ І < оо. Поэтому сопряженный 
оператор Я* будет действовать из пространства її в пространство її. Используя 
тот факт, что общий вид функционала р = Є її на элементе у = {у(і)} Є с
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имеет вид <р(у) = [11, с. 237] при условии, что последовательность
— ограничена в її, найдем сопряженный матричный оператор (̂ )* к ма

тричному оператору <9-
По определению сопряженного оператора имеем:

<р®х) = +  *<2>, О, е(2) +  е(3), 0, е(3) +  £(4), о , ...)  =
=  ^ ( 1) ^ ( 1) +  ^ ( 1) ^ ( 2) +  ^ ( 3) ^ ( 2) +  ^ ( 3) £ ( 3) +  ^ ( 5) ^ ( 3) +  ^ ( 5) ^ ( 4) +  ^  =

=  ( < Э » 0 ) .

Таким образом сопряженный матричный оператор (^* : її —у її будет иметь 
вид:

/ О
О
О
О
О
О

О
0
1 
1 
О
о

о
о
о
о
о
о

о
о
о
0
1 
1

о
о
о
о
о
о

V

\

/
Для операторов и С}* матрицы базисных элементов X  и Ф (2) будут иметь

вид:

X  =

- 1 0 0 . / 0 1 0 0 0 0
"  ^0 1 0 . 0 0 0 1 0 0

0 - 1 0 . ; ф = 0 0 0 0 0 1
0 0 1 . 0 0 0 0 0 0
0 0 - 1  . V ••

V ••• ••
Далее построим биортогональную к матрице X  матрицу Г, которая состоит 

из системы тотальных функционалов и биортогональную к матрице Ф матрицу 
Ф, которая СОСТОИТ И З ПОЛНОЙ системы элементов, соответственно, Г {Х )  =  Е0о,
а д  =  е те.

/ 0 0 0 0  0

/  1 0  0  0  0 . . .  \ 1 0  0 0  0

0  0  1 0  0 0  0  0 0  0

Г  = 0  0  0  0  1 ; *  = 0  1 0 0  0

0  0  0  0  0 0  0  0 0  0

V ..................................... . . . 0  0  1 0  0

V ....................
Построим проекторы Улг(<Э) : С —У N ( < 3 )  и \ : с 4  Уд :

(  1 0  0 0  0  . . .  \
- 1 0  0 0  0  . . .

0 0  1 0  0  . . .
?*«?) = Х Г  = 0 0  - 1 0  0  . . . 5

0 0  0 0  1 . . .
0 0  0 0  - 1  . . .

V .....................
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У Уо =  фф  =

{  0 
О
о 
о 
о 
о 

\

0
1 
о 
о 
о 
о

о
о
о
о
о
о

о
о
0
1 
о 
о

о
о
о
о
о
о

о
о
о
о
0
1

/

Проверим ограниченность проекторов ‘$N(€1) и в пространстве с.

||Улг(0)||с= йир
х£с,хфО Ж

вир
х£с,хфО

Вир(|£«|,
з е  N

-  е(1) 1,0,0, |е(3) 1 ,1- €(3) 1,0,0,

Б и р  \Хі \

вир \£& \
<  I 3— — _  =  I

вир |£М|

пт її ІІ^їдУІІс
11 У<2 11 с  =  8 и р  — --- ------  =

уЕс,у^О  || У  || с

вир(0, |г?(2)|, 0, |т/(4)|, 0, |г?(6)|, 0 , . . .)  вир \г)^\
=  вир

2/Єс,у^0

jЄN

эир \г](гЦ
<  1

jЄN

ІЄІУ
вир |т/*)|
гЄІУ

=  1,

Проекторы Улт(д) И Уусз ограничены, следовательно подпространства N((2) 
и -К(<3) дополняемы в банаховом пространстве с и имеют место формулы (1).

построим операторы (3) 2лг(<э) : с —у N {0 ) и ? Уд : с

1 0 1 0 0 0 .. \
0 - 1 0 0 0 ..
0 0 0 1 0 ..

‘$N{<3) — ХФ — 0 0 0 -1 0 . .

0 0 0 0 0 . .

0 0 0 0 0 . .

V /

Ууо = * Г  =

(  о  
1
о 
о 
о 
о

V •••

о
о
о
о
о
о

о
о
0
1 
о 
о

о
о
о
о
о
о

о
о
о
о
0
1

/

Очевидно, что операторы и Ууя также ограничены в пространстве с.
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Тогда матричный оператор Q будет иметь вид

Q  — Q  +  У y  о  —

( 1 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 1 1
0 0 0 0 1 0

\ /

Легко проверить, что Удт(д)Фг =  X , а Уу^Х  =  Ф. Это означает, что нуль- 
пространство N((2) линейно изоморфно подпространству Уд и, значит оператор 
(5 имеет ограниченный обратный

\0 1 0 0 0 0
1 -1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 1 - 1 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 1 -1

V /
Следовательно ограниченный матричный обобщенный обратный оператор 
запишется в виде:

\

Q -  = Q ' - У N ( Q)

0 0 0 0 0
1 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1

\
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