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ЛИНЕЙНЫ Е НЕТЕРОВЫ КРАЕВЫ Е ЗАДАЧИ 
ДЛЯ ИМПУЛЬСНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ СИСТЕМ 

С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

Развивая и обобщая исследования по обыкновенным дифференциаль
ным уравнениям с импульсным воздействием [1,2], в настоящей работе 
построим матрицу Коши линейных дифференциальных систем с запазды
вающим аргументом и импульсным воздействием, а также находим крите
рий разрешимости и обобщенный оператор Грина линейных нётеровых 
импульсных краевых задач для систем с запаздыванием.

1. Предварительные сведения. Рассмотрим линейное дифференциаль
ное уравнение с запаздывающим аргументом

г(1) =  £  /1|(/)^(/>,(/)) -Ьг(/). / е  [и, Ь\,
I -1

( 1)

г (£ )= 1|)(£), если [а, Ь\,
где столбцы п-мерных матриц /!,(/) и л-мерный вектор г(() принадлежат 
пространству /^-функций с суммируемыми на [а, Ь] со степенью р (1<С 
< ^ < о о ) компонентами г{1) — «-мерный вектор-столбец из простран
ства /^(-абсолютно непрерывных функций таких, что г (/ )е / ^ ; Л;(/) изме
римы на [«./■>[,

Следуя [3|, определим операторы 5>,:Ор-+Ц и хУк‘ равен-
ствами

а\ — / г (/г'(0  ), сс;іИ М О  є  Iа- *1 -
" I 0, если /ї,</) е  [а, Ь \,

(2)

Ч'*'(0 =  {
О, если /і,(0 є  [а, Ь), 

если Иі{і)^[а,Ь\,
С учетом (2) задачу (1) запишем в виде

{ & 2 ) (/) = г {/ )  — А (0  (5лг) (/) /<=[а,Ь], (3)

где Л(/) =  [Л | (0 , '4 2(0 ,--> '4*(01 ~  ( п X  /V)-мерная (№ — п1г) матрица, 
составленная из мг триц /!,(/); оператор внутренней суперпозиции 5 л :Л ^  

определен равенством 5Л =  со! |5А|, , 5А, ] , /(/) =  г(ґ)-Ь

;= і
Решением уравнения (3) называют [3] абсолютно непререывную 

функцию г (/ )е Д ^ , удовлетворяющую этому уравнению почти всюду.
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Известно (3), что задача Кошм для уравнения (3) всюду разрешима 
и се общее решение имеет МИД

= \ S K(t .s )Hs )ds ,  (4)
(1

г де Л'</, s) (п X  п)-мерная матрица Коши, являющаяся решением
матричного уравнения

—  = M ( / ) ( . V « -,» ) ) (/) .  K(s.s)=E,

определенная в треугольнике А — {(/, s):a  ̂  <? ^  /?), / ((/ ,s )= 0  при
/; X { l ) ~ K { t , a )  — нормальная фундаментальная матрица.

2. Постановка задачи. Будем искать решение уравнения (3), которое 
имеет скачки [1, 2), определяемые равенствами

Az|, , —-г(т, f  0) — z(r, - 0 ) = ß,z( т; — 0) -fa/ (5)
в некоторых фиксированных точках т;е | п ,  Ь\, /= 1 .......р.

Систему
{ Я ’г) (() = z (/ ) — Л (/) ( Shz) (/) =/(/), / е [а ,6 ] ,  (6)

Az|,-tj =  ß ,z (T ,-0 ) /= 1 .......р, (7)
будем называть импульсной дифференциальной системой с запаздыва
ющим аргументом.

Таким образом, решение импульсной системы с запаздыванием (6) — 
это функция z(t),  принадлежащая пространству Dpn\ {т,}> абсолютно 
непрерывных функций, имеющих разрывы первого рода в фиксированных 
точках / — ту, / = | , . у д о в л е т в о р я ю щ а я  системе (6) почти всюду
и импульсным условиям (7).

Если, кроме того, решение системы (0), (7) удовлетворяет еще и крае
вым условиям

1г— а, (8)
где / =  col [Л, ... , 1,„\ — линейный ограниченный m-мерный вектор-функ- 
ционал, определенный на пространство функций z{t) е Dp\ {т/}/, а  — 
= col [ai, ... , а,„] е/?"\ то имеем линейную неоднородную импульсную 
краевую задачу для дифференциальной системы с запаздыванием.

3. Оператор Грина задачи Коши импульсной системы с запазды
ванием. Рассмотрим задачу Коши для импульсной дифференциальной 
системы с запаздыванием

( & z ) ( t ) = f ( t ) ,  t€=[a,b] ,
AzI , = T) = ßyz(T/ — 0) +a,t /= I ......p, (9)

где S ’-.DpX {Tj\r->-Lp — дифференциальный оператор, определяемый равен
ством (3), / (/ )еА р , B j — { п Х п )-постоянные матрицы такие, что (£  + 
-\-Bj) невырождены, d j ^ R n.

Построим общее решение импульсной дифференциальной системы 
с запаздыванием (9). Как было указано выше, задача Коши для уравне
ния (3) всюду разрешима и общее решение системы (3) на промежутке 
[а, т| J и ] т|, тэ! имеет вид

Z\{1) = Х (/)£.’ +  5 K ( L  s ) f ( s )ds,  / е  [a, T i ] ,

z2{ t ) = X { t ) c 2+  J K(t ,  s ) f ( s )ds,  / е | т | , т 2) .
а

(10)
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С учетом импульсных условий (Г>) имеем

* (  и-М>><'2-t- ") K (t ,  + 0. s)Hs),!s =  </: +  /3, | |X (T ,- 0 )f  +
a

+ " j V (n - H > .s )/ (*M * }- M ,.

Находя r;2 из последнего равенства и подставляя его в (10 ), получаем 
общин вид решения системы (9 ) на промежутке )т | ,т г )

г * ( / ) - Х ( / ) Д Г  ' ' ( т , ) (/? +  /?,)ЛГ(т,)<•••(• f  XU)X U t t )B ,K ^ , . s )H . i ) d s  +
rl

+ i K V . s )H s )d s  + X U ) X  ' (ti )di.

Н а промежутке ) T>, Т ;( ] общее решение системы без импульсов (3) 
имеет вид

г;, (/ )==Х(/)Г:«+ { K{t ,S )f (s )ds .
. п

С учетом импульсных условии (5 ) г. \ (та ~Ь 0) =  (£  +  В г ) 2г (т 2— 0) + а г 
получим ДЛЯ общего решения с :\{() СИСТОМЫ (9 ) на промежутке ] Тг, Тл ] 
следующее выражение:

z:i(/ )= ^ (/ ),Y - |(^ )(f- }-«2 )-Y (To)^” l (T i) (£  +  B i)^ (T i)c  +

+ ]  X ( l ) X - ' ( T 2 ) ( E  +  B2)X(T2) X - l (T ! )B iK (T l,s )f (s )ds  +  
ll

+ 'f X(nX-'(Ti)lhK(t2,s)l(s)U.‘: + \ K(l,s)[(s)Us +
ll H

-\-X{t)X 1 ( т 2 ) (E -f- B2) X ( T2 ) A ' ( t  i ) a \ -\~ X ( / )  X ' ( т 2) а 2-

П родолж ая этот процесс для импульсной системы (9 ) с запазды ва
нием, получаем следующее утверждение.

Т е о р е м а  1. Задача Коши для импульсной дифференциальной 
системы с запаздыванием всюду разрешима и ее решение имеет вид

г ( 0 = * ( 0 с +  [ K(l ,  s)Hs) i l-i+ t  1 R , [ t . s )H s )d s+  £  X<(t)a,,
и 1 — I u i— I

I

где X (t )  = X ( t )  [] A"- 1 ( t v) (£  +  B v)/Y(tv) — (пХп)-мерная фундамен-
V = k

тальная матрица соответствующей (8) однородной (f(t) =0, а, =  0) им
пульсной системы,

Ki(t, s) = X ( t )  f]1 /Y “ l (Tv)(£ +  flv)>Y(Ti)fl//C(TiI s )1
It

a <  r ,  _  i <  a* <  T, <  T* <  / ^  t * 4 . i <  b

— элементы (блоки) матрицы Коши R {t , 5) импульсной системы с запаз
дыванием (8),

~ i ( t ) = X ( t )  'П '(T vM f +  S v W x ,) ,
v = *

K(t, s) = 0 , если /.
В  дальнейшем решение (10) с учетом определения матрицы K{t ,s )
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ИЛ промежутке J Tfr, Г* J I I будем записывать R пнде

*(/)-=,?(/)<•+ J K{t, s)f (s) (Is I  (11)
41 i — \

4. Обобщенный оператор Грнна. Нпйдем критерий существования
и структуру общего решения линейной нётеропон импульсной краевой 
задачи

< 5 ^ ) ( / ) - [ ( /). 1ф г,. \г \, , - Л ,г (т , +  0) 4-я,, (12)
(г --а, г,. /е= [а, Ь \. (13)

Как было показано выше, общее решение г(/, t) системы (9) имеет 
вид ( I I ) .

Для того чтобы решение ( I I )  импульсной системы (9) удовлетворяло 
крлепым условиям (8), необходимо и достаточно, чтобы / г (- ,с )= а , 
откуда для определения векторной константы c ^ R n получаем алгебраи
ческую систему

О г ^ а - { \  K ( - .4 ) f ( s ) d s -  [] l K i ( - . s ) f ( s )d s -  £ 1Х((-)а„  (14)
a I -1 i=i

где Q = I X ( ' )  — (тХн )-м ерная постоянная матрица.
Пусть Q *" — единственная псевдообратная к Q (п X  ю)-мерная матри

ца (41 • Обозначим через P q (п Х '0 ~ матРи,1У (ортопроектор Р% — P q =
— P q) , проектирующую R n на пул ь-пространство N ( Q) матрицы Q i P q'.R"-*■ 
->-/V(Q); аналогично Pq- (m Х ^ О 'матРица: Далее обозначим
через P q, (п X  г )-матрицу, столбцы которой г — линейно независимые 
столбцы матрицы P q. (г =  п — rankQ) ;  P q: — (dy^rn)-матрица, строки 
которой d линейно независимые строки матрицы P Q• (d =  m — rankQ) .
Справедливо следующее утверждение.

Т е о р е м а  2. Пусть линейная неоднородная краевая задача (12), 
(13) с импульсным, воздействием удовлетворяет указанным выше усло
виям и rank Q =  я, min (л, m). Тогда соответствующая (12), (13) одно
родная {/(/) =  0, а ,=  0, а =  0) краевая задача имеет г — п — п\ и только 
г линейно независимых решений. Неоднородная краевая задача (12), 
(13) разрешима для тех и только тех f(t)aLp, и а е Г ,  которые
удовлетворяет условию

P Q:{a  — l\ К ( ‘ , s) f (s )ds  — £  / j Ri(-, s ) f ( s )d s— £  1Х1(-)а,\= 0,
a 1=1 « »= *

(15)
и при этом имеет г-параметрическое семейство решений z(t, сг) на про
странстве Dl\ {т,}, кусочно абсолютно непрерывных вектор-функций, име
ющих разрывы первого рода по t при / =  т/

г((, с,) =*X,(t)cr+ ( ö [  ^ ] )  (0 + *(/)<3+а,

где Xr(t) — Xr{t) P Qi — (/г X  г)-фундаментальная матрица однородной 
импульсной краевой задачи (12), (13), — обобщенный опе

ратор Грина полуоднородной импульсной краевой задачи (12), (13) 
имеющей вид

( G [ i , D ( i ) =  \ « ( ‘^ ) h s )d S- X ( t )Q  + l\ K ( . ,s ) f (s )  +

+ "z ( S К,(I. s)H/>)ds-X(l)Q + l S R,(-,s)f{s)ds} +
i - I II 'I

If,но



+ £  {& (/ ) -  Л ( О У ' /&(•)  к  +  ЛГ<0<?-'-а.
(- I

Доказательство теоремы проводится по аналогии с |2].
В случае отсутствия импульсов теорема 2 переходит в известную ра

нее из [5 J.
В  случае фредгольмовой краевой задачи ( т  — п) условие rank Q — n 

( (let Q Ф  0, P Q =  0, P q’ — 0) эквивалентно известному некритическому 
случаю [1,4,6] ,  который характеризуется тем, что соответствующая 
(12) однородная импульсная краевая задача не имеет решений, кроме 
тривиального. В этом случае существует матрица Q обратная матрице 
Q, и система (14) однозначно разрешима относительно ее/?", в резуль
тате чего неоднородная краевая задача (12), (13) при любых f ( t ) ^ L p ,  
a ( ^ R n и имеет единственное решение.

Таким образом, справедливо следующее утверждение.
Т е о р е м а  3. Пусть краевая задача (12), (13) удовлетворяет ука

занным выше условиям и т  =  п. Если rank Q =  n (det Q=/=0), го соответ
ствующая (12), (13) однородная задача не имеет решений, кроме три
виального. Неоднородная краевая задача (12), (13) разрешима для 
любых f ( ( ) ^ L p ,  осе/?" и имеет решение вида

z « )  =  X (/ )c + ( g [  д ] )

где X {t )  — (пХп)-фундаментальная матрица соответствующей однород
ной импульсной задачи (12), [ : D  (0  — оператор Грина импуль

сной некритической полуоднородной краевой задачи (12), (13), имею
щий вид

( ° [  X  D  <0 “  ? <?-'/( K ( ' . s ) H s ) d s  +

+ Z { 1' Ki(t. s) i (s)ds-X(l)Q-'l S ' Ki(-.s)Hs)ds) +
( I d  i7

+  £  |.V,</)-*(/)< ? ' a e n a  +  X f OQ- ' a .
I - I

П р и м е р .  Рассмотрим задачу о регуляризации при помощи импуль
сного воздействия и начальной функции не всюду разрешимой краевой 
задачи (12), (13).

Пусть при некоторых /0(0  a?<=Rr> и а 0<=/?'п краевая задача (12)
неразрешима, т. е. условие (15) пе выполняется. Введем в эту задачу 
в момент времени / =  т| импульсное воздействие

Дг|, = Т1 =  В|г(т| -f 0) 4-ai, (=[a,b\,  (16)
такое, что существует (Е-\-Вi ) -t .

Величину а | выбираем из критерия типа (15)

Р , ;« ? ( . ) а ,  =  Яв;( K ° { - . s ) M s ) d s -
tl

- t '  \  * ) ’<■. •')/»(*К '- -  £  Й , " ( . ) а ? )
1 a i = l

разрешимости полученной импульсной краевой задачи (12), (13), (16) 
так, чтобы она стала разрешимой при любых f0( t )^ L p ,  а,°е/?я и аое? 
e / ? m; — матрица Коши задачи (12), (16), tf,°(/,.s), X?(t)  —
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элементы (блоки) матрицы Коши и фундаментальной матрицы соответ
ственно импульсной системы с запаздыванием (12), (16).

Введем обозначения: 5 =  Рр-ІХ®(•) — (</X  я )-мерная матрица; Р 5—  
(іі X  (і) -мерная матрица (ортопроектор), проектирующая /?* на /У(5*); 
Р х — (п X п )-мерная матрица (ортопроектор), пректирующая /?" на /У(5). 
Тогда из теоремы 2 следует утверждение.

С л е д с т в и е .  Не всюду разрешимую краевую задачу (12), (13) 
можно сделать всюду разрешимой при любых /о(0  е  Ц, и а пє / ? т ,
добавляя к ней еще одно импульсное воздействие (16) тогда и только 
тогда, когда Р ^ Р (}: — О. При этом величину добавочного (регуляризи- 
рующего импульса необходимо выбирать в виде

a ] = S '  P 0. { a n - l \  Kn( . , s ) f n{ s ) d s -  £  / \ K ? (- ,s ) fa(s)ds
р

У
f-l а

— £  IX" (•)«{’) +  / V  V c e t f " .
I I

Заметим, что так как правая часть дифференциальной системы с за
паздывающем аргументом задачи (12) зависит от начальной функции

к

/(/) =  г (/) +  £  A j { t )xYh’{t), то краевую задачу (12), (13) можно сделать
i -1

всюду разрешимой при помощи соответствующего выбора начальной 
функции ф(£) из критерия разрешимости (15), который запишем в виде

Р,у( { а  — / ( К (•, s) г (s)ds — £  / \ Ki{ ‘ . s)r(s)ds— £  IXi(■)а,} —
и i - i n i 1

-  Л/, | t  1 \ K ( : s ) / l l (s )4 ’t‘(s)ds—  f  £ /  S' /(,(■.s )A i(s ) V h’(s ) d s -
j I Ч I - 1 ( - I (1,

-  z  « , ( • ) « , ) ,

I - 1

где \at, b,\ — \a, b J П I min Л,-(/), ip-ix Л, (0  j , i 1, 2, ... , k.
t e  |n, fr) I (S je. tl |

Работа выполнена при финансовой поддержке Госкомитета Украины 
по вопросам науки и технологии.
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