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П С Е В Д О О Б Е Р Н Е Н И Й  О П Е Р А Т О Р  Д О  І Н Т Е Г Р А Л Ь Н О Г О  
О П Е Р А Т О Р А  Ф Р Е Д Г О Л Ь М А  З  В И Р О Д Ж Е Н И М  Я Д Р О М  У  
Г І Л Ь Б Е Р Т О В О М У  П Р О С Т О Р !

The conditions for the normal solution of Fredholm integral operators with degenerate kernel in 
Hilbert spaces are obtained in the paper. The pseudoinvese operator for Fredholm integral operator 
with degenerate kernel in Hilbert space is constracted. The example is suggested.

В роботі отримано умови нормальної розв’язності інтегальних операторів Фредгольма з ви
родженим ядром у гільбертових просторах. Побудовано псевдообернений оператор до інте
грального оператора Фредгольма з виродженим ядром у гільбертовому просторі. Наведено 
приклад.

Д осліджєння ум ов ро зв ’язності та  зо б раж ен н я  загал ьн и х  р о зв ’я зк ів  опера- 
торних  р івн ян ь  у банахових та  г ільбертових  просторах  є проблем ою , я к а  за л е 
ж и т ь  в ід  м ож ливості побудови узагальнено-обернених та  псевдообернених опе
р ато р ів  у цих просторах .

В ідомо [1,2], щ о узагальнено-обернений  оператор  у банаховом у просторі ви
зн ач ається  неоднозначно. У  гільбертовом у просторі за в д я к и  скал ярн ом у  добу
тку, однозначном у р о зк л ад у  його у прям і суми ортогон альн и х  зам к н у ти х  під- 
просторів, ізом орф ності взаєм но сп ряж ен и х  просторів, із м нож ини  узагальнено- 
обернених оператор ів  м о ж н а  ви д іли ти  псевдооберений. Т аки й  оператор  єди
ний [3,4].

П о с т а н о в к а  з а д а ч і .  Н ехай H — дійсний гільбертовий  простір  зі скал ярн и м  
добутком  ( х , у ) н , х  Є H , у  Є H , I  =  [a , b ]— скінченний п ром іж ок , z (t) — ф у н к ц ія  
зі зн ачен н ям и  в г ільбертовом у просторі H , ви м ірн а  у сенсі Б о х н ер а  [5, с. 138],

b
така , щ о J  | |z ( t) ||H d t <  то. В изначим о н а  м нож ині таки х  ф у н кц ій  скалярн и й

a
b

добуток  ( z ( t ) , g ( t ) )  =  j  z*( t )g( t )dt ,  де — операц ія  транспонування. В изначе-
a

ний таки м  чином  простір  буде гільбертовим . П означим о його L 2(1, H ) . Н орм а 
елем ента z ( t )  у  цьом у просторі ви зн ач ається  через скал ярн и й  добуток

|z ( t ) |L2(J,H) =  \ /  ( z ( t ) , z ( t ) ) H =

\
lz ( t ) IIHd t .

В якості гільбертового  п ростору  H  м ож е, н ап р и кл ад , ви ступ ати  простір  12 або 
інш ий гільбертовий  простір .

У  цій роботі р о згл яд аю ться  ум ови узагальн ен о ї оборотності та  способи по
будови псевдооберненого оп ератора  до ін тегрального  оп ератора

b

( Lz ) ( t )  := z ( t )  — M ( t )  (  N ( s ) z ( s )ds ,  (1)

b
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де о п ератор -ф ун кц ії M ( t )  =  { m ij (t ) } ijj=l та N (t) =  { n ij (t ) } ij j>=l — зл іченновим ір- 
ні м атриц i.

П о п е р е д н і  в ід о м о с т і .  Н ехай  L  — лін ійний обм еж ений норм ально  р о зв ’я 
зний  оператор , я к и й  діє з гільбертового  простору  H 1 у гільбертовий  простір  
H 2. В ідомо [6], щ о яд р о  N (L)  та  образ R ( L )  норм ально  р о зв ’язн ого  оп ератора  
зам кнен і і, я к  наслідок, доповню вальн і у  г ільбертови х  просторах  H 1 та  H 2, в ід 
повідно. Т акі оп ератори  н ази ваю ться  топологічно нетеровим и [7], а  за  умови, 
щ о нуль-простори  N (L)  та  N (L*)  — лін ійно ізом орф ні — топологічно ф редголь- 
мовими.

В ідомо [1,3], щ о оператор  L+ — псевдообернений за  М уром -П ен роузом  [8,9] 
до оп ератора  L  зад о во л ьн яє  властивостям :

1. L L + L  =  L
2. L + L L +  =  L+;
3. (LL+)* =  L L +  =  I h 2 — Pn  (l *),
4. (L + L )* =  L + L  =  I h  — P n  (l ),

де P n (l ) : H  ^  N (L)  та  Pn (L*) : H 2 ^  N (L*)  — ортоп роектори  н а  нуль-простори  
N (L)  та  N (L*) оператор ів  L  та  його спряж еного , відповідно.

О ск іл ьки  норм и оп ератор ів  P n (l ) і P n (l *) дор івню ю ть одиниці, то з в л асти 
востей  3 та  4 м аєм о, щ о р о зв ’я зо к  x  =  L +y  р івн ян н я  L x  =  у  м ін ім ізує норм у 
н е в ’я зк и  \ \Lx — y ||H2 =  \\Pn (L*)y||H2, а  р о зв ’я зо к  f  =  (L*)+g =  (L+)*g спряж еного  
р івн ян н я  L * f  =  g м інім ізує норм у н ев ’я зк и  \ \L*f  — д ||н і  =  \\Pn (L)g||H i, причом у 
ці м ін ім ум и досягаю ться , за в д я к и  рівності (L*)+ =  (L+)* , з допомогою  одно
го і того ж  оп ератора  L+. П роте, кож ен  м ін ім ум  окрем о м ож е д осягати ся  за  
допом огою  р ізних  операторів .

О з н а ч е н н я  1. [10] Узагальнено-обернений оператор L -  : H 2 ^  H 1; що  
задовольняє  у мо в а м

1. L L - L  =  L,
2. L - L L -  =  L - ,
3. ( L L - )* =  L L -  =  I h 2  — P n  (l*)

н аз ив ає ть с я  прав им псевдооберненим оператором до оператора L  i позначає
ть с я  L+.

О з н а ч е н н я  2. [10] Узагальнено-обернений оператор L  : H 2 ^  H 1; що  
задовольняє  у мо в а м

1. L L - L  =  L,
2. L - L L -  =  L - ,

3- ( L - L ) * =  L - L  =  І н 1 — Pn  (l ) ,

н аз ив ає ть с я  л i в и м  псевдооберненим оператором до оператора L  i позначає
ть с я  L+.

О ператор , як и й  є і л івим  і п рави м  псевдооберненим  одночасно буде псевдо- 
оберненим  у сенсі М у р а-П ен р о у за  [8,9].

Н аведем о необхідні відом ості з загал ьн о ї теорії побудови односторонньо псев- 
дооберених та  псевдообернених оп ератор ів  у г ільбертових  просторах  [10].

Н ехай  L -  : H 2 ^  H 1 — узагальнено-обернений  оператор  до  н орм ально  
р о зв ’язн ого  оп ератора  L.

Наук. вісник Уж город ун-ту, 2014, вип. 25, № 1



П С Е В Д О О Б Е РН Е Н И Й  О П ЕРА ТО Р Д О  ІН Т Е ГРА Л ЬН О ГО  О ПЕРАТОРА 59

Т е о р е м а  1. Оператор

L + =  L  (IH2 — P N (L*)),

де Pn (l *) : H  ^  N ( L *) — н е с к і нч е нн ов имі рний  ортопроектор,  є о б м е же н и м  
прав им псевдооберненим до тополог iчно нетерового оператора L  : H i  ^  Н 2. 

Т е о р е м а  2. Оператор

L + =  ( IHi -  P N(L))L - ,

де Pn (L) : H i  ^  N (L) — н е с к i нч енн ов имi рний  ортопроектор,  є о б м е же н и м  
прав им псевдооберненим до тополог ічно нетерового оператора L  : Н 1 ^  Н 2. 

Т е о р е м а  3 . Оператор

L+  =  (IH1 — P N (L)) L - ( I H2 — P N (L*)),

де Pn (l) : H 1 ^  N (L) та P n (L*) : H 2 ^  N (L*) — неск і нченновимі рн і  орто-  
проектори,  є єдин им о б м е же ни м  псевдооберненим до нормально  р о з в ’язного  
тополог ічно  нетерового оператора L.

О с н о в н и й  р е з у л ь т а т .  В изначим о ум ови, при  я к и х  оператор  (1) буде д іяти  
з гільбертового  п ростору  L 2(1, H )  в себе. Д л я  цього н а  зл ічєнновим ірн і м атриц і 
M ( t )  та  N (t) необхідно н ак л асти  д єяк і обм еж ення.

Д л я  того, щ об елем ент p( t )  =  N ( t ) z ( t )  н ал еж ав  простору  L 2(1, H )  д л я  будь- 
якого  z ( t )  =  co l { z1( t ) , z 2( t ) , . . .  ,Zj  ( t ) , . . . }  Є L 2(1, H )  повинна виконуватись не
р івн ість

ж /  ж \  2E E  Hij ( t ) z j ( t ) \ < Ж.
i=1 \j= 1  /

В икористовую чи  нерівн ість Б уняковського , отрим аєм о

b ^  b ^  \  2b b / \ 2/ Ж р Ж / Ж \

Y p2( t )dt  =  /  ( J 2 n ij ( t ) z j ( t ) ) dt  -
i=1 i=1 \j= 1  /n. n. 4 J  '

b ж /  ж \  2 Ь /  ж \  2

у  ( jCn i j ( t )J d tJ zj ( t )J dt
a i 1 Vj 1 / a ' j  1 '

-  / > I > Hij (t) dt  \ > j

„ ж /  ж \  2

=  /  ^ n ij ( t ) l d t llz (t)  Hl2(3,H) =  N 0 l z ( t ) lb2(J,H)-
a i=1 w  j

Т аки м  чином, якщ о

b oo

y  n %( t ) d t = n o <  ^
i,j=1

то елем ент p( t )  буде н а л еж ати  п ростору  L 2(1, H ).
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О тж е, доведено, щ о при  виконанні ум ови (2) д л я  будь-якого z ( t )  Є L 2(1, H ) 
виконується (4) i, я к  н аслідок, p( t )  н а л еж и ть  п ростору  L 2(I,  H ) . О чевидно, що
b

j  p ( t ) d t  н а л еж и ть  п ростору  H .
a

А налогічно доводиться, щ о при  виконанні ум ови

b «>

m ij (b)db — M 0m 2j ( t ) d t  — M0  < <x>,
i,j=1a

b
вектор-стовпець M ( t )  f  N ( t ) z ( t )d t  н а л еж и ть  простору  L 2(1, H ).

a
Т аки м  чином, при  ум овах  (2), (3) ін тегральн и й  оператор  (1) д іє  з гільберто- 

вого п ростору  L 2(1, H )  у цей ж е  простір.
П означим о D  — I h  — A  : H  ^  H — лінійний обм еж ений оператор , де

b
A  — j  N ( t ) M( t ) d t .  П рипустим о, щ о D — норм ально  р о зв ’язн и й  оператор. Тоді

a
існую ть ортоп роектори  P N (d ) : H  ^  N (D)  та  P N(d *) : H  ^  N (D*)  н а  нуль- 
простори  N (D)  та  N (D*)  оператор ів  D  та  йом у спряж еного  D*, P ^ ( D) — PN (D),

PN(D) — P N(D), P n (D*) — P N(D*), P*( d *) — PN(D*)-
П означим о ч ерез P n 0 (d) зву ж ен н я  о п ератора  Pn(d)  н а  п ідпростір  N 0( D ) , по

родж ений  системою  л ін ійно-незалеж них вектор-стовпц ів  м атриц і-ортопроекто- 
р а  Pn(d) .  А налогічно позначим о P n 0 (d*) зву ж ен н я  о п ератора  Pn(d*)  н а  п ідпро
стір  N 0( D*) , породж ений  системою  л ін ійно-незалеж них  вектор-стовпц ів  м атриц і- 
ортоп роектора  Pn(d* ) .

Тоді оп ератор -ф ун кц ії

X  (t) — M  (t)PNo(D), Н І )  — N*( t ) PND(D*) (4)

є повним и систем ам и л ін ійно-незалеж них вектор -ф ун кц ій , як і скл ад аю ть  бази
си нуль-просторів  N (L)  та  N (L*) ін тегральн и х  оператор ів  L  та  L * , відповідно. 

Н ехай
b b

а  — J  X *( t ) X( t ) d t ,  в  — J  Ф*(t)Ф(t)dt

a a
— сам оспряж ені обмеж ені оператори , як і є оборотним и зл іченновим ірним и м а
тр и ц ям и  Г рам а, д ію ть  з гільбертового  п ростору  H  в себе, о ск ільки  вектор- 
стовпці та  векто р -р яд ки  зл іченновим ірних  м атр и ц ь  X (t) та  Ф Ь ) — л ін ійно-незалеж ні.

Т е о р е м а  4 . Не х ай  D  : H  ^  H — л і н і й н и й  об ме же н и й  нормально  р о з в ’я з н и й  
оператор.  Тоді і нте г рал ь ний  оператор L  : L 2 CJ, H )  ^  L2(1,  H )  (1) — нормально  
р о з в ’язний .

Дов едення .  Д л я  доведен ня необхідно і д остатньо  п оказати , щ о існую ть ор
топроектори  P N (l ) : L 2(1, H )  ^  N (L)  та  P N(L*) : L 2(1, H ) ^  N (L*).

П окаж ем о, щ о

b

(Pn (L)z ) ( t )  — X ( t ) a -1 [  X * ( s ) z ( s ) d s ,
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(Pn  (L*)f )(t )  =  Ф ( Ь ) ^  Ф* ( s ) f  ( s)ds
a

— ортоп роектори  н а  нуль-простори  N (L) та N (L*)  ін тегрального  о п ератора  (1) 
та  йом у спряж еного , відповідно.

Д оведення проведем о д л я  о п ератора  Pn (l ). Д л я  цього покаж ем о, що:

!• P N(l ) =  P n (l ), 2. p N(L) =  P n (l ), 3. l P n (l ) =  0.

П окаж ем о, що:

1  P N(l ) =  Pn  (l ).

(PN(L)z)(t)  =  (Pn (l )Pn (L))z( t )  =  X (t ) a -1 X * (s ) j X ( s ) a - 1 x

x  X * ( r ) z (t )d r ^ d s  =  X ( t ) a  1a a  1 X *(t )z (t )dr

a 
b 

1X ( t ) a  / X *( r ) z (t )d r  =  (Pn (L)z ) ( t ) ,

оск ільки  J  X * (s )X ( s)ds  =  a,  a  1a  =  I n 0 (d) , де I n 0 (d) — тотож н и й  оператор  у
a

підпросторі N 0(D).
2. Р * (l ) =  P n (l ), тобто оператор  Pn (l ) зад о во л ьн яє  співвіднош енню

{( p N (L)z  ) ( t ) , V ( t ) ) L2(i ,h ) z ( t ) > (PN(L)V) ( t ) ) L2(J,H)-

( (PN (L)z ) ( t ) , V( t ) ) L2(3H) =  I (PN(L)z )N(t ) V(t )dt

b b b b

X ( t ) a -1 f  X * ( s ) z ( s ) d s  v ( t ) d t  =  f  j  f  [ X *(s)z(s)] *dsx

b b

x  [ X ( t ) a - 1] z * ( s ) X  **(s) (a- 1 ) * X  * ( t ) v ( t )dsd t

a a
b b

1z*(s)  X ( t ) a  / X *( t )v( t )ds dt

z *( s ) (PN(L)V) (s )ds  =  (z ( t ) , (Pn (L)V)( t ) ) L2(j ,h )-

b

b

b b

b

b
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Т аки м  чином , P N ^ )  =  Pn (L).
3. P n (l ) -  ортопроектор  н а  нуль-простір  оп ератора  L,  тобто L P n (l ) =  0.

( L P N(Lz ) ( t )  =  X (t ) a  J  X * (s ) z ( s ) d s  — M ( t )  J  N ( s ) x

a a

b b

x j X ( s ) a -1 f  X * ( r ) z ( r ) d r ^ d s  =  X ( t ) a -1 f  X * ( t ) z ( s ) d s —

b b

— M ( t ) A P No(D) a -1 f  X * ( s ) z ( s ) d s  =  X ( t ) a -1 f  X * ( s ) z ( s ) d s —

b

— M ( t ) [ I n  — D] P n 0(d )&- 1 J  X * ( s ) z ( s ) d s  =  0,
a

оск ільки  M ( s ) P No(D) =  X ( s ) ,  A  =  I H — D,  D P No(D) =  0.
Т аки м  чином , оператор  Pn (l ) — ортопроектор  н а  нуль-простір  N (L)  опера

то р а  L.  Д оведення д л я  о п ератора  P n (l *) проводиться аналогічно.
О тж е, оператор  L — у загальн ен о  оборотний i, я к  наслідок , норм ально  р о зв ’я з 

ний. Том у д л я  нього існує у г ільбертовом у просторі єдиний обм еж ений псевдо- 
обернений оператор  L+.

Д л я  о три м ан н я  конструкц ій  односторонньо псевдообернених та  псевдообер- 
неного оп ератор ів  доведем о наступну  теорему.

Т е о р е м а  5. Не х а й  D  : H  ^  H  — нормально  р о з в ’я з н и й  оператор.  Тоді  
оператор

b

( L - f  )( t )  =  f  (t) +  M ( t ) D +  f  N ( s ) f  (s )ds

a

є о б м е же ни м  узагальнено- оберненим оператором до інтегрального  оператора  
(1), де D+ — об ме же н и й  псевдообернений оператор до оператора D.

Дов едення .  В ідомо [11], щ о узагальнено-обернений  оператор  повинен зад о 
во л ьн яти  співвіднош енню  L L - L  =  L ,  як е  його визначає.

О бчислим о L - L.

b b

( L - L z ) ( t )  =  z ( t )  — M ( t )  j  N ( s ) z ( s ) ds  +  M ( t ) D +  J  N (t ) j z (t ) — M ( t )x

a a  

b b b

x  J  N ( s ) z ( s ) d s ^ d T  =  z ( t )  — M ( t )  J  N ( s ) z ( s ) ds  +  M ( t ) D +  J  N ( s ) z ( s ) d s —

a a a
b b b

—M ( t ) D +  [  N (t ) M ( t )dT [  N ( s ) z ( s ) ds  =  z ( t )  — M ( t )  [  N ( s ) z ( s ) d s +

b b
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b b

+ M ( t ) D +  f  N ( s ) z ( s ) ds  — M (t ) D + A  f  N ( s ) z ( s ) ds  =  z ( t )  — M ( t ) x

x  j  N ( s ) z ( s ) ds  +  M ( t ) D +  [ lH — A  J  N ( s ) z ( s ) ds  =  z ( t )  — M ( t ) x

a a
b b b

x  J  N ( s ) z ( s ) ds  +  M ( t ) D + D  J  N ( s ) z ( s ) ds  =  z( t )  — M ( t )  j  N ( s ) z ( s ) d s +

a a a
b b

+ M  ( t ) [ lH — Pn  (d)\ /  N  ( s ) z ( s ) ds  =  z ( t )  — M  ( t )PN (D) (  N  ( s ) z ( s )ds ,

оск ільки D + D  =  I h -  P,H — PN (D)

Т аки м  чином, (L Lz ) ( t )  =  z( t )  — M ( t ) P N (D) J  N ( s ) z ( s )ds .
a

Д ал і обчислим о L L - L.

b b

( L L - Lz ) ( t )  =  z( t )  — M ( t ) P N (D) f  N (s )z (s )d s  — M ( t )  (  N (r)<! z (t ') —

b b

— M ( t ) P n (d ) j  N ( s ) z ( s ) d s ^ d T  =  z ( t )  — M ( t ) P N D )  J  N ( s ) z ( s ) d s —

a a  
b b

— M ( t )  j  N (t )z (T)dT +  M ( t ) A P N D) J N ( s ) z ( s ) ds  =
a a  

b b

=  z( t )  — M ( t )  j  N ( s ) z ( s ) ds  — M ( t )  [ lH — A~\Pn D) J N ( s ) z ( s ) ds  =
a a  

b b

=  z( t )  — M ( t )  j  N ( s ) z ( s ) ds  — M ( t ) D P N (D) j  N ( s ) z ( s ) ds  =

a a
b

=  z( t )  — M ( t )  J  N ( s ) z ( s ) ds  =  ( Lz ) ( t ) ,

a
оск ільки  D P n (d ) =  0.

Т аки м  чином, ( L L - Lz ) ( t )  =  (Lz) ( t ) .
О бм еж ен ість оп ератора  L -  випливає з обм еж еності оп ератор -ф ун кц ій  M ( t ) , 

N (t) та  оп ератора  D + .
Теорем у доведено.
П означим о

й ( :) =  PNo(D)a  1P No(D), в  :) =  P No(D*)в  1PNo(D*)- (5)
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Т е о р е м а  6. Не х ай  D  — нормально  р о з в ’я з н и й  оператор.  Тоді оператор

b

( L + f  )(t)  =  f  (t)  +  [ m ( t )D+ -  N ' ( t ) 0 i - l ) ] [  N (s ) f  ( s)ds

a

є о б м е же ни м  прав им псевдооберненим оператором до і нтегрального оператора  
(1), де D+ псевдообернений оператор до оператора D.

Дов едення .  З а  теорем ою  1 прави й  псевдообернений оператор  L+ м ає ви гл яд

L + =  L  ( IH2 — PN (L*)) =  L  -  L  P N (L*)-

З а  теорем ою  5 в якості узагальнено-оберненого  оп ератора  L -  в ізьм єм о опе
ратор

b

( L - f  ) ( t)  =  f  (t) +  M ( t ) D +  J  N (S) f  (s)ds.

a

О бчислим о L - P n (l *)-

b

( L - P n  (L*)f )(t) =  Ф Ц ) в ~ 1 f  Ф ' Ш  (s ) d s +

b b

+ M ( t ) D +  j  N ( s ) { Ф^ ) ( 3 -1 j  Ф*(т)f  (r ) d r } d s  =

a a  
b b

=  Ф(ї)(3-1 J  Ф * ^ ) І ' (s)ds  +  M ( t ) D +N P N 0(D*)P-1 J  Ф * ^ ) І ' (s)ds  =
a a  

b b

= Ф(ЬіЗ-1 !  Ф' (8 ) , і ( s)ds  =  N ' ( t ) 0 t-1) f  N ( s ) f  (s)ds,

оск ільки  J  N ( s ^ ( s ) d s  =  j  N ( s ) N* ( s ) d s P No(D*) =  N P No (D*), а  вн асл ід ок  само-
a a

b
спряж еності оп ератор ів  N  =  j  N ( s ) N*( s ) d s  та  P N(D*) м аєм о, щ о N P No (D*) =

( d *)N,  а  D + Pn  
Тоді оператор

a
PNq(D*)N ’ а  D + P No(D*) =  О, Ф(Р) =  N *(t ) PN0(D*), P ( 1) =  P Nq(D*)P 1PNo(D*)-

( L + f ) ( t )  =  ( L - f ) ( t )  -  ( L - P n (L*)f ) ( t )  =

b b

f  (t) +  M ( t ) D +  J  N ( s ) f  ( s)ds  -  N *(t)(3t-1) j  N ( s ) f  ( s)ds  =

a a
b

=  f  (t) +  M ( t ) D +  -  N * ( t ) 3 t-1)] j  N ( s ) f  ( s)ds

a
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є обм еж еним  п рави м  псевдооберненим  оператором  до інтегрального  оп ератора  

(1).
Т е о р е м а  7. Не х ай  D  — нормально  р о з в ’я з н и й  оператор.  Тоді оператор

( L + / ) ( t )  =  f  (t) + M ( t ) J  [ D+N( s )  -  &( - l ) M 4 s ) ]  f  ( s)ds

a

є о б м е же ни м  л i в и м  псевдооберненим оператором до тте г ральног о  оператора  
(1), де D+ псевдообернений оператор до оператора D.

Дов едення .  З а  теорем ою  2 лівий  псевдообернений оператор  L+  м ає ви гл яд

L+ =  L -  -  P N{l )L~.

О бчислим о Pn ( l)L - .

b

(Pn  (d L - / W )  =  X  ( t ) a -1 j  X  * (s){  /  ( s )+

a
b b

+  M  (s)D+ (  N  ( r  ) / (t  ) d r ^ d s  =  X  ( t ) a -1 (  X  * ( s ) f  (s ) d s +

a a
b

+ X ( t ) a -1 PNo(d ) M D +  [  N ( s ) f  ( s)ds  =

a
b b

X ( t ) a -1 [  X * ( s ) f  ( s)ds  =  M ( t ) a (-1  ̂ (  M * ( s ) f  (s)ds,

оск ільки  X * ( s )  =  P ^ 0(D)M*(s ) ,  M  =  J ba M * ( s ) M ( s ) d s -  сам осп ряж ен а м атри ц я ,

PNo (D)M  =  M P No (D), а  P No (D)D + =  0 , X  (t) =  M  ( t )PNo(D),a ( - 1 ' ) =  PNo(D)a - l P * 0(D).
Тоді оператор

( L + f ) ( t )  =  ( L - / ) ( t )  -  (Pn {l ) L - / ) ( t) =

b b

=  / (t) +  M ( t ) D +  [  N ( s ) / ( s ) d s  -  M ( t ) a (-l) [  M * ( s ) / ( s ) d s  =

=  / (t) +  M ( t )  J  [D + N ( s )  -  a ( - l )M *(s)] / ( s)ds

a

є обм еж еним  л івим  псевдооберненим  оператором  до ін тегрального  оп ератора  

(1).
К онструкц ію  псевдооберненого о п ератора  L+  д ає  н аступ н а  теорем а.

b

b
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Т е о р е м а  8 . Не х ай  D — нормально  р о з в ’я з н и й  оператор.  Тоді оператор

b

( L + f ) ( t )  =  f  (t) + M ( t )  j  [ D+ N ( s )  -  a (-1)M * ( s ) } f  ( s ) ds +

a
b

+  [M ( t ) a (-1)(3(-1) -  N*{t)(3(-1)} J  N ( s ) f  ( s)ds  (6)

a

є є д ин им о б ме же н и м  псевдооберненим оператором до і нтегрального оператора  
(1), де D+ узагальнено-обернений оператор до оператора D.

Дов едення .  З а  теорем ою  3

L+ =  ( I L2(J,H) — P N (L)) L  ( IL2(J,H) — P N (L*)) - (7)

Р озкри вш и  д у ж к и  у співвіднош енні (7), отрим аєм о

L+ =  L -  — Pn  (l ) L -  +  Pn  (l ) L - Pn  (l *) — L - P n  (l *), (8)

П ри  доведенш  теорем  5 та  6 було обчислено д руги й  та  четверти й  доданки . 
О бчислим о тр етш  доданок.

(PN (L)L - P N (L*)f  )(t) =  (PN (L)P N (L*)f  )(t )  =
b b

=  X ( t ) a -1 j  X * ( s ) j R ( s ) в -1 J  Ф*(т) f  (t )d r } d s  =

a a
b

= X  (t ) a - 1 PN„(D)A*PND(D*)0-1 f  Ф * ( s ) f  ( s)ds  =
a

b

=  X  (t ) a - 1 P*NoiD)[lH — D*]Pn 0 ( d * )  в -1 j  Ф * Ш  (s )ds  =

X  ( t )a  ^PNo(D)PNo(D*)в  4  Ф* ( s ) f  ( s ) d s ,

оск ільки  /  X * ( s ^ ( s ) d s  =  P * 0(D) I  M * ( s ) N * ( s ) d s P N 0(D*) =  PN0(D)A*Pno(d *), A* =

I h  — D * , а  D * P n 0 (d*) =  0.
Ш дставивш и  отрим ан i резул ьтати  у ф орм улу  (8) та  використавш и  позначе

нн я  (4), (5), отрим аєм о псевдообернений оператор  до ш тегральн ого  оп ератора  
(8) у  гш ьбертовом у просторі L 2(J, H )

b b

( L + f  )( t )  =  f  (t) + MI( t )D+ f  N ( s ) f  ( s)ds  — M ( t ) a (-1) f  M * ( s ) f  ( s ) ds +

b
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+ M ( t ) a (-I ) f3(-I) N ( s ) f  ( s)ds  -  N * (t ) 3 (-I) N ( s ) f  ( s)ds

f  (t) +  M ( t )  [D + N ( s )  -  3 ( - l )M *(s)] f  ( s ) ds +

+  [M ( t ) a ( - l )3 {-l) -  N *( t )3{-l )] J  N ( s ) f  (s)ds.
a

О бм еж ен ість псевдооберненого о п ератора  (6) випливає з обм еж еності опера- 
тор -ф ун кц ій  M ( t ) ,  N (t) та  о п ератора  D+.

З а у в а ж е н н я  1. З а м і с т ь  псевдооберненого оператора D+ у  формул і  (6) м о 
ж н а  в з я т и  узагальнено-обернений оператор D - .

П р и к л а д .
П обудуємо односторонньо псевдообернені та  псевдообернений оп ератори  до 

лінійного інтегральн ого  о п ератора  Ф р ед гольм а з виродж еним  яд ром

( Lz ) ( t )  =  z ( t )  -  M ( t )  J  N (s) z ( s )ds ,

0

де

M  (t) =  d iag
0 0 t  -  1

t  -  2 2 - 1  0

N ( s )  =  diag
0 1
1 0
— 02 u

0 t
t - l  l - t  b 2 2 b

0 1
1 0
3s

1
0

— 02 u
зл іченновим ірн і д іагон альн і м атриц і, я к і д ію ть  з п ростору  L 2([0, 2], l2) в себе.

2
О ператор  D  =  І І2 -  A,  де A  =  f  N ( s ) M ( s ) d s  м ає ви гл яд

0

D  =  diag
0 1 0
0 1 0
0 0 0

0 1 0
0 1 0
0 0 0

Тоді

N (D)
1 0 0  

d iag  0 0 0 
0 0 1

PiN (D*) diag

D + diag

1 _ i  02 2 0
1 I  02 2 0
0 0 1

0 0 0
1 I  02 2
0 0 0

1 0 0  
0 0 0  
0 0 1

1 - I  02 2 0
2 I  02
0 0 1

0 0 0
1 I  02 2
0 0 0

b b

b

b

2

0
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Зв у ж ен н я  P no(d ) та  P No(D*) оп ератор ів  P N (D) та  P N (d*) , в ідповідно будуть 
м ати  ви гл яд

' 1 0 \  / 1 0
PNo (D)

PNo(D*)

diag

diag

Тоді оп ератор -ф ун кц ії

0 0
0 1

01
2

-  2 0 
0 1

0 0  
0 1

2 0
-  2 0 

0 1

X  (t) =  M  (t) P n o (d) =  d iag t  -
0 t  -  1 

0
0 t  1

0

3t
2
0

2
0<P(t) =  N  * (t) P n o (d*) =  d iag

k \  2 ^ /  \  2
є повним и систем ам и л ін ійно-незалеж них  вектор -ф ун кц ій , як і скл ад аю ть  бази
си нуль-просторів  N (L)  та  N (L*) ін тегральн и х  оператор ів  L  та  L * , відповідно. 

Д ал і побудуємо м атри ц і Г р ам а

а  =  X  * ( t ) X  ( t )dt  =  d iag 6 0 
0 1

6 0 
0 1

2

в  =  Ф* (t)p (t )dt  =  d iag 1 -  2 
1 6

та  м атриц і

а (-і) PNo(D) a - 1 P  *No(D) =  diag
7 0 0 
0 0 0 
0 0 2

7 0 0 
0 0 0 
0 0 2

( /  2 - 2  1 \  (
' 5  5 5

A  1) =  P No(D*)в  l P No(D*) =  d iag  <

\  1 - 1  4  I \  1 _ 1  4  Ik \ 5  5 1 5 /  \  5 5 1 5 /
Тоді з а  теорем ою  6 побудуємо прави й  псевдообернений оператор

> .

(L + f ) ( t )  =  f  (t) +  M 1(t) N  ( s ) / ( s ) d s ,

де
M 1 (t) =  M ( t)D +  -  N * ( t) e (-1) =

diag

4—3t 
10

3t—4 1 — 2t
10 5

4—3t 
10

3t—4 1—2t
10 5

1 10t 11 10t
20 20

—3—10t 13—10t 1
‘520 20
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З а  теорем ою  7 л івий  псевдообернений оператор  буде м ати  ви гл яд

( L + f  )(t) =  f  (t) +  M  (t) N 1( s ) f  (s)ds,

де

( (  0

N 1(s) =  D +N (s) — of  1)M*( s )  =  d iag  <

3—6s 
7

і 3—3s 
< \  2

0

0
3-3s

3—6s 
7

0

> .

З а  теорем ою  8 псевдообернений оператор  до ш теграл ьн ого  о п ератора  (9) 
буде м ати  ви гл яд

( L + f  )(t )  =  f  (t) +  M  (t) N i ( s ) f  ( s)ds  +  M 2(t) N  ( s ) f  ( s)ds

де N 1(s) — визначено  вищ е, а

M2(t )  =  M  ( t ) a (—1)f3(—1) — N*( t ) f3(—1)

diag

1
10

1
10

1
10

12t-20 20-12t 6t- 10 12t-20 20-12t 6t- 10
35 35 35 35 35 35
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