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МОДЕЛЮВАННЯ НЕСТАЦІОНАРНИХ ФІЗИЧНИХ ПРОЦЕСІВ НА 
ВЕЛИКИХ ЧАСОВИХ ІНТЕРВАЛАХ 

 
Запропоновано метод моделювання нестаціонарних фізичних процесів на великих часо-
вих інтервалах. Метод оснований на використанні декількох систем зміщених диференці-
альних спектрів, що описують фізичні процеси в області диференціальних перетворень. 

 

Постановка проблеми 
Моделювання фізичних процесів пов’язане з розв’язанням диференціальних рівнянь 

із частинними похідними з початковими і граничними умовами. Відомо, що чисельні мето-
ди розв’язання крайових задач потребують виконання значного обсягу обчислень на ЕОМ 
[1-3]. У випадку використання математичних моделей фізичних процесів з метою управлін-
ня об’єктами з розподіленими параметрами виникає необхідність моделювання в реальному 
і прискореному часі для контролю за динамікою зміни фізичного процесу. Для швидкоп-
линних фізичних процесів вимога моделювання в реальному часі може бути виконана шля-
хом зменшення обсягу обчислень методами аналітичного і чисельно-аналітичного моделю-
вання на ЕОМ. Сьогодні ці методи розв’язання нелінійних крайових задач недостатньо роз-
винені і вимагають подальших досліджень. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій [1-9] показав, що аналітичні й чисельно-
аналітичні методи розв’язування крайових задач ґрунтуються на інтегральних та диферен-
ціальних перетвореннях математичних моделей фізичних процесів. Застосування різних 
методів інтегральних перетворень обмежується в основному дослідженням лінійних мате-
матичних моделей [9]. Моделювання нелінійних фізичних процесів може бути виконано в 
аналітичному або чисельно-аналітичному вигляді на основі використання одновимірних 
диференціальних перетворень [4-8]. Недолік цих методів полягає в залежності складності 
аналітичного опису фізичного процесу в області зображень від похибки моделювання фізи-
чного процесу в області оригіналів. Математична модель фізичного процесу в області ди-
ференціальних перетворень має вигляд  диференціального спектра, від кількості дискрет 
якого безпосередньо залежить похибка його моделювання в області оригіналів [4-8]. Склад-
ність аналітичного опису дискрет диференціального спектра зростає зі збільшенням номера 
дискрети, тому моделювання фізичних процесів в аналітичному вигляді виконують з вико-
ристанням декількох початкових дискрет диференціального спектра, а це обмежує точність 
моделювання нелінійних фізичних процесів в області оригіналів. У зв’язку з цим виникає 
проблема моделювання нестаціонарних фізичних полів на великих часових інтервалах з 
малою кількістю дискрет із заданою похибкою моделювання. 

Мета статті полягає в розробці методу чисельно-аналітичного моделювання нестаці-
онарних фізичних полів на основі систем зміщених диференціальних спектрів з обмеженою 
кількістю дискрет в областях великого розміру.  

Розглянемо нестаціонарні фізичні процеси, задані функцією ( )u x, t  двох незалежних 
змінних в області: 

 
 x0 x H≤ ≤ , 0 t H≤ ≤ , (1) 
 
де xH , tH – задані додатні сталі. 

Обмежимося класом фізичних процесів, які описуються диференціальними рівнян-
нями з частинними похідними в одній із форм: 
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( ) 2
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u x, t u uf x, t, u, ,
t x x

∂  ∂ ∂
=  ∂ ∂ ∂ 

, (3) 

 
де 1f , 2f  – задані неперервні функції.  

До вигляду (2) – (3) зводяться лінійні й квазілійні рівняння з частинними похідними. 
Рівняння (2) описують хвильові процеси в середовищах різної фізичної природи. Прикла-
дом рівняння (3) може бути рівняння теплопровідності. 

Математична модель фізичних процесів крім опису в одній із форм (2) – (3) містить 
початкові та граничні умови, які дозволяють виділити серед множини розв’язків рівнянь з 
частинними похідними єдиний, що відповідає математичному опису фізичного процесу. 

Початкові умови для рівнянь (2) і (3) задають у вигляді: 
 
 ( ) ( )0u x,0 U x= , (4) 
 

 ( )
t 0

u Q x
t =

∂
=

∂
, (5) 

 
де ( )0U x , ( )Q x  – задані функції. 

Граничні умови для всіх рівнянь (2) – (3) при моделюванні фізичних процесів і полів 
задаються у вигляді:  
 
 ( ) ( )

x
u x, t tα

∈Γ
=  –  умови Діріхлє; (6) 

 

 
( ) ( )

x

u x, t
t

N
β

∈Γ

∂
=

∂
 – умови Неймана; (7) 

 

 
( ) ( ) ( )

x

u x, t
u x, t t

N
γ µ

∈Γ

∂
+ =

∂
 – змішані умови, (8) 

 
де α , β , µ  –  задані неперервні функції, визначені на граничній поверхні Г; 
γ  –  задані сталі величини; 

u
N

∂
∂

 –  похідна в точці поверхні Г в напрямку внутрішньої (чи зовнішньої) нормалі N  до 

неї. 
Метод моделювання фізичних процесів, який описується математичними моделями 

(1) – (3), побудуємо на основі зміщених одновимірних диференціальних перетворень [4]. 
Метод чисельно-аналітичного моделювання нестаціонарних фізичних процесів на 

великих часових інтервалах заснований на системах зміщених диференціальних спектрів. 
Фіксовані точки tν  зміщених диференціальних спектрів побудуємо таким чином. 

Великий часовий інтервал [ ]0,H  покриємо сіткою з кроками Hν , де 1,nν = . Кожен з 

інтервалів [ ]t , t Hν ν ν+  поділимо на два рівних інтервали [ ]t , t hν ν ν+  і t , t hνν ν
 −  , де 
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H
h h

2
ν

νν = = . На кожному інтервалі [ ]t , t Hν ν ν+  застосуємо три системи зміщених дифе-

ренціальних перетворень: 
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де ( )U x, kν , ( )1U x,kν + , ( )cU x,kν  – зміщені диференціальні зображення функції ( )u x, t , 
які прийнято називати диференціальними спектрами, а їх значення при фіксованих значен-
нях цілочисельного аргумента k = 0, 1, 2, 3, …, ∞  – дискретами диференціальних спектрів. 

Вирази (9) – (11) зліва переводять нестаціонарний процес ( )u x, t  в область диферен-
ціальних зображень. Обернений перехід з області зображень в область оригіналів описують 
вирази (9) – (11) справа. 

Переведемо диференціальні рівняння (2) і (3) в область зображень на основі зміще-
них диференціальних перетворень (9) – (11): 

( )
( )( )

( ) ( ) ( ) ( )
2

1

dU x, kh k 1U x, k 2 F x,T k , U x, k , , U x,k 1
k 1 k 2 dx h

νν
ν ν ν ν

ν

 +
+ = ++ + 

, 
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2
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Рекурентні вирази (12) – (17) дають змогу знайти диференціальні спектри ( )U x, kν , 

( )1U x,kν + , ( )cU x,kν , ( )*U x, kν , ( )*
1U x, kν + , ( )*

cU x, kν  послідовно надаючи цілочисельні 
значення аргументу k = 0, 1, 2, 3, …, ∞ .  Початкові дискети диференціальних спектрів 

( )U x, kν , ( )*U x, kν , що необхідні для реалізації рекурентних обчислень (12), (15) знайдемо 
із початкових умов (4), (5): 

 
 ( ) ( )1 0U x,0 U x= , 

 ( ) ( )1 1U x,1 h Q x= , 

 ( ) ( )*
1 0U x,0 U x= . (18) 

 

Початкові дискрети диференціальних спектрів ( )1U x, kν + , ( )cU x, kν , ( )*
1U x, kν + , 

( )*
cU x, kν  невідомі і їх слід задавати у символьному вигляді як невідому функцію аргумента 

x , наприклад: 
 

 ( ) ( )2 1U x,0 xφ= , 

 ( ) ( )12 1U x,1 h xψ= , 

 ( ) ( )1c 1cU x,0 xφ= , 

 ( ) ( )1c 1 1cU x,1 h xψ= , 

 ( ) ( )* *
2 1U x,0 xφ= , 

 ( ) ( )* *
1c 1cU x,0 xφ= . (19) 

 
Розглянемо моделювання фізичного процесу на першому часовому інтервалі 

[ ]1 1 1t , t H+ , де 1 0t t= , 1
11

Hh h
2

= = . За рекурентними виразами (12) – (17) при 1ν =  на ос-
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нові початкових дискет (18), (19), послідовно надаючи цілочисельному аргументу k  зна-
чення 0, 1, 2, 3, …, обчислюємо дискрети диференціальних спектрів ( )1U x, k , ( )2U x,k , 

( )1cU x, k , ( )*
1U x, k , ( )*

2U x, k , ( )*
1cU x,k . 

На основі умов спряження цих диференціальних спектрів отримаємо систему зви-
чайних диференціальних рівнянь, розв'язок яких дозволяє знайти невідомі дискрети (19): 
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∞
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∞
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1 1k 1 U x,k 1 1 k 1 U x, k 2
h h

∞ ∞
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 ( ) ( ) ( )k *
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k 0
1 U x, k U x

∞

=

− =∑ , 

 ( ) ( )* *
1c 1

k 0

U x, k xφ
∞

=

=∑ . (20) 

 
Перші чотири рівняння (20) дозволяють знайти невідомі функції ( )1 xφ , ( )1 xψ , 

( )1c xφ , ( )1c xψ  шляхом розв’язання цієї системи звичайних диференціальних рівнянь. 
Останні два рівняння (20) дають систему звичайних диференціальних рівнянь для визна-
чення невідомих функцій ( )*

1c xφ , ( )*
1 xφ . У випадку лінійної системи диференціальних рів-

нянь (20) загальний розв'язок визначається відомими методами [7]. 
Якщо система диференціальних рівнянь (20) нелінійна, то для її аналітичного 

розв’язання доцільно використовувати одномірні диференціальні перетворення і методи, що 
ґрунтуються на них й запропоновані академіком Г.Є. Пуховим [7,8]. 

Таким чином, на основі аналітичного розв'язку системи звичайних диференціальних 
рівнянь (21) отримуються невідомі функції ( )1 x,Cφ , ( )1 x,Cψ , ( )1c x,Cφ , ( )1c x,Cψ , 

( )*
1 x,Cφ , ( )*

1c x, Cφ , де C  – вектор констант інтегрування, кількість констант якого дорів-
нює порядку системи (21). 

Компоненти 1C , 2C , …, mC  вектора C  констант інтегрування визначаються на осно-
ві граничних умов (6), (7), (8). 

З виразу обернених диференціальних перетворень (11) на основі третього співвідно-
шення (2) отримаємо: 

 
 ( ) ( ) ( )

1
1C 1Ct h

u x, t U x,0 x,Cφ
=

= = , 

 ( ) ( ) ( )
1

* * *
1C 1Ct h

u x, t U x,0 x,Cφ
=

= = . (21) 

 
Граничні умови (6) – (8) з врахуванням (1) і (21) при 0t 0=  набувають вигляду: 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

1
1

1
1xx

t h 1C t hx 0x 0

t h 1C t hx Hx H

u x, t x,C t ,

u x, t x,C t ,

φ α

φ α

= ===

= ===

= =



= = 


 умови Діріхлє  (22) 
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 змішані умови  (24) 

 
Розв'язок систем рівнянь (22) – (24) визначає компоненти вектора констант інтегру-

вання. 
Зі співвідношень  (10), (19) при 0t 0=  маємо: 

 
 ( ) ( ) ( )

1
2 1t H

u x, t U x,0 x,Cφ
=

= = , 

 ( ) ( ) ( )
1

2 1
1t H

u x, t 1 U x,1 x,C
t h

ψ
=

∂
= =

∂
, 

 ( ) ( ) ( )
1

** *
2 1t H

u x, t U x,0 x,Cφ
=

= = . (25) 

 
Перший крок обчислень [ ]10,H  завершено. Другий та всі наступні кроки обчислень 

виконуються методом стикування аналогічним чином. Наприклад, для другого кроку 
[ ]1 1 2t H , H H∈ +  замість початкових умов (18) слід застосувати умови (25) в кінці першого 

кроку: 
 
 ( ) ( )2 1U x,0 x,Cφ= ,  

 ( ) ( )2 2 1U x,1 h x,Cψ= , 

 ( ) ( )* *
2 1U x,0 x,Cφ= , (26) 

 

де 2
22

Hh h
2

= = . Після виконання другого кроку обчислень отримаємо: 

 
 ( ) ( ) ( )

1 2
3 2t H H

u x, t U x,0 x,Cφ
= +

= = , 

 
( ) ( ) ( )

1 2

3 2
2t H H

u x, t 1 U x,1 x,C
t h

ψ
= +

∂
= =

∂
, 

 ( ) ( ) ( )
1 2

** *
3 2t H H

u x, t U x,0 x,Cφ
= +

= = . (27) 

 
На третьому кроці обчислень [ ]1 2 1 2 3t H H ,H H H∈ + + +  замість початкових умов (26) 

застосуємо кінцеві умови другого кроку (27). Тому початкові умови на третьому кроці об-
числень мають вигляд: 



------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------------- 

 Інформаційна безпека, №1 (3), 2010 
 

71 

 ( ) ( )3 2U x,0 x,Cφ= , 

 ( ) ( )3 3 2U x,1 h x,Cψ= , 

 ( ) ( )* *
3 2U x,0 x,Cφ= . (28) 

 
Аналогічним чином виконуються всі інші кроки обчислень.  
Рівняння (20) точні, але при їх обчисленні використовують скінченну кількість дис-

кет диференціальних спектрів при значеннях цілочисельного аргумента k = 0, 1, 2,  …, q . 
Як показано в [10], верхня межа похибки при застосуванні q  дискрет зміщених диференці-
альних спектрів оцінюється величиною q2 ε− , де ε  −  похибка, зумовлена врахуванням скі-
нченного числа членів ряду Тейлора в обернених диференціальних перетвореннях (9) – (11). 
Похибка ε , як відомо, оцінюється наближено за Коші і точно за формулами Лагранжа чи 
Ейлера-Лагранжа [11]. Тому запропонований метод, який застосовує три зміщених дифере-
нціальних спектри (9) – (11) зменшує похибку моделювання в q2  разу у порівнянні із мето-
дом стикування, який ґрунтується на одному виді диференціальних перетворень (9), (10) чи 
(11) і дає на одному кроці обчислень похибку ε  при застосуванні скінченної кількості дис-
крет при k = 0, 1, 2,  …, q . 

Висновки 
Запропоновано метод моделювання нестаціонарних фізичних процесів на великих 

часових інтервалах. Метод застосовує на кожному кроці обчислень три зміщених одномір-
них диференціальних спектри. У порівнянні із методом стикування локальних рівнянь Г.Є. 
Пухова [7] запропонований метод зменшує оцінку верхньої межі похибки  в q2  рази, де q   
– номер останньої врахованої дискрети диференціального спектра. 
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Аннотация 
 

Предложен метод моделирования нестационарных физических процессов на боль-
ших временных интервалах. Метод основан на использовании нескольких систем смещен-
ных дифференциальных спектров, описывающих физические процессы в области диффере-
нциальных преобразований. 

 
Annotation 

 
There was discussed modeling of unstationary physical processes on long-term distances. 

The method is based on using multiple systems offset differential spectra, which describe physical 
processes in the differential transformation. 

 
УДК. 629.07 

 
Живко М.О.  

 
ЗАХИСТ ІНФОРМАЦІЇ: ПРАВОВИЙ АСПЕКТ І ПРОБЛЕМАТИКА 

  
Стаття присвячена аналізу стану законодавчого забезпечення інформаційного простору 
України як незалежної суверенної держави в контексті глобальної інформаційної безпеки. 
Проаналізовано особливості формування вітчизняного законодавства у сфері захисту ін-
формації.  
 

Постановка проблеми 
Проблема інформаційної безпеки не може бути вирішена без впровадження нових 

ідей, нових знань, нової політики у сфері інформатизації.  Світові процеси глобалізації, 
впровадження новітніх інформаційних технологій, формування інформаційного суспільства 
посилюють важливість такої складової національної безпеки, як інформаційна безпека. 
Правова проблема у галузі інформаційної безпеки займає особливе місце. Особливості цієї 
проблеми полягають в тому, що інформаційні відносини можна розглядати як складові всіх 
інших відносин – матеріальних, духовних, економічних, інтелектуальних тощо. Разом із тим 
їх можна розглядати як суто інформаційні відносини, незалежно від об’єктивно-
конкретного складу. Недосконалість правового регулювання усього комплексу інформацій-
них відносин гальмує як розвиток і вдосконалення політичних, економічних, матеріальних 
та інших відносин у суспільстві, так і, власне, саме забезпечення інформаційної безпеки. З 
усією очевидністю таке становище виявляється в сучасних умовах, що й визначає необхід-
ність невідкладного вирішення правових проблем інформаційних відносин. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій 
Інформаційні ресурси є об’єктом власності і мають товарну цінність, тому проблема 

інформаційної безпеки має особливе значення у наш час. Вже найближчим часом саме роз-
виток інформаційної сфери, рівень інформаційної безпеки будуть визначати: 

- політичну та економічну роль окремих держав на світовій арені;  
- поділ країн за інформаційною ознакою;  
- процеси демократизації; 
- подолання наслідків тоталітаризму в самій Україні.  
Різним аспектам проблеми захисту інформаційного простору України присвячені до-

слідження С. Пирожкова, В. Горбуліна, Є. Камінського, Б. Канцелярука, О. Білоруса, Ф. 
Рудича, Б. Парахонського, І. Бінько, Г. Перепелиці, О. Гончаренка, М. Ожевана, О. Зерне-
цької, О. Старіша, А. Гуцала, В. Мохора, Є. Макаренка та інших. Однак специфіку форму-
вання законодавства у сфері захисту інформації не виокремлено та не досліджено в повному 
обсязі. 

 


