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Классическая теория периодических задач для различных классов дифференциальных
уравнений [1–3] начала свое развитие еще до появления методов функционального анализа.
Дальнейшее ее развитие стало возможным [4–8] с применением функционального анализа в ка-
честве аппарата для исследования общих краевых задач. Так, с применением теории обобщен-
ного обращения матриц [9] методы исследования периодических краевых задач были обобщены
на общие краевые задачи для различных классов функционально-дифференциальных урав-
нений: обыкновенных дифференциальных систем в критических (резонансных) случаях [10];
дифференциальных систем с запаздывающим аргументом [11]; обыкновенных дифференци-
альных систем с импульсным воздействием [12, 13]. Доказаны общие теоремы о разрешимости
и представлении решений критических краевых задач для различных классов линейных и
нелинейных уравнений, обобщены пространства, в которых рассматривались эти краевые за-
дачи.

Дальнейшим обобщением стала теория краевых задач для обыкновенных дифференци-
альных уравнений в банаховом пространстве, когда конечномерное евклидово пространство
значений искомой функции заменялось на общее банахово пространство [14]. Так, в рабо-
те [15] получен критерий существования решений линейных краевых задач в критическом
случае для обыкновенных дифференциальных уравнений в банаховом пространстве. В мо-
нографии [16, с. 266] исследовались условия существования периодических решений диффе-
ренциальных и разностных уравнений в банаховом пространстве m ограниченных числовых
последовательностей. В работе [17] получены условия существования и бифуркации ограничен-
ных на всей оси R = (−∞,+∞) решений слабовозмущенного дифференциального уравнения
в банаховом пространстве.

С точки зрения теории операторов в функциональных пространствах перечисленные вы-
ше краевые задачи обладают следующими особенностями: исходные уравнения этих краевых
задач имеют решения при любой правой части. Согласно терминологии С.Г. Крейна [18, с. 8],
такие задачи являются везде разрешимыми. Однако существуют краевые задачи, у кото-
рых исходное операторное уравнение не является везде разрешимым, например, задачи для
интегро-дифференциальных уравнений [19], задачи для сингулярных дифференциальных сис-
тем [20–22]. В связи с этим актуальной остается задача рассмотрения общих краевых задач для
не везде разрешимых операторных уравнений в банаховых пространствах, чему и посвящена
настоящая работа.
Постановка задачи. Пусть l∞(I,B1) – банахово пространство ограниченных вектор-

функций z(t), определенных на конечном промежутке I со значениями в некотором банахо-
вом пространстве B1, z(·) : I → B1 с нормой |||z||| = sup

t∈I
‖z(t)‖B1 , а l∞(I,B2) – банахово

пространство ограниченных вектор-функций ϕ(t), определенных на том же промежутке I
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318 САМОЙЛЕНКО и др.

со значениями в некотором банаховом пространстве B2 с нормой |||ϕ||| = sup
t∈I

‖ϕ(t)‖B2 , B –

банахово пространство векторов с постоянными компонентами. Обозначения функциональных
пространств заимствованы из монографии [23].

Пусть L : l∞(I,B1) → l∞(I,B2) – линейный ограниченный обобщенно-обратимый опе-
ратор, � = col(l1, l2, l3, . . .) : l∞(I,B1) → B – линейный ограниченный вектор-функционал.
Обобщенная обратимость оператора L означает [24, с. 139], что он нормально разрешим,
его нуль-пространство N(L) и ядро R(L) дополняемы в банаховых пространствах l∞(I,B1)
и l∞(I,B2) соответственно. При этом существуют [25] ограниченные проекторы PN(L) :
l∞(I,B1) → N(L) и PYL

: l∞(I,B2) → YL, которые разбивают пространства l∞(I,B1)
и l∞(I,B2) в прямые суммы замкнутых подпространств

l∞(I,B1) = N(L) ⊕ XL, l∞(I,B2) = YL ⊕ R(L).

Традиционно обобщенно обратимые операторы включают в себя следующие операторы:
фредгольмовы (dim N(L) = dim YL < ∞) [26]; нётеровы (dim N(L) = n < ∞, dimYL =d<∞,
n �= d) [27], где теория Фредгольма обобщена на сингулярные интегральные уравнения;
n -нормальные (dim N(L) = n < ∞, dim YL = ∞) с дополняемым образом; d -нормальные
(dim N(L) = ∞, dim YL = d < ∞) с дополняемым ядром [18, с. 27, 31]; топологически фред-
гольмовы (dim N(L) = ∞, dim YL = ∞, N(L) изоморфно YL ) (приводимо-обратимые, ес-
ли оператор действует из банахова пространства в себя [28, с. 24]); топологически нётеровы
(dim N(L) = ∞, dim YL = ∞) [29].

Подчеркнем, что в русскоязычной литературе различают фредгольмовы и нётеровы опе-
раторы [11, 13, 18, 23], а в англоязычной оба эти класса называют фредгольмовыми. В ино-
странной литературе n -, d -нормальные операторы называют полуфредгольмовыми или полу-
нётеровыми, среди которых различают Φ+ -операторы (dim N(L) < ∞) и Φ− -операторы
(dim YL < ∞) [30].

В данной работе будут получены условия разрешимости общих краевых задач для опера-
торных уравнений с обобщенно-обратимыми операторами в абстрактных банаховых простран-
ствах и изучены свойства обобщенного оператора Грина таких краевых задач.
Краевая задача. Рассмотрим задачу о необходимых и достаточных условиях разреши-

мости и о структуре множества решений z(t) ∈ l∞(I,B1) линейной краевой задачи

(Lz)(t) = ϕ(t), (1)

�z(·) = α. (2)

Нормально разрешимое уравнение (1) разрешимо для тех и только тех ϕ(t) ∈ l∞(I,B2),
которые удовлетворяют условию [18, с. 14; 24, с. 133]

(PYL
ϕ)(t) = 0, (3)

где PYL
: l∞(I,B2) → YL ⊂ l∞(I,B2) – проектор на подпространство YL, изоморфное нуль-

пространству N(L∗) оператора L∗, сопряженного к оператору L.
При выполнении условия (3) общее решение уравнения (1) представимо в виде

z(t) = (PN(L)ẑ)(t) + (L−ϕ)(t), (4)

где ẑ(t) – произвольный элемент пространства l∞(I,B1), L− – ограниченный обобщенно-
обратный оператор к оператору L [11, с. 53; 13, с. 40; 31].

Для того чтобы решение (4) неоднородного операторного уравнения (1) было решением
краевой задачи (1), (2), необходимо и достаточно, чтобы элемент ẑ(t) = ẑ0(t) ∈ l∞(I,B1)
удовлетворял операторному уравнению

�(PN(L)ẑ0)(·) + �(L−ϕ)(·) = α,

полученному после подстановки решения (4) в краевое условие (2).
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Обозначим через L∗ = �PN(L)∗ линейный оператор, действующий из банахова простран-
ства l∞(I,B1) в банахово пространство B. Оператор L является ограниченным как супер-
позиция ограниченных функционала � и проектора PN(L).

Пусть оператор L принадлежит классу обобщенно-обратимых операторов, т.е. ядро N(L)
и образ R(L) оператора L дополняемы в банаховых пространствах l∞(I,B1) и B соответ-
ственно.

Обозначим через PN(L) : l∞(I,B1) → N(L) ограниченный проектор банахова простран-
ства l∞(I,B1) на нуль-пространство оператора L, через PYL : B → YL ограниченный
проектор банахова пространства B на подпространство YL ⊂ B, а через L− линейный огра-
ниченный обобщенно-обратный оператор к оператору L.

Из операторного уравнения

(Lẑ0)(·) = α − �(L−ϕ)(·) (5)

определим элемент ẑ0(t) ∈ l∞(I,B1), при котором решение (4) уравнения (1), существующее
при выполнении условия (3), будет решением краевой задачи (1), (2). Поскольку, согласно
предположению, оператор L обобщенно-обратим, а следовательно, нормально разрешим, то
уравнение (5) разрешимо тогда и только тогда, когда выполнено условие

PYL{α − �(L−ϕ)(·)} = 0. (6)

При выполнении этого условия уравнение (5) имеет семейство решений вида

ẑ0(t) = (PN(L)ẑ)(t) + (L−{α − �(L−ϕ)(·)})(t), (7)

где ẑ(t) – произвольный элемент банахова пространства l∞(I,B1).
Подставляя ẑ0(t) из (7) вместо ẑ(t) в (4), получаем общее решение краевой задачи (1), (2)

z(t) = (PN(L){(PN(L)ẑ)(·) + L−[α − �(L−ϕ)(·)]})(t) + (L−ϕ)(t) =

= (PN(L)PN(L)ẑ)(t) + (Gϕ)(t) + (PN(L)L−α)(t). (8)

Здесь PN(L)PN(L) – разрешающий оператор [14, с. 147] соответствующей (1), (2) однородной
краевой задачи, а оператор G : l∞(I,B2) → N(�) ⊂ l∞(I,B1) вычисляется по формуле

(Gϕ)(t) = (L−ϕ)(t) − (PN(L)L−�(L−ϕ)(·))(t) (9)

и называется обобщенным оператором Грина полуоднородной (α = 0) краевой задачи (1), (2).
Таким образом, справедлива
Теорема 1. Пусть L : l∞(I,B1) → l∞(I,B2) и L : l∞(I,B1) → B – обобщенно-

обратимые операторы. Тогда соответствующая (1), (2) однородная краевая задача (ϕ(t) = 0,
α = 0) имеет семейство линейно-независимых решений

z(t) = (PN(L)PN(L)ẑ)(t),

где ẑ(t) – произвольный элемент банахова пространства l∞(I,B1).
Неоднородная краевая задача (1), (2) разрешима для тех и только тех ϕ(t) ∈ l∞(I,B2)

и α ∈ B, которые удовлетворяют условиям (3), (6) и при этом имеет семейство решений
вида (8):

z(t) = (PN(L)PN(L)ẑ)(t) + (Gϕ)(t) + (PN(L)L−α)(t), (10)

где PN(L)PN(L) – разрешающий оператор соответствующей (1), (2) однородной краевой за-
дачи, G – обобщенный оператор Грина (9).
Следствие 1. Если операторы L и L нормально разрешимые и действуют в гильбер-

товых пространствах, то в теореме 1 вместо обобщенно-обратных операторов L− и L−

будут псевдообратные операторы L+ и L+ [13], а вместо проекторов PN(L), PYL
и PN(L),
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PYL – ортопроекторы PN(L), PN(L∗) и PN(L), PN(L∗) соответственно. В этом случае фор-
мула (10) примет вид

z(t) = (PN(L)PN(L)ẑ)(t) + (Gϕ)(t) + (PN(L)L+α)(t),

где (Gϕ)(t) = (L+ϕ)(t) − (PN(L)L+�(L+ϕ)(·))(t) – обобщенный оператор Грина.
Замечание 1. При рассмотрении линейных краевых задач вида (1), (2) для всюду раз-

решимого дифференциального оператора Lz(t) = z′(t) − A(t)z(t), который действует из ба-
нахового пространства C1(I,B) непрерывно дифференцируемых функций со значениями в
банаховом пространстве B в банахово пространство C(I,B) непрерывных вектор-функций
с супремум нормой, приходим к известным ранее результатам [15].
Замечание 2. Рассматривая периодические краевые задачи для линейных разностных

уравнений в банаховом пространстве m, приходим к известным ранее результатам, получен-
ным в [16] в нерезонансном случае.

Как следствие из теоремы 1 рассмотрим начальную задачу

(Lz)(t) = ϕ(t), (11)

�z(·) ≡ z(t0) = z0, t0 ∈ I, (12)

являющуюся специфической краевой задачей, в которой L∗ = (PN(L)∗)(t0).
Следствие 2. Пусть L и L – обобщенно-обратимые операторы. Тогда задача Коши

(11), (12) разрешима для тех и только тех z0 = z(t0) ∈ B1 и ϕ(t) ∈ l∞(I,B2), которые
удовлетворяют условиям

(PYL
ϕ)(t) = 0, PYL{z0 − (L−ϕ)(t0)} = 0

и при этом имеет семейство решений

z(t) = (PN(L)PN(L)ẑ)(t) + (G0ϕ)(t) + (PN(L)L−z0)(t), (13)

где PN(L)PN(L) – разрешающий оператор соответствующей (11), (12) однородной (z0 = 0,
ϕ(t) = 0) задачи Коши, ẑ(t) – произвольный элемент банахова пространства l∞(I,B1),
(G0ϕ)(t) = (L−ϕ)(t) − (PN(L)L−(L−ϕ)(t0))(t) – оператор Грина полуоднородной (z0 = 0) за-
дачи Коши (11), (12).
Замечание 3. Если L – везде разрешимый дифференциальный оператор (Lz)(t) =

= z′(t) − A(t)z(t), действующий из банахового пространства C1(I,B) непрерывно диффе-
ренцируемых функций со значениями в банаховом пространстве B в банахово пространство
C(I,B) непрерывных вектор-функций с супремум нормой и ϕ(t) – непрерывная на проме-
жутке I вектор-функция, то PYL

≡ 0, оператор L∗ = (PN(L)∗)(t0) обратимый для любого
t0 ∈ I, обобщенно-обратимый оператор L− будет интегральным правым обратным операто-
ром L−1

r . В этом случае формула (13) примет вид [14, c. 148]

z(t) = U(t, t0)z0 +

t∫

t0

U(t, τ)ϕ(τ) dτ, t0 ∈ I,

где U(t, τ) = U(t)U−1(τ) – эволюционный оператор.
Обобщенный оператор Грина и его свойства. Используя подход, предложенный в

[32], краевую задачу (1), (2) запишем в векторно-матричном виде

(Λz)(t) = f(t),

где Λ = col[L, �] – линейный оператор, f(t) = col[ϕ(t), α] ∈ l∞(I,B2) × B.
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Оператор Λ : l∞(I,B1)→ l∞(I,B2)×B ограничен, если норму в пространстве l∞(I,B2)×B
ввести следующим образом:

‖(ϕ,α)‖l∞(I,B2)×B = ‖ϕ‖l∞(I,B2) + ‖α‖B, ϕ ∈ l∞(I,B2), α ∈ B.

Рассмотрим некоторые свойства обобщенного оператора Грина (9) G : l∞(I,B2) → ker � ⊂
⊂ l∞(I,B1) и его связь с оператором Λ. Для упрощения записей в дальнейшем будем опускать
скобки и переменные.
Лемма 1. Обобщенный оператор Грина (9) удовлетворяет соотношению

ΛG =
[
Il∞(I,B2) − PYL

PYL�L−

]
. (14)

Доказательство. Действительно, подставив в (14) вместо G его выражение (9), получим

ΛG =
[
L
�

]
[L− − PN(L)L−�L−] =

[
L(L− − PN(L)L−�L−)
�(L− − PN(L)L−�L−)

]
=

=
[
LL− − LPN(L)L−�L−

�L− − �PN(L)L−�L−

]
=

[
LL−

(IB − LL−)�L−

]
=

[
Il∞(I,B2) − PYL

PYL�L−

]
,

так как LPN(L) = 0, LL− = Il∞(I,B2) − PYL
, IB − LL− = PYL [11, с. 53; 13, с. 40].

Замечание 4. В случае везде разрешимого уравнения Lz = ϕ соотношение (14) при-
мет вид

ΛG =
[
Il∞(I,B2)

PYL�L−1
r

]
,

так как R(L) = l∞(I,B2) и PYL
≡ 0, а L− = L−1

r .
Теорема 2. Пусть L : l∞(I,B1) → l∞(I,B2) и L : l∞(I,B1) → B – обобщенно обрати-

мые операторы. Тогда оператор
Λ− = [G,PN(L)L−] (15)

является ограниченным обобщенно-обратным к линейному ограниченному оператору
Λ = col[L, �].
Доказательство. Как показано выше, при выполнении условий (3), (6) краевая задача

Λz =
[
L
�

]
z =

[
ϕ
α

]

разрешима и ее решение имеет вид (10). Тогда для обобщенно-обратного оператора

Λ− : l∞(I,B2) × B → l∞(I,B1)

имеем представление

Λ−f =
[
L
�

]− [
ϕ
α

]
= Gϕ + PN(L)L−α.

Покажем, что оператор Λ− обладает следующими свойствами:
1) Λ−ΛΛ− = Λ−;
2) ΛΛ−Λ = Λ,

определяющими обобщенно-обратный оператор. Как отмечено в [24, с. 140], второе свойство
является следствием первого. Поэтому для доказательства теоремы достаточно показать, что
оператор Λ− удовлетворяет равенству Λ−ΛΛ− = Λ−. Так как LPN(L) ≡ 0, �PN(L) = L, то

ΛΛ− =
[
L
�

]
[G,PN(L)L−] =

[
LG LPN(L)L−

�G �PN(L)L−

]
=

[
Il∞(I,B2) − PYL

0
PYL�L− LL−

]
. (16)
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Из соотношений L−PYL
= 0, L−PYL = 0, GPYL

= 0 следует, что

Λ−ΛΛ− = [G,PN(L)L−]
[
Il∞(I,B2) − PYL

0
PYL�L− LL−

]
=

= [G(Il∞(I,B2) − PYL
) + PN(L)L−PYL�L−,PN(L)L−LL−] =

= [G − GPYL
+ PN(L)L−PYL�L−,PN(L)L−] = [G,PN(L)L−].

Ограниченность оператора Λ− следует из ограниченности операторов L−, G и PN(L)L−.

Таким образом, оператор Λ− : l∞(I,B2)×B → l∞(I,B1) является ограниченным обобщенно-
обратным к оператору Λ исходной краевой задачи.
Теорема 3. Условия разрешимости (3), (6) краевой задачи (1), (2) эквивалентны условию

PYΛ
f = 0,

где PYΛ
– проектор на нуль-пространство N(Λ) оператора Λ.

Доказательство. Используя формулу [11, с. 53; 13, с. 40] ΛΛ− = Il∞(I,B2)×B − PYΛ
, свя-

зывающую обобщенно-обратный оператор Λ− и проектор PYΛ
, а также соотношение (16),

найдем проектор PYΛ
, который имеет блочную структуру:

PYΛ
= Il∞(I,B2)×B − ΛΛ− =

[
Il∞(I,B2) 0

0 IB

]
−

[
Il∞(I,B2) − PYL

0
PYL�L− LL−

]
=

=
[ PYL

0
−PYL�L− IB − LL−

]
=

[ PYL
0

−PYL�L− PYL

]
.

Оператор PYΛ
действительно является проектором, так как обладает свойством P2

YΛ
=PYΛ

:

P2
YΛ

=
[ PYL

0
−PYL�L− PYL

] [ PYL
0

−PYL�L− PYL

]
=

=

[
P2

YL
0

−PYL�L−PYL
− P2

YL
�L− P2

YL

]
=

[ PYL
0

−PYL�L− PYL

]
= PYΛ

.

Таким образом, условие PYΛ
f =

[ PYL
0

−PYL�L− PYL

] [
ϕ
α

]
= 0 эквивалентно условиям разре-

шимости (3), (6) краевой задачи (1), (2). Теорема доказана.
Замечание 5. Если операторное уравнение (1) в краевой задаче (1), (2) является везде

разрешимым, то проектор PYΛ
имеет вид

PYΛ
=

[
0 0

−PYL�L−1
r PYL

]
,

поскольку в этом случае PYL
≡ 0, а L− = L−1

r .
Пример. Рассмотрим операторное уравнение

(Lz)(t) := z(t) − M(t)

1∫

0

N(s)z(s) ds = ϕ(t), (17)

где
M(t) = diag{et, et, . . . , et, et, . . .}, N(s) = diag{s, 0, s, 0, . . . , s, 0, . . .}.
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Пусть вектор-функция ϕ(t) действует из отрезка [0, 1] в банахово пространство c всех
сходящихся числовых последовательностей: ϕ(t) ∈ C([0, 1], c) := {ϕ(·) : [0, 1] → c}, оператор-
функции M(t), N(t) действуют из банахова пространства C([0, 1], c) в себя с нормами

|||M |||C([0,1],c) = sup
t∈[0,1]

‖M(t)‖c, |||N |||C([0,1],c) = sup
t∈[0,1]

‖N(t)‖c.

Из определения оператор-функций M(t) и N(t) следует, что

|||M |||C([0,1],c) = sup
t∈[0,1]
i,j∈N

|mij(t)| = sup
t∈[0,1]

|et| ≤ e, |||N |||C([0,1],c) = sup
t∈[0,1]
i,j∈N

|nij(t)| = sup
t∈[0,1]

|t| ≤ 1.

Тогда

‖L‖C([0,1],c) = sup
z∈C([0,1],c)

z �=0

‖Lz‖C([0,1],c)

‖z‖C([0,1],c)
= sup

z∈C([0,1],c)
z �=0

∥∥∥∥z(t) + M(t)

1∫

0

N(s)z(s) ds

∥∥∥∥
C([0,1],c)

‖z‖C([0,1],c)
≤

≤ sup
z∈C([0,1],c)

z �=0

‖z(t)‖C([0,1],c) + ‖M(t)‖C([0,1],c)

1∫

0

‖N(s)‖C([0,1],c)‖z(s)‖C([0,1],c) ds

‖z‖C([0,1],c)
≤

≤ sup
z∈C([0,1],c)

z �=0

(1 + e)‖z(t)‖C([0,1],c)

‖z‖C([0,1],c)
≤ 1 + e.

Таким образом, оператор L является линейным ограниченным оператором, действующим
из банахового пространства непрерывных на промежутке [0, 1] функций C([0, 1], c) в себя.

Найдем решения уравнения (17), удовлетворяющие условиям

�z(·) =

1∫

0

S(t)z(t) dt = α, (18)

где

S(t) = diag{S(2×4)(t), S(2×4)(t), . . .}, S(2×4)(t) =
(

e−t 0 e−t 0
(2t − 1)e−t 0 0 0

)
,

|||S|||C([0,1],c) = sup
t∈[0,1]

‖S(t)‖c.

Вектор-функционал � действует из пространства C([0, 1], c) в банахово пространство c и
является ограниченным, α ∈ c, α = col(α1, α2, α3, . . .).

Для оператора L ограниченные проекторы PN(L), PYL
и операторы PYL

, PN(L) примут
соответственно вид

(PN(L)z)(t) = X(t)

1∫

0

Γ (s)z(s) ds, (PYL
y)(t) = Ψ

1∫

0

Φ(s)y(s) ds,

(PYL
z)(t) = Ψ

1∫

0

Γ (s)z(s) ds, (PN(L)y)(t) = X(t)

1∫

0

Φ(s)y(s) ds,
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где
X(t) = diag{X(4×2)(t),X(4×2)(t), . . .}, Γ (t) = diag{Γ(2×4)(t), Γ(2×4)(t), . . .},

X(4×2)(t) =
(

et 0 0 0
0 0 et 0

)т

, Γ(2×4)(t) =
(

t 0 0 0
0 0 t 0

)
,

Φ(t) = diag{Φ(2×4)(t), Φ(2×4)(t), . . .}, Ψ(t) = diag{Ψ(4×2)(t), Ψ(4×2)(t), . . .},

Φ(2×4)(t) =
(

t 0 0 0
0 0 t 0

)
, Ψ(4×2)(t) =

(
2 0 0 0
0 0 2 0

)т

.

Из ограниченности проекторов PN(L) и PYL
следует обобщенная обратимость, а следо-

вательно, нормальная разрешимость оператора L. Поэтому исходное уравнение (17) будет
разрешимо тогда и только тогда, когда вектор-функция ϕ(t) удовлетворяет условию

(PYL
ϕ)(t) = Ψ

1∫

0

Φ(s)ϕ(s) ds = 0,

которое будет выполнено тогда и только тогда, когда компоненты вектор-функции ϕ(t) =
= col(ϕ1(t), ϕ2(t), ϕ3(t), . . . , ) будут удовлетворять соотношениям

1∫

0

sϕ2k−1(s) ds = 0, k = 1, 2, 3, . . . (19)

При выполнении условий (19) операторное уравнение (17) будет иметь решение [11, с. 82;
13, с. 69; 31]

z(t) = (PN(L)ẑ)(t) + (L−ϕ)(t) = X(t)

1∫

0

Γ (s)ẑ(s) ds + ϕ(t) + M1(t)

1∫

0

N1(s)ϕ(s) ds, (20)

где ẑ(t) – произвольный элемент пространства C([0, 1], c),

M1(t) = diag{M(2×4)(t),M(2×4)(t), . . .}, N1(s) = diag{N(4×2)(s), N(4×2)(s), . . .},

M(2×4)(t) =
(

2(et − 1) 0 −et −et

0 et 0 0

)
, N(4×2)(s) =

(
s 0 s s

0 0 0 0

)т

.

Подставляя общее решение (20) в краевое условие (18), получаем операторное уравнение

Lẑ + �(L−ϕ)(·) = α, (21)

где

(Lẑ)(·) = (�PN(L)ẑ)(·) =

1∫

0

S(t)X(t)

1∫

0

Γ (s)ẑ(s) ds dt = Q

1∫

0

Γ (s)ẑ(s) ds.

Линейный ограниченный матричный оператор

Q =

1∫

0

S(t)X(t) dt = diag
{(

1 1
0 0

)
,

(
1 1
0 0

)
, . . .

}

действует из банахова пространства c ограниченных, сходящихся к конечному пределу по-
следовательностей в себя, Q : c → c и является обобщенно обратимым.
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Обозначив ẑ0 =
∫ 1
0 Γ (s)ẑ(s) ds, запишем операторное уравнение (21) в виде матричного

операторного уравнения

Qẑ0 = α − �ϕ(·) − �M1(·)
1∫

0

N1(s)ϕ(s) ds. (22)

Построив проектор PYQ
: c → YQ :

PYQ
= diag

{(
0 0
0 1

)
,

(
0 0
0 1

)
, . . .

}
,

получим, что для разрешимости уравнения (22) необходимо и достаточно, чтобы выполнялось
условие

PYQ

{
α − �ϕ(·) − �M1(·)

1∫

0

N1(s)ϕ(s) ds

}
= 0.

После преобразований получим, что компоненты вектора α ∈ c и вектор-функции ϕ(t) ∈
∈ C([0, 1], c) должны удовлетворять условиям

α2k −
1∫

0

(2s − 1)e−sϕ4k−3(s) ds − 6 − 2e
e

1∫

0

sϕ8k−7(s) ds = 0, k = 1, 2, 3, . . . (23)

При выполнении этих условий операторное уравнение (22) будет иметь решение

ẑ0 = PN(Q)c + Q−
{

α − �ϕ(·) − �M1(·)
1∫

0

N1(s)ϕ(s) ds

}
, (24)

где c – произвольный элемент пространства c,

PN(Q) = diag
{(

1 0
−1 0

)
,

(
1 0
−1 0

)
, . . .

}
, Q− = diag

{(
0 0
1 0

)
,

(
0 0
1 0

)
, . . .

}
.

Подставляя найденное ẑ0 из (24) вместо
∫ 1
0 Γ (s)ẑ(s) ds в (20), получаем общее решение

краевой задачи (17), (18)

z(t) = X(t)PN(Q)c + ϕ(t) − X(t)Q−�ϕ(·)−

−X(t)Q−�M1(·)
1∫

0

N1(s)ϕ(s) ds + M1(t)

1∫

0

N1(s)ϕ(s) ds + X(t)Q−α.

Таким образом, краевая задача (17), (18) разрешима тогда и только тогда, когда выполнены
условия (19), (23), и в этом случае она будет иметь семейство решений

z(t) = X(t)PN(Q)c + [ϕ(t) − X(t)Q−�ϕ(·)]+

+ [M1(t) − X(t)Q−�M1(·)]
1∫

0

N1(s)ϕ(s) ds + X(t)Q−α.
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ных дифференциальных систем с запаздыванием // Дифференц. уравнения. 1994. Т. 30. № 10.
C. 1677–1682.

13. Boichuk A.A., Samoilenko A.M. Generalised inverse operators and Fredholm boundary-value problems.
Utrecht; Boston: VSP, 2004.

14. Далецкий Ю.Л., Крейн М.Г. Устойчивость решений дифференциальных уравнений в банаховом
пространстве. М., 1970.

15. Бойчук О.А., Панасенко Э.В. Крайовi задачi для диференцiальних рiвнянь у банаховому просторi
// Нелiнiйнi коливання. 2009. Т. 12. № 1. C. 16–19.

16. Самойленко А.М., Теплiнський Ю.В. Елементи математичнӧı теорïı еволюцiйних рiвнянь у банахо-
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