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Л ІН ІЙ Н І  К Р А Й О В І З А Д А Ч І Д Л Я  Н Е Т Е Р О В И Х  
О П Е Р А Т О Р Н И Х  Р І В Н Я Н Ь  У  Б А Н А Х О В О М У  П Р О С Т О Р І
Розглянуто лінійні крайові задачі для операторних рівнянь з нетеровим оператором, 

який діє в банаховому просторі. Побудовано розв’язки неоднорідної задачі Коші для таких 
операторних рівнянь. Отримано умови існування та формули для представлення розв’язків 
таких крайових задач. Побудовано узагальнений оператор Гріна, досліджено його властивості 
та зв’язок з узагальнено-оберненим оператором лінійної крайової задачі.

The paper deals with linear boundary value problems for the operator equations with Noeter’s 
operator with functions in Banach space. The authors construct the solutions of the homogeneous 
and heterogeneous Cauchy problem for the operator equations of the kind. The authors also get the 
solvability conditions and formulae for presenting the solutions of such boundary value problem. 
The authors have construct a generalized Green operator, investigated its characters and links 
generally inverses operator of the linear boundary value problem.

Побудова розв’язків лінійних крайових
зэдэдт

{Lx){t) = f  (t), (1)

£x(-) = a , (2)

де L — лінійний обмежений функціонально- 
диференціальний оператор, £— лінійний 
обмежений функціонал, залежить від
розв’язності операторного рівняння (1).
Д ля звичайних диференціальних рівнянь, 
диференціальних рівнянь з відхиленням 
аргументу, диференціальних рівнянь з ім­
пульсною дією рівняння (1) крайової задачі 
(1), (2) є всюди розв’язним [1]. Д ля таких 
крайових задач отримані умови розв’язності 
і формули для представлення їх розв’язків
И , И ,  [4]. _

У роботі поставлені наступні задачі: до­
слідити розв’язність задачі Коші для нете- 
рового операторного рівняння (1), отримати 
критерії розв’язності та формули для пред­
ставлення розв’язків крайової задачі (1), (2)

L
ння є нетеровим.

1. З а д а ч а  К о ш і д л я  н етер о во го  опе­
р а то р н о го  р ів н я н н я . Нехай В і і B 2— ба-
нахові простори вектор-функцій z : [a,b] ^  
R "; f  : [a,b] ^  R " 1 , —to  < a < t < 
b < + to ; L : В і ^  B 2 — лінійний обмеже­
ний нетерів оператор, ц =  dim N (L) < то,

v = dim N (L* = dim YL < то); ц = v, де 
N (L)— нуль-простір оператора L, N (L*) —

L *,
до оператора L; £ : В і ^  R m— лінійний 
обмежений вектор-функціонал.

Позначимо через { f i}i=1 С N (L) і 
© Д -)Д =1 С N (L*)— базиси нуль-просторів 
N(L)  N ( L *)
{ f i}i=1 і функціоиалів { ^ s } vs=1 існують спря­
жено біортогональні система функціоналів 
{Yj }j=1 С N *(L) С B1 і повна система еле­
ментів { }k=1 С YL С В 2. За теоремою 
Хана-Банаха кожен із функціоналів ©  }j=1,

N( L)  С В 1
може бути продовженим, із збереженням

В 1
кціоналів { ^ s}vs=1— на весь простір В 2.

Далі позначимо матриці:

X  (t) = ( f1( t ) , f2( t ) , . . . , f j ( t ) ) ,

г  (-) = (Y1 ( - ) M - ) , . . . Y j ( - ) ) T ,

Ф(-) = (<Р1(-),М-),...,<Ри ( ) T ,

W(t) = (^ 1 (t), ^ 2 (t),- . . (t)),

де ( Г Х )(■) = Ej ,  (ФФ)(-) = E v, Ej ,  E v— 
одиничні матриці.

Тоді проектори (L) : В 1 ^  N (L), VyL :
В 2 ^  Yl можна записати аналітично за до­
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помогою наступних формул:

(Pn (L)z) ( t )= X (t ) ( r z ) ( ■), Vz Є B i,
(3)

(pYl v ) (t) = Ф(t) (&v)(-), VV Є B 2•

Розглянемо задачу про умови розв’язно­
сті та загальний вигляд розв’язків нетерово- 
го операторного рівняння

(Lz)(t) = f  (t), (4)

що задовольняють початкову умову

z(to) =  Zo, to Є [a,b], Zo Є R™. (5)

О зн ач ен н я  1. Задачу (4), (5) називати­
мемо задачею Коші для неоднорідного опе­
раторного рівняння (4)-

Відомо [4], [5], що нетерове оператор- 
не рівняння (4), внаслідок його нормальної 
розв’язності, має розв’язки для тих і лише 
тих f  (t) Є B 2, які задовольняють умову

(Py l  f  )(t) = 0.

З формули (3) для проектора P Yl  маємо, 
що внаслідок лінійної незалежності векторів 
матриці-оператора Ф(t) ця умова еквівален­
тна умові

(Фf  )(-) = о, (6)

яка складається з v = dim N (L*) лінійно не­
залежних умов.

Відповідно до [6], при виконанні умови 
(6) загальний розв’язок рівняння (4) можна 
записати у вигляді

z(t) = (PN (L)Z)(t) + ( L - f  ) ( t ) , (7)

де P N(L) : B i ^  N (L) — проектор (3), C(t) —
B i , L - -

жєний узагальнено обернений оператор до
L,

кладена в [4].
Використовуючи представлення (3) про­

ектора P N(l), отримаємо

(Pn  (L) i ) ( t )= X  (і)(Гс)(-) = X  (t )c , (8)

де X (t)— (n x ц)-вимірна матриця, c =
col(7 1z)(-), (j 2z ) (■),••,) — довільний вектор- 
стовпець із сталими компонентами, c Є RK

Підставивши вираз (8) в рівняння (7), 
отримаємо загальний розв’язок нетерового 
операторного рівняння (4)

z(t) = X  (t)c + ( L - f  )( t )• (9)

З представлення (9) маємо, що будь- 
який елемент z (t) нуль-простору N (L) мо­
ж на представити у вигляді

z(t) = X  (t)c.

Це співвідношення справедливе для будь- 
якого t Є [a, b], включаючи i t  =  t0• От­
же, для будь-якого z0 = z ( t0) існує елемент 
c Є R M такий, що виконується рівність

zo =  X  (to)c,

де X (to) : R M ^  R™— (n x  ц)-вимірна матри­
ця зі сталими компонентами.

Існування для будь-якого zo = z( to) еле- 
c

X  (to)c = zo

всюди розв’язне. Це означає, що нуль- 
простір N ( X *(to)) = {0}, проектор на під- 
простір Yx(t0) С R™ дорівнюватиме нулеві, 
PYx(to) = 0, Vto Є [a,b]• Звідси маємо, що 
алгебраїчне рівняння

X  (to)c = zo — (L f  )(t0),

яке отримане з рівняння (9) при t = t0 всюди 
розв’язне і [7, с. 175] його загальний розв’я­
зок має наступний вигляд

c = P n (X(to))C +  X - (to)[zo — (L- f )(to)], (10)

де P N(x(to))— проектор банахового просто­
ру R M на нуль-простір N ( X ( t 0)) матриці 
X (t0), с— довільний вектор простору R M, 
X - (to)—
матриці X (t0)̂  Оскільки проектор P Yx{4)) = 
0,
узагальнено-обернена матриця X - (t0) бу­
де правою оберненою матрицею X - 1(t0), 
X - (to) = X - 1 (to)•

Підставивши вираз (10) в рівняння (9), 
отримаємо загальний розв’язок задачі Коші
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(4), (5)

z(t) = X  ( t ){PN (X (to))C+

X r- 1(to)[zo — (L-  f  )(to)]} + ( L - f  )(t) =

Xo(t)c +  (Gof  )(t) +  X  ( t )Xr 1(to)zo,

дб Xo(t)  =  X ( t ) P n (x (to))? c— довільний B6- 
ктор з простору R j

(Gof  )(t) = (L-  f  )(t) — X  ( t ) X - 1(to)(L- f  )(to),

де Go— оператор Гріна напіводнорідної 
(zo = 0) задачі Коші (4), (5).

Таким чином, доведено наступну теоре­
му:

Т ео р ем а  1. Нехай L : В 1 ^  В 2— иете- 
рів оператор. Тоді задача Коші (4), (5) має 
розв’язок для будь-яких zo = z( to), to Є [a,b] 
і тих  і т ільки т их f  (t) Є В 2, які задоволь­
няють умову (6), і ї ї  загальний розв’язок  
мож на представити у вигляді

z(t) = X o(t)c +  X  ( t )Xr 1(to)zo +  (Gof  )(t) .

Зауваж ен н я 1. Якщо операторне р івня­
ння (4) є всюди розв’язним,, то VyL = 0.

L
Lr-1

Якщо, крім того, мат риця X  (t) мае обер­
нену для будь-якого t Є [a,b], то P N(X (to)) = 
0
значно р озв’язною. При цьому ї ї  розв’язок  
має наступний вигляд

z(t) = X  ( t ) X -1 (to)zo + ( L - 1f  )(t) —

—X  ( t ) X -1(to) (L-1f  )(to).

2. Л ін ійні крайові задач і для  нете- 
рових операторних рівнянь. Розглянемо 
задачі про необхідні і достатні умови розв’я­
зності та представлення розв’язків нетеро- 
вого операторного рівняння

(Lz)(t) = f  ( t ) , 

які задовольняють умови 

£z(-) = a,

(и)

( 12)

де £ =  col(l1, l2, l3, . . .  , lm)— лінійний обме­
жений вектор-функціонал, який діє з бана- 
хового простору В 1 в евклідів простір R m, 
а  Є R m.

О значення 2. Систем,у лін ійних опе­
раторних рівнянь (11), (12) називатиме­
мо лінійною неоднорідною крайовою задачею 
для, нетерового рівняння (11), а, р івняння  
(£z)(-) = Ool(l1 z(-) , l2z(-) , l3z ( - ) , . . . , l mz (■)) = 
col(a1, а 2, а 3, . . . ,  a m)— крайовими умовами 
цієї задачі.

Використовуючи підхід, запропонований 
у [8], крайову задачу (3), (4) будемо розгля­
дати як операторне рівняння

(Az)(t) =
L
£ (t) f  (t)

a = g (t)

з лінійним обмеженим нормально розв’я­
зним оператором Л = col[L,l], який діє з

В 1
В 2 X R m функціонального банаховою про­
стору В 2 та евклідового простору R ^  Л : 
В 1 ^  В 2 X R m 

Л
в просторі В 2 X R m визначити наступним 
чином:

jа)  ||b2xR” B2 +  ||a||Rm ,

де f  Є В 2, а  Є R m.
Вище було сказано, що нетерове нор­

мально розв’язне операторне рівняння (11)
f ( t )  Є В 2

які задовольняють умову (6). При виконан- 
v

(11) матиме вигляд (9).
Д ля того, щоб розв’язок (9) неоднорідно­

го операторного рівняння (11) був розв’яз­
ком крайової задачі (11), (12) необхідно і до­
статньо, щоб вектор c Є R j  задовольняв ал­
гебраїчну систему

£ X  (-)c + £(L- f  )(■) = а,

яку отримано після підстановки розв’язку 
(9) в крайову умову (12).

Позначимо через Q = £ X (■) (m X ц )- 
вимірну матрицю зі сталими компонента­
ми; P N(q) : R j  ^  N (Q)— (ц x ц)-вимірну 
матрицю-проектор; VyQ : R m ^  Yq — (m X
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т)-вим ірну матрицю-проектор; Q - — (у x  
т)-вим ірну матрицю узагальнено-обернену 

Q
З алгебраїчного рівняння

Qc = а  — £(L f ) (13)

Неоднорідна крайова задача (11), (12)
f ( t )  Є

B 2 а Є  R™ які задовольняють v  +  d 
(d = m  — rank Q) лінійно незалеж ні умо­
ви

знайдемо константу c Є R M, при якій розв’я­
зок (9) рівняння (11), існуючий при вико­
нанні умови (6), буде розв’язком крайової 
задачі (11), (12). З теореми 3.9 [4, с. 92] має­
мо, що рівняння (13) розв’язне тоді і тільки 
тоді, коли виконано умову

P Yqd {а — £L ~ ) ( f }  = 0, (d = m  — rank Q)

і при цьому має р-параметричну (р = у  — 
rank Q)

c = P Np(Q)cp + Q {а — £L f )(-)} (14)

де P Yqd — ( d x т)-вим ірна матриця, яка скла-
d

рядків матриці-проектора P Yq, P Np(Q)— (у x
р)
системи р (р = у  — rank Q) лінійно незале­
жних стовпців матриці-проектора P N(q). 

Підставляючи знайдений вектор кон- 
c

ний розв’язок крайової задачі (11), (12):

z (t) = Xp(t)cp + ( G f  )(t) + X  (t )Q- a •

Тут X p(t) = X ( t ) P Np(Q) (n x  р)-вимірна
матриця, стовпці якої є повного системою
р—

(f( t )  = 0, а  = 0)
(12); cp Є R p; G : B 2 ^  ker £ С B 1,

(Py l  f  Ю  = 0,
PYQd {a — £L- f  )(■)} 0, (16)

(Gf) ( t )  = (L f ) ( t )  — X ( t ) Q  £(L f )(■)— розв’язків

р
нійно незалеж них розе ’язків  

z(t,cp) = Xp(t)cp + ( G f  ) ( t )+ X  (t )Q- a • (17)

Н а сл ід о к  1. Якщо rank Q = у , то у  < 
m  ( f (  t) = 0, а  =
0)
мае розв ’язку, окрім тривіального.

Неоднорідна крайова задача (11), (12) з 
нетеровим оператором L : B 1 ^  B 2 мае 
розв’язок для т их і т ільки т их f  (t) Є B 2 

а Є  R™ які задовольняють v  +  d (d = 
m  — у)

(Py l  f  ) ( - ) =0 .
Py q , {a — £L- f  )(■)} =  0,

і при цьому мае єдиний розв ’язок  

z(t) = ( G f  )(t) + X  (t )Q- a •

Дійсно, якщо rank Q = у,  to P n (q) = 0 і 
Xp(t) = 0̂

rank Q = m  m  < 
у  ( f (  t) = 0, а  =
0)
р і т ільки р = у  — т  лінійно незалеж них

(15)узагальнений оператор Гріна напіводнорі- 
(а = 0)

Таким чином, для крайової задачі (11), 
(12) справедливе наступне твердження. 

Т ео р ем а  2. Нехай L : B 1 ^  B 2—
rank Q <

т т ( т , у ) ,  то одноргдна ( f ( t )  = 0 , а  = 0) 
крайова задача, відповідна (11), (12), має 
р = у  — rank Q і т ільки р лінійно незале­
ж них розв ’язків

z(t) = Xp(t)cp cp Є R P

z(t) = Xp(t)cp cp Є R P

Неоднорідна крайова задача (11), (12) з 
нетеровим оператором L : B 1 ^  B 2 мае

f ( t )  Є
B 2 v
умови

(Py l  f  )(•)=<>

р
нійно незалеж них розв ’язків

z(t,cp) = Xp (t)cp + ( G f  )(t) + X  (t )Q- a •
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Дійсно, якщо rank Q = m, то P Yq  = 0 і
[4]- У цих випадках правий обернений опе­
ратор L -1 має інтегральне представлення

PYcQd 0-
Далі розглянемо крайову задачу (11), 

(12) в припущенні, що операторне рівня­
ння (11) -  всюди розв’язне. Це означає, 
що R(L)  = B 2 і отже P Yl  = 0. З на­
слідку 2 теореми 2.3 [4, с. 55] операторне 
piBHHHHn(Lz)(t) =  f  (t) розв’язне при будь- 

f ( t )  Є B 2

z(t) = X (t)c + ( L - 1f ) ( t ) ,  cp Є R p,

L -1 —
L

Завдяки всюди розв’язності рівняння 
(Lx)(t) = f  (t) теорема 2 спрощується і фор­
мулюється наступним чином.

Т ео р ем а  3. Нехай L : B 1 ^  B 2— не- 
терів оператор і N (L*) = {0}. Тоді, якщо 
rank Q < m in(m , у ), то однорідна ( f  (t) = 
0, а  = 0)

р р (р = у  — rank Q)
нійно незалеж них розв ’язків

z(t) = Xp(t)cp, cp Є R p

Неоднорідна крайова задача (11), (12)
f ( t )  Є B 2

а Є  R m, d, d =
m  — rank Q

V YQd {а — £( L - 1f  )(•)} =  0,

р
розв ’язків

z (t) = Xp(t)cp + ( G f  )(t) + X  ( t)Q- a,

де (Gf) ( t )  = ( L - 1f ) ( t )  — X (t )Q- £ ( L - 1f )(■) — 
узагальнений оператор Гріна.

З а у в а ж е н н я  2. Теорема 3 описує клас 
нетерових крайових задач для всюди розв ’я- 
зних операторних рівнянь (4)- Такі зада­
чі детально розглянут і у випадках, коли 
(Lz)(t) = z(t) — A( t ) z ( t )— звичайний дифе­
ренціальний оператор, L : C  1[a,b] ^  C[a,b] 
[2], [5], диференціальний оператор із зосере­
дженим, відхиленням аргументу (Lz)(t) = 
z(t) — A(t)(Sh)z(t ) ,  L : Dp[a,b] ^  Lp[a,b] [3],

( L - 1f  )(t) K( t ,  s)g(s)ds,

де K( t ,  s )— мат риця Коші.
Узагальнений оператор Гріна мае ви­

гляд:

(G!)( t )  = K (t , s )f  (s)ds—

—X ( t ) Q - £ f b  K(■,s) f  (s)ds•

£
довольняє умову [9, с. 15]

rb rb
£ K (■, s) f  (s)ds = £ K (■, s ) f  (s) ds,

J a J a
то узагальнений оператор Гріна мае пред­
ставлення

(G f ) ( t ) = [  G ( t , s ) f  (s)
a

ядро якого

G(t, s) = K( t ,  s) — X ( t ) Q - £ K (■, s )

називається узагальненою матрицею Грі­
на.

3. У загал ь н е н и й  о п ер а то р  Г р ін а  та  
його вл асти в о ст і. Побудований узагаль­
нений оператор Гріна (15) G : B 2 ^  ker £ С 
B 1
і слабко нелінійних крайових задач для опе­
раторних рівнянь. З його допомогою при ви­
конанні відповідних умов розв’язності буду­
ється загальний розв’язок напіводнорідної 
(а = 0) крайової задачі (3), (4).

Розглянемо деякі властивості узагальне­
ного оператора Гріна

(G f )(t) = (L- f  )(t) — X  (t)Q- £(L- f  )(■)• (18)

Д ля спрощення записів формул при роз­
гляді властивостей узагальненого оператора 
Гріна надалі будемо опускати дужки і змін­
ні.

G
задовольняє співвідношеня

AG 1ъ2 — P Yl

Py q  £L-
(19)
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Доведення. Дійсно, підставивши в (19) за­
мість G його вираз (18), отримаємо:

ЛС
L

£
[L-  -  X Q - £L- ]

L ( L -  -  X Q - £L- )

£(L-  -  X Q - £L- ) 

L L -  -  L X Q - £L-

£L-  -  £ X Q - £L~

1
t-ч t-ч 1 1

(і Б2 -  P Yl )

(Ir ™ -  QQ )£L 1

1се1

О С К ІЛ ЬК И

ЛС
і Б,

Pro £L - i

Лг
L
£

f
a

L
£ : B 2 x R m ^  B i 

маємо представлення

= G f + X Q - a,
L f
£ a

G f

задачі

L f
£ 0

L z  = f , 
£z = 0;

X Q - a  = 

задачі

L 0
£ a розв язок крайової

L z
£z

0,
a.

Т ео р ем а  4. Оператор

Л-  = [G X Q - ]

є обмеженим узагальнено-оберненим до лі-

^

Доведення. Д ля доведення теореми необ-
Л-

задовольняє властивості

1.Л- ЛЛ- Л- ; 2.ЛЛ- Л = Л,

L X  — °, / r ™  -  QQ — .

З а у в а ж е н н я  4. У випадку, коли рівня- 
L z = f  

(19) набере вигляду:

що визначають узагальнено-обернений опе­
ратор. Як показано в [10] друга з власти­
востей є наслідком першої. Тому покаже- 

Л-

Л- ЛЛ-  = Л- . Оскільки L X  = 0, £ X  = Q,
то:

ЛЛ- L
£

оскільки R(L)  = B 2, L -  = L -1 , a P Yl  = 0.
Як показано вище, при виконанні умов 

(16) крайова задача

[G X Q - ]

і Б2 -  P Yl

p r„ £L-

Із співвідношень L P Yl  

GPYl  = 0 маємо, що

LG L X Q  

£G £ X Q -

0

Q Q -  

= ^  Q ~p ro

має розв’язок, який має вигляд (17).
Д ля обмеженого узагальнено-оберненого 

оператора

Л- ЛЛ-  = [G X Q - ]
і Б2 -  P Yl

Pro £L-

0

QQ -

розв язок крапової

= [G(Ib 2- P yl ) + X Q - P yq £L-  X Q - Q Q- ] = 

= \G -G P Yl + X Q - P rQ£L-  X Q - ] = [G X Q - ]
Л-

обмеженості операторів L - , G та X Q - . Та­
ким чином, оператор Л-  : B 2 x R m ^  B i 
є обмеженим узагальнено-оберненим до опе-

Л
ЛЛ-  =

-  р Гл що зв язує узагальнено-
обернений оператор Л і проектор Р^л , 
а також властивість (19) узагальненого

0
z
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оператора Гріна, знайдемо проектор P Ya, 
який має блокову структуру:

Р Ya I B2xRm  — ЛЛ

/ в  2 0 ■ L  ■

0 / Rm
і [G X Q - ]

ІВ2 0

0£1(N
J?1

0 iRm _ Py q i L -  Q Q-  _

£1

0

_ - P y q i L - I Rm — QQ

Р Yl

- V yJ L -  V yq

Оператор V Ya  д і й с н о  є  проектором, 
оскільки задовольняє властивості РуА = 
Py a -.

VYa

P Yl

PYl

- P y q  i L P yQ J

- P y q £L- Py l  — PYq l  

Py l

'  Q 

0

P yQ J

- P Yq L  P Yq

Очевидно, що умова P Ya

P

f
a

Ya  ■

= 0
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валентна умовам розв’язності (16) крайової 
задачі (11), (12).

З а у в а ж е н н я  5. Якщо операторне р івня­
ння (11) в крайовій задачі (11), (12) є всюди 
розв’язним,, то проектор P Ya мае вигляд:

0

_ - P yq£l
- 1

0

Py

оскільки в цьому випадку P Yl = 0  о, L  
L Z 1.

0

2
0

2
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