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ЛІН ІЙ Н І К РА Й О ВІ ЗА Д А Ч І Д Л Я  ІН ТЕГРА Л ЬН И Х  РІВ Н Я Н Ь
Ф РЕД ГО Л ЬМ А  З В И Р О Д Ж Е Н И М  Я Д Р О М  У БА Н А Х О В И Х

П РО С ТО РА Х
У роботі встановлено умови розв’язності та побудовано загальні розв’язки не всюди 

розв’язних інтегральних рівнянь Фредгольма з виродженим ядром та крайових задач для 
них у банахових просторах. Детально розглянуто приклад.

The paper presents conditions of solvability and constructions of general solutions for Fredholm 
integral equations with generate kernel which need not be always solvable, as well as for boundary 
value problems for them  in Banach spaces. An example is considered in details.

Встановлення умов розв’язності та побу­
дова загальних розв’язків лінійних крайо­
вих задач

(Lz)(t) = f  (t), 

l z  (■) = a,

де L : В і ^  В 2 (В і , В 2 — функціональ­
ні банахові простори) — не всюди розв’я­
зний оператор є проблемою, вирішення якої 
істотно залежить від можливості побудови 
узагальнено-оберненого оператора L -  до лі- 

L
лежать крайові задачі для деяких кла­
сів функціонально-диференціальних, інте­
гральних та інтегро-диференціальних рів­
нянь [1 -3 ] . Оператор належить класу уза­
гальнено оборотних операторів [4], якщо йо­
го нуль-простір N (L) та образ R(L)  допов- 
нювальні [5] у банахових просторах В 1 та 
В 2, відповідно. З кожною парою взаємно до- 
повнювальних просторів пов’язані обмежені 
проектори P N(L) та V r(L), які індукують роз-

В і В 2 прямі
топологічні суми

В 1 =  N (L) ф X l ,

В 2 =  R(L) ф Yl ,

де N (L) ,X(L) ,  R(L) , Yl — замкнені підпро- 
стори. Очевидно, що узагальнено оборот­
ні оператори є нормально розв’язними.

До класу узагальнено оборотних операто­
рів належать: фредгольмові (dim N (L) = 
dim Yl < ж ); нетерові (dim N (L) = n < 
ж,  dim Yl = d < ж, n = d) n — нормаль­
ні [6] (dim N (L) = n < ж,  dim Yl = ж)  з

d—
ні (dim N (L) = ж,  dim Yl = d < ж)  з 
доповнювальним ядром; топологічно фре­
дгольмові (dim N  (L) = ж,  dim Yl = ж,  
N (L) ізоморфний Yl ); т о п о л о г і ч н о  нетерові
[7] (dim N (L) = ж,  dim Yl = ж)  оператори.

У [8] розглянуто загальний підхід до до­
слідження умов розв’язності та побудови за­
гальних розв’язків крайових задач для нор­
мально розв’язних операторних рівнянь, які 
є узагальнено оборотними.

У цій роботі досліджуються умо­
ви розв’язності та структура загальних 
розв’язків не всюди розв’язних інтеграль­
них рівнянь Фредгольма з виродженим 
ядром та крайових задач для них у ба­
нахових просторах. З точки зору теорії 
операторів інтегральний оператор Фред­
гольма з виродженим ядром, який діє у 
банаховому просторі В І5 є топологічно 
фредгольмовим.

z (t )
функція, яка діє з відрізка I  = [a,b]
у дійсний банаховий простір В І5 z(t) Є 
C ( I , В 1) :=  {z(■) ^  В ъ llz ll =  sup||z ( t) ||Bi},

tei
C ( I , В і) — банаховий простір неперервних 
на I  вектор-функцій, В — дійсний банахо-

Буковинський математичний журнал. 20Ц- -  Т. 2, № 4- 57



вий простір.
Розглянемо у банаховому просторі Б і  лі­

нійну крайову задачу для інтегрального рів­
няння Фредгольма з виродженим ядром

b(L z)(t) := z (t) — M (t) J N (s)z (s)ds = f  (t),
a

(i)
l z  (•) = a, (2)

M (t) N (t)
Б і Б  і

рервні з нормами \\\M ||| =  sup||M (t)||Bl =
t e i

Mq < то та \\\N \\\ =  sup | N (t)HBl = No < to,
t e i

оператор I  — обмежений і діє з банаховою 
простору C (I , Б 1) у банаховий простір Б 1, 
І  : C (I , Б і ) ^  Б , а  Є Б .

Ставиться задача: встановити необхідні 
та достатні умови існування та загальний 
вигляд розв’язків крайової задачі (1), (2) 
для інтегрального рівняння Фредгольма з 
виродженим ядром, які належать банахово­
му простору C (I , Б і ).

П опередні відомості. Відомо [9, с. 141], 
що добуток M  (t)x  сильно неперервної 
оператор-функції M (t) на елемент x Є Б 1 є 
неперервною вектор-функцією. Тому опера­
тор L діє з банаховою простору C ([a,b], Б 1) 
у цей же простір.

Позначимо
b

D = IBl — A, A = J N (s)M (s) ds,
a

D
простору Б 1 У Б И  є обмеженим.

D
ний. Тоді існують обмежені проектори 
P n (d ) : Б 1 ^  N (D), який проектує бана- 

Б1 N (D )
ратора D, P Yd : Б 1 ^  Y d , який проектує 
банаховий простір Б 1 на підпростір Y d  ізо­
морфний нуль-простору N (D*) спряженого 
оператора D* до оператора D та обмежений 
узагальнено-обернений оператор D - , який 
можна побудувати, використовуючи мето­
дику з [10].

Т еорем а 1. [11] Нехай D : B 1 ^  B 1
— обмежений узагальнено оборотний опе­
ратор. Тоді інтегральний оператор L з (1)
— узагальнено оборотний.

Для доведення узагальненої оборотно­
сті інтегрального оператора (1) побудовано 
проектори P n (L) : C([a,b], B i) ^  N (L) та 
Pyl  : C([a, b], B i) ^  Y l

b

(Pn (L)z)(t) = M(t)pN(D) J  N (s)z(s)ds,
a

(3)
b

(Pyl  f  )(t) = M (t)PyD J  N (s) f  (s)ds
a

та доведено, що вони обмежені.
Т еорем а 2. [11] Нехай D : B 1 ^  B 1 —

узагальнено оборотний оператор. Тоді опе­
ратор

b
(L- f  ) ( t ) = f  (t) +  M( t ) D-  j  N (s) f  (s)ds (4)

a
e обмеженим узагальнено-оберненим onepa-

L
D -

D
О сновний результат. Використовуючи 

апарат теорії узагальнено-обернених опера­
торів, знайдемо необхідні та достатні умови 
розв’язності крайової задачі (1), (2) у бана- 
ховому просторі. Для цього спочатку зна­
йдемо умови існування та загальний вигляд 
розв’язку операторного рівняння (1).

Відомо [4], що узагальнено оборотний 
оператор є нормально розв’язним. Тому для 
рівняння (1) правильна

Т еорем а 3. Нехай D : B 1 ^  B 1 — 
обмежений узагальнено оборотний опера­
тор. Тоді при виконанні умови

b

(pYL f  )(t) = M (t)p YD J  N( s ) f  (s)ds =  0 (5)
a

і тільки при ній операторне рівняння (1) 
розв’язне і має сім,’ю розв’язків

z(t) = M  (t)PN (D)C + (L~f  )(t), (6)
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де M (t )PN(d) — оператор-функція, яка
є розе ’язком відповідного (1) однорідно­
го інтегрального рівняння, c — довільний 
елемент банахового простору B i, L -  — 
узагальнено-обернений оператор (4) до ін-

L
Доеедення. Запишемо рівняння (1) у виг- 

z (t) = M ( t) с +  f  (t), (7)
b

де с =  f  N (s)z(s)ds.  Застосувавши до обох
a

N(t)
та проінтегрувавши їх на проміжку [a,b] 
отримаємо операторне рівняння

b b
j  N (s)z(s)ds = j  N ( s ) M(s) cds+
a a

b

+  J  N  (s) f  (s)ds>
a

або
(Ib 1 -  A)c = Dc = b, (8)

Д6
b

b = N(s) f (s)ds.
a

З узагальненої оборотності оператора 
D = IBl — A  маємо, що операторне рівняння 
(8) нормально розв’язне. Отже воно розв’я­
зне тоді і лише тоді, коли виконується умова 
[4, с. 133]

VyD b =  0 

і при цьому має сім’ю розв’язків

c = P N (D)C + D b, (9)

де с — довільний елемент банаховою про-
B i

Підставивши знайдене c Є B i з (9) у фор­
мулу (7), отримаємо загальний розв’язок ін­
тегрального рівняння (1):

z(t) = M(t )  {Pn (d)C +  D - b} +  f  (t) =

= M(t )  P n (d)C + f  (t) + M( t ) D-  x (10)
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b
N (s) f  (s)ds = M(t )  P n (D)C+(L- f  )(t),

a
оскільки за теоремою 2

b
(L- f  )(t) = f  (t) + M( t ) D-  f  N (s) f  (s)ds.

a
Далі знайдемо умови існування та загаль­

ний розв’язок крайової задачі (1), (2).
Підставивши розв’язок (6) неоднорідного 

операторного рівняння (1) у крайову умову 
(2), отримаємо операторне рівняння

1(M ( Р  (d))C + I f  (•)+

b
I Mb ) D~  f  N (s) f  (s)ds = a.

a

Позначимо через Q = l ( M (•)Pn (D)) — 
оператор, який діє з банахового простору 
B i у банаховий простір B. Оператop Q 
— обмежений як суперпозиція обмеженого 
оператора І  та обмеженої оператор-функції
M  (t)PN (D)-

Тоді рівняння (11) запишеться у вигляді
b

Q c =  a — I f  (•) — I M  b)D~ J  N  (s) f  (s)ds.
a

(12)
Q

гальнено оборотних операторів. Позначимо 
p N(Q) ■ B i ^  N (Q) — обмежений проек-

B i
N (Q) оператора Q, Pyq '■ B ^  Yq — обме-

B
підпростір Yq С B.

Q
ротний, а отже нормально розв’язний, то 
рівняння (12) розв’язне тоді і лише тоді, ко­
ли виконується умова [4, с. 133]

b

P yq [a — I f  (•) — IM( - ) D-  J  N (s) f  (s)ds] = 0 ,
a

при виконанні якої воно має сім’ю розв’язків

с = PN (Q)C + Q a — l f  ( )  —

59



b

- I M ( ' ) D -  j  N (s) f  (s)ds ,
a

де с — довільний елемент банаховою прос­
тору В ь Q-  — обмежений узагальнено- 
обернений оператор до оператора Q.

Підставляючи c з (13) у (10), отримаємо 
загальний розв’язок крайової задачі (1), (2)

z(t) = M  (t)P N (D)Pn  (Q)C+

+ If  (t) -  M( t ) PN(D)Q- l f  (•)! +  M(t)  X

( 13 ) Отже, для крайової задачі (1), (2)
справедлива наступна теорема.

Теорем а 4. Нехай оператори D : Б 1 ^  
Б 1 та. Q : Б 1 ^  Б  — узагальнено оборотні.

f ( t )  =
0,а = 0) крайова задача має сім’ю розв’яз­
ків

z(t) = M  (t)P N (D )P N  (Q)C, (15)
де c довільний елемент банахового прос-

Б1 .
Неоднорідна крайова задача (1), (2)

розв’язна для тих і лише тих f ( t )  Є 
C ( I , Б 1) та а Є Б , які задовольняють умо­
ви

b

X [Ibi -  P n (D)Q- I M 0 ] D "  J  N (s) f  (s)ds+
a

M  (t)PN (D)Q a = M  (t)P N (D)P  N (Q) c+

+ ( Gf  )(t) +  M  (t)P N (D)Q a ,
Д6

(Gf)(t )  := [f(t) -  M( I )Pn (D)Q-e f (•)] +

(14)

b

+M(t )  [Ib ±- P n (D)Q- I M( ' ) ]D-  J  N (s) f  (s)ds
a

— узагальнений оператор Гріна напіводно- 
рідної (а = 0) крайової задачі (1), (2), 
а оператор-функція M( t ) PN(D)Pn (q) — є 
розв’язком відповідної (1), (2) однорідної 
(f(t) = 0, а = 0)

Дійсно,

(Lz)(t) = M  (t)PN (D)P  N (Q)-  

b

- M ( t )  j  N (s){ M(t ) PN(D)P N(Q)}ds = 
a

= M( t ) PN(D)P N(Q) -  M( t ) APN(D)PN(Q) = °,
оскільки A = IBl -  D,  D Pn (D) = 0, a

£(M  ( ) P n  (D))PN (Q) = QPN (Q) = °j

оскільки l ( M (•)Pn (D)) = Q, a QPN(q) = 0.

b

(Py l  f )( t )  = M  X P y d J  N  (s) f  (s)ds = 0,
a

(16)
b

Py q  [a -  t f  (•) -  I M ( ) D -  j  N ( s ) f  (s)ds] =  0
a

і при цьому вона має сім’ю розв’язків

z (t) = M  (t)PN (D)P  N (Q)c+

(17)
+ (G f )(t) +  M  (t)PN (D)Q a ,

ye g  _  узагальнений оператор Гріна, (Ц )
(а = 0)

крайової задачі.
Зліченновимірні крайові задачі для  

інтегральних рівнянь Фредгольма з 
виродженим ядром.

Далі розглянемо частинний випадок кра­
йової задачі (1), (2) для інтегрального опе­
ратора Фредгольма з виродженим ядром, де 

M(t)  N(t)
вимірні матриці, вектор-стовпці та вектор- 
рядки яких належать банаховому простору 
C([a,b], B i) діють з сепарабельного банахо­
вою простору B 1 у В І5 оператop І  діє з ба­
наховою простору C(Z, Bi) у сепарабельний 
банаховий простір В, І  : C ( I , В 1) ^  В, 
а  Є В.

Розв’язок крайової задачі (1), (2) для 
інтегрального рівняння будемо шукати у ви­
гляді зліченновимірного вектор-стовпчика
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z(t) Є C ( I , B i) — банахового простору не­
перервних на проміжку I  функцій, які на­
бувають значень у дійсному сепарабельному

B i.
Н асл ідок  1. (Нормально розв’язні кра-

Bi B
ні банахові простори, D : B i ^  B i та, 
Q : B i ^  B — узагальнено оборотні опера­
тори, причому Q — топологічно фредголь- 
мовий.

Тоді однорідна крайова задача має злічен- 
ну кількість розв’язків (15). Неоднорідна 
крайова задача (1), (2) розв’язна для тих 
і лише тих f  (t) Є C ( I , B i ), а Є B, які за­
довольняють зліченну кількість умов (16), 
при виконанні яких вона має зліченну кіль­
кість розв’язків (17).

Н асл ідок  2. (п-нормально розв’язні кра-
B i

B
банаховий простори, Q : B i ^  B — п-нор- 
мальний оператор з доповнювальним, обра­
зом, R(Q).

Тоді однорідна крайова, задача, має 
скінченну кількість л,гнійно-незалеж­
них розв’язків (15). Неоднорідна задача, 
(1), (2) розв’язна, для, тих і лише тих 
f  (t) Є C ( I , B i) , а Є B, які задовольняють 
зліченну кількість лінійно-незалежних 
умов (16), при виконанні яких вона, має 
скінченну кількість розв’язків (17).

Н асл ідок  3. (d-нормально розв’язні кра-
B i

B
ний банахові простори, Q : B i ^  B — 
d
нуль-простором N (Q).

Тоді однорідна крайова, задача, має злічен­
ну кількість лінійно-незалежних розв’яз­
ків (15). Неоднорідна задача, (1), (2) розв’я ­
зна, для, тих і лише тих f  (t) Є C ( I , B i), 
а Є  B, які задовольняють скінченну кіль­
кість лінійно-незалежних умов (16), при 
виконанні яких вона, має зліченну кількість 
розв’язків (17).

Н асл ідок  4. (Нетерові крайові задачі) 
B i B

ри, a, Q : B i ^  B i — нетеровий оператор.
Тоді однорідна крайова, задача, має скін­

ченну кількість розв’язків (15). Неоднорі­
дна задача, (1), (2) розв’язна, для, тих і лише 
тих f  (t) Є C ( I , B i ) , а  Є B , які задовольня­
ють скінченну кількість умов (16), при ви­
конанні яких вона, має скінченну кількість 
розв’язків (17).

Зауваження 1. У випадку, коли опе­
ратор L — всюди розв’язний перила, умова 
у (16) існування розв’язків крайової задачі 
(1), (2) автоматично виконується, оскіль­
ки V yl  = 0. Такі крайові задачі розглянуті 
у [13], де наведено подібну класифікацію злі- 
ченновимірних крайових задач, для, систем, 
звичайних диференціальних рівнянь, які є 
всюди розв’язними.

Приклад. Знайдемо умови розв’язності 
та загальний вигляд розв’язків крайової за­
дачі

2

(Lz)(t) =: z(t) — M(t )  j  N (s)z(s)ds = f  (t),
0

(18)
2

l z (•) = j  S(t)z(t)dt  = a, (19) 
0

Д6

M ( « ) = d i a g { ( j  “2 Д  ' ■ -  } ’

N ( s ) = d i a g  { (  0 )  ,■■■}

— зліченновимірні матриці, які діють з ба­
нахового простору C([0, 2], c) у C([0, 2], c) 
з нормами \ \ \M|||c([o,2],c) =  ъиЩф^ЦМ(t)\\c,
| | |N ll|c([0,2],c) =  suPtg[0,2] II N (t) lie f  (t) = 
( f i ( t ) , f 2 ( t ) , f 3(t), . . . )  Є C([0, 1], c),

S(t) = diag (S(3x2)(t),S(3X2)(t), ■■■} —

сильно неперервна оператор-функція, 
S(3x2)(t) — (3 x 2)-вимірна матриця:

S(3x2)(t) =  ^  0 — 3  ^  ,

| | |S |||С([0,1],с) =  suPte[0,i]llS (t)\c < Ж.
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Таким чином, вектор-функціонал І  діє 
з банахового простору C ([0 ,1], c) у бана- 
ховий простір c і є обмеженим, a = 
col(ai , a 2, a 3, . . .) Є c.

M(t )  N(t)
mo, що

\\\M  1110(10,21,0) =  sup \t \ < 2,
*Є[0,2]

\\\N \\\o([0,2],c) =  sup  1- < 3/2~
t€[0,2] 2

L
оператором, який діє з банахового просто­
ру неперервних на проміжку [0, 2] функцій 
C([0, 2], c) в C([0, 2], c). Нескінченновимір- 
ні підпростори N (L) та Yl — ізоморфні 
як підпростори сепарабельного банахового 
простору C([0, 2], c) [12, с. 55].

Оператор

2
D = I c — A, A = J N (s)M(s) ds 

0

МЯЄ вигляд

D = diag { (  0 0 )  ■ (  0 0 )  ' ■}

c
послідовностей x = Л  (І)Ш і, що збіжні до

c
ДОВНОСТЄЙ у = D ■ c ^  c.

D
у цьому просторі.

Проектори Pn (D) ■ c ^  N (D) і PYd ■ c ^  
Yd матимуть вигляд:

P n D  = <РшЪ { (  —1 0 )  , (  —  0 )  ,■ ■ ■} ,

P yd = diag { (  0 0 )  • (  0 0 )  ■ " }  ■

Обмежений узагальнено-обернений опера- 
D -

D - = di ag{ ( 0 0 )■ ( 0 0 ) '  ■}■

За формулами (3) побудуємо проектори 

(Pn (L)z)(t) = X (t) f  N (s)z(s)ds,
a

(Py l  f  m  = Ф(і)f  N (s) f  (s)ds,
a

Д 6

X  (t) = M  (t)P n (d) =

= diag{ ( 0 — 2 0 )  ■ (  Д  0 ) - Ч ■

Ф(і) = M  (t)PYD =

= A'ag { ( 0 — )  ■ ( 0  —

Згідно з теоремою 2 узагальнено- 
обернений оператор до інтегрального 
оператора (18) матиме вигляд

2

( L - f  )(t) = f  (t) + M(t )  J  N(s)z(s)ds ,
0

Д 6

M  (t) = M  ( t )D-  =

1  0 • (  —2 0 - ї .
Умови існування розв’язку рівняння (18) 

за теоремою 3 мають вигляд

2

(Py l  f  т  = Ф(і) j  N (s) f  (вуй.
0

Після перетворень одержимо 

2

J f 2 k  (t)dt = 0, к = 1, 2, - , . . .  . (20)

0

При виконанні умов (20) операторне рів­
няння (18) має сім’ю розв’язків

z(t) = (PN(L)c)(t) + ( L - f  )(t) =
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=  X (t) j  N (s)c(s)ds+ (21)
0

2

+f  (t) + M(t )  J N ( s ) f  (s)ds,
0

дЄ c(t) — довільний елемент банаховою про­
стору C ([0 ,1], c).

Підставляючи загальний розв’язок (21) у 
крайову умову (18), отримаємо операторне 
рівняння

(Qc)()  + l ( L -  f  )(•) = а,  (22)

Д6

2
(Qc) t )  = I P n (L)i)(3 = (  S  ( t )X (t)x

0
2 2 

X j  N (s)z(s)ds dt = Q J  N (s)z(s)ds.  
0 0  

Оператор

2
Q = j  S( t )X(t )dt  =

-  { ( и ) • (  w m
c

жених послідовностей x = {£(i)} у простір 
c таких же послідовностей у = { у ^ } ,  Q­
c ^  с. 2

Позначивши c = f  N (s)z(s)ds,  запишемо 
0

операторне рівняння (22) у вигляді:

2
Qc = а -  i f  (•) -  I M (•) J  N (s) f  (s)ds. (23)

0

Проектори PYq : с ^  Yq та P n (q) : с ^  
N(Q)

p N(Q) = diag { (  0 1 )  , (  0 0 )  ,

2

P y q  = diag { (  0 0 0 )  , . ,

i, очевидно, обмежені.
Q

ний і, як наслідок, нормально розв’я­
зний. Тому для розв’язності рівняння (23) 
необхідно і достатньо, щоб виконувалась 
умова:

2

P y q  { а  -  i f  (•) -  i M (•) j  N (s)f  (s)ds }  = 0.
0

Після перетворень отримаємо, що ком­
поненти вектора а Є с та вектор-функції 
f  (t) Є C ([0 ,1], с) повинні задовольняти умо­
ви:

2

а^к-з -  J  {(6t -  5)f2k-i(t) + 4f2k(t)}dt = 0, 
0

(24)
2

а4к-1 -  J  { (6t -  5)f 2k-1(t) +  3t f2k (t) }dt = 0, 
0

k = 1, 2, 3, . . . .
При виконанні цих умов операторне рів­

няння (23) матиме розв’язок

c = PN(Q)c + Q - { а -  i f  (•) -

_  2 (25) 
- i M (• ) f  N (s) f  (s)ds),

0
де c — довільний елемент простору с,

Q - 0 0 ) , (  0 0 0 ) - • • }

— узагальнено-обернений оператор до опе- 
Q,

дикою, наведеною в [10].
c

2
замість J  N (s)z(s)ds у (21), отримаємо за- 

0
гальний розв’язок крайової задачі (18), (19) 
у вигляді
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z (t) = X  (t)PN (Q)c + f  (t) — X  (t)Q l f  ( )  —

2
—X( t ) Q- i M (•) J  N (s) f  (s)ds+

0
2

+M(t )  J  N (s) f  (s)ds + X( t ) Q- a.
0

Таким чином, крайова задача (18), (19) 
матиме розв’язки тоді і лише тоді, коли ком­
поненти елемента a Є c та вектор-функції 
f ( t )  Є C ([0,1],c ) задовольнятимуть умови 
(20), (24), при виконанні яких вона матиме 
сім’ю розв’язків:

z (t) = X  (t)Pn (q) c + ( Gf  )(t) + X  (t)Q- a,

де G — узагальнений оператор Гріна напіво- 
(a = 0)

який діє на функцію f  (t) Є C ([0,1], c ) за 
правилом:

2

( G f m  = т  + M ( t ) j  n  ( s ) f  (s)ds,
0

J(t) = f  (t) — X  ( t ) i f  (•) =
2

= f  (t) — X  (t) J  S  (s) f  (s)ds,
0

X  (t) = X  (t)Q-  =

= dia g К 0! 4  0 ) - • } ■

M  (t) = [M  (t) — X  (t)Q- l M  (•)] =

=  dia4 ( o  0 )  ^  0 ° )  ^■■}■
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