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ВСТУП

Дисертацiйну роботу присвячено вивченню квадратичної

форми Тiтса скiнченних частково впорядкованих множин та

застосуванню отриманих результатiв у теорiї зображень.

Квадратичнi форми виникають при розв’язаннi рiзних задач в

алгебрi, геометрiї, теорiї диференцiальних i iнтегральних рiвнянь, теорiї

операторiв та iнших областях математики (див., зокрема, [1]–[24]). Серед

них важливу роль вiдiграють квадратичнi форми Тiтса для графiв,

частково впорядкованих множин, алгебр, тощо.

У 1972 р. П. Габрiель [1] ввiв квадратичну форму для довiль-

ного скiнченного сагайдака (зорiєнтованого графа), яку вiн назвав

квадратичною формою Тiтса. У цiй же роботi показано, що сагайдак

має скiнченний тип (тобто має, з точнiстю до iзоморфiзму, скiнченне

число нерозкладних зображень) тодi i лише тодi, коли його форма

Тiтса є додатно визначеною. Ця робота П. Габрiеля стала початком

нового напрямку в алгебрi, який пов’язаний iз вивченням зв’язкiв мiж

властивостями зображень рiзних об’єктiв та властивостями вiдповiдних

квадратичних форм.

У 1974 р. Ю. А. Дрозд [2] та Ш. Бреннер [3] ввели квадратичну

форму Тiтса вiдповiдно для частково впорядкованих множин та деяких

класiв сагайдакiв iз спiввiдношеннями. Ю. А. Дрозд довiв, що частково

впорядкована множина має скiнченний тип тодi i лише тодi, коли її

форма Тiтса є слабо додатною, тобто додатно визначеною на множинi всiх

ненульових векторiв iз невiд’ємними координатами (зображення частково

впорядкованих множин введенi Л. О. Назаровою i А. В. Ройтером у [25]).

Аналогiчний результат для комутативних сагайдакiв отримали О. Г. За-
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вадський та А. С. Шкабара [26].

У загальному випадку для матричних задач без спiввiдношень форму

Тiтса ввели М. М. Клейнер i А. В. Ройтер в 1977 р. (див. роботу [27]).

Вони довели, що вiльна трикутна диференцiальна градуйована категорiя

має скiнченний тип в тому i лише в тому випадку, коли вiдповiдна форма

Тiтса є слабо додатною.

Окрiм згаданих вище авторiв властивостi квадратичних форм Тiтса

вивчали К. Бонгартц, В. М. Бондаренко, П. Дрекслер, С. А. Овсiєнко,

Х. А. де ла Пенья, К. Рiнгель, Д. Сiмсон та iншi (див., зокрема, [32] – [43]).

При цьому дослiджувалися як властивостi форм Тiтса, так i властивостi

зображень рiзних об’єктiв, якi можна охарактеризувати в термiнах таких

форм.

Актуальнiсть теми. Квадратична форма Тiтса для частково

впорядкованих множин вiдiграє суттєву роль в теорiї їх зобра-

жень. У дисертацiйнiй роботi повнiстю описуються скiнченнi частково

впорядкованi множини, форма Тiтса яких є додатно визначеною

(аналогами таких множин у теорiї графiв є схеми Динкiна), а також

мiнiмальнi частково впорядкованi множини, для яких ця умова не

виконується. Отриманi результати застосовуються в теорiї зображень

частково впорядкованих множин.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами.

Тематика дисертацiйної роботи пов’язана з науковими дослiдженнями

кафедри алгебри та математичної логiки Київського нацiонального

унiверситету iменi Тараса Шевченка — тема 01БФ038-03 “Розробка

методiв асимптотичного iнтегрування нелiнiйних систем, теорiї керування

в бiологiї та медицинi i моделювання процесiв взаємодiї та деформування

суцiльних середовищ”, пiдроздiл “Геометричнi структури та комбiнаторно-

геометричнi методи дослiдження алгебраїчних систем та їх зображень”

(номер державної реєстрацiї 0101U002479).
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Мета i задачi дослiдження. Метою дослiдження є опис скiнченних

частково впорядкованих множин iз додатно визначеною формою Тiтса

i мiнiмальних частково впорядкованих множин, форма Тiтса яких не є

додатно визначеною (такi множини названо P -критичними), та вивчення

iн’єктивних зображень частково впорядкованої множини.

Об’єктом дослiдження є квадратичнi форми Тiтса та iн’єктивнi

зображення частково впорядкованої множини.

Предмет дослiдження — додатна визначенiсть квадратичної форми

Тiтса та зображувальний тип категорiї iн’єктивних зображень.

Методи дослiдження. Основними методами, що використовуються

у дослiдженнi, є стандартний метод комбiнаторного аналiзу та введений

доктором фiз.-мат. наук В. М. Бондаренком метод “(min, max)-

еквiвалентностi частково впорядкованих множин”.

Наукова новизна одержаних результатiв. У дисертацiї отримано

новi теоретичнi результати, основними iз яких є такi:

• Вказано алгоритм опису всiх частково впорядкованих множин, (min,

max)-еквiвалентних фiксованiй множинi.

• Доведено низку загальних тверджень про (min, max)-еквiвалент-

нi частково впорядкованi множини з додатно визначеною формою Тiтса

(а саме, що будь-яка така частково впорядкована множина (min, max)-

еквiвалентна частково впорядкованiй множинi без циклiв та частково

впорядкованiй множинi ширини меншої за 3, тощо).

• Доведено, що форма Тiтса частково впорядкованої множини S є

додатно визначеною в тому i лише в тому випадку, коли довiльна частково

впорядкована множина, (min, max)-еквiвалентна S, має слабо додатну

форму Тiтса.

• Доведено, що будь-яка частково впорядкована множина порядку

бiльшого за 7 iз додатно визначеною формою Тiтса є серiйною (серiйнi

множини описано ранiше).



8

• Наведено опис не серiйних частково впорядкованих множин iз

додатно визначеною формою Тiтса.

• Доведено, що частково впорядкована множина є P -критичною

(критичною вiдносно додатної визначеностi) тодi i лише тодi, коли вона

(min, max)-еквiвалентна деякiй критичнiй множинi Клейнера.

• Повнiстю описано P -критичнi частково впорядкованi множини.

• Дослiджено зв’язок мiж додатною визначенiстю форми Тiтса

та rep-скiнченнiстю типа категорiї iн’єктивних зображень частково

впорядкованої множини. Доведено, що для квазiпримiтивної частково

впорядкованої множини S, що не є самодуальною, категорiї iн’єктивних

зображень множин S та Sop мають (одночасно) rep-скiнченний тип тодi i

лише тодi, коли форма Тiтса S є додатно визначеною.

Практичне значення одержаних результатiв. Результати

дисертацiйної роботи мають теоретичний характер i можуть бути

використанi в теорiї квадратичних форм i в подальших дослiдженнях

категорiй зображень частково впорядкованих множин.

Особистий внесок здобувача. Всi результати дисертацiйної роботи

отриманi здобувачем самостiйно. У спiльних з науковим керiвником

роботах останньому належать, як правило, постановки задач та загаль-

нi iдеї щодо методiв їх розв’язання, а практична реалiзацiя та ряд

конкретних iдей належать здобувачевi. Зокрема, у статтi [46] йому

належать результати §2 – §5, у статтi [47] — доведення основної теореми

(§2), у статтях [52] i [53] — доведення всiх теорем. Зi спiльних робiт на

захист виносяться лише результати, отриманi здобувачем особисто.

Апробацiя результатiв дисертацiї.

Результати дисертацiйної роботи оприлюднено:

на V мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї в Українi (Одеса, липень

2005р.),

на VI мiжнароднiй алгебраїчнiй конференцiї з геометрiї та топологiї
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(Черкаси, вересень 2005р.),

на мiжнароднiй конференцiї з диференцiальних рiвнянь та систем ком-

п’ютерної алгебри (Брест, жовтень 2005р.),

на V науковiй конференцiї "Ломоносовские чтения"(Севастополь,

травень 2006р.),

на IХ мiжнароднiй науковiй конференцiї iменi академiка М. Кравчука

(Київ, травень 2006р.),

на мiжнароднiй конференцiї з радикалiв – ICOR-2006 (Київ, серпень

2006р.).

Публiкацiї. Основнi результати дисертацiї опублiковано в 12 наукових

роботах. Iз них 6 статей – у фахових виданнях ([45] – [48], [52] – [53]) та 6

– у тезах конференцiй ([49] – [51], [54] – [56]).

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiйна робота складається

зi вступу, п’яти роздiлiв, висновкiв та списку використаних джерел.

Загальний обсяг роботи — 123 сторiнок, iз них список використаних

джерел займає 8 сторiнок (64 найменувань).

Автор висловлює щиру подяку своєму науковому керiвнику доктору

фiзико-математичних наук В. М. Бондаренку за постiйну увагу, цiкавi

iдеї та кориснi поради.

ОСНОВНИЙ ЗМIСТ РОБОТИ

У вступi наведено загальну характеристику та мету роботи,

обґрунтовано її актуальнiсть i наукову новизну.

У першому роздiлi наведено означення основних понять

та формулювання вiдомих результатiв, якi використовуються в

дисертацiйнiй роботi.

Пiдроздiли 1.1 – 1.5 мiстять основнi означення та результати щодо

зображень частково впорядкованих (скорочено ч. в.) множин. Ми

говоримо, що k-категорiя Φ має скiнченний тип, якщо вона має (з
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точнiстю до iзоморфiзму) скiнченне число нерозкладених об’єктiв, i rep-

скiнченний тип, якщо категорiя її зображень має скiнченний тип. Далi, ми

говоримо, що ч. в. має inj-скiнченний тип, якщо категорiя її iн’єктивних

зображень має rep-скiнченний тип.

У пiдроздiлi 1.6 наведено означення квадратичних форм Тiтса для

рiзних об’єктiв та вказано їхнi основнi властивостi; вивчення таких форм

для ч. в. множин є основною метою дисертацiї.

Квадратична форма Тiтса ч. в. множини S — це форма qS(z) : ZS∪0 →
Z, яка задається рiвнiстю

drS(z) = z2
0 +

∑
i∈S

z2
i +

∑
i<j,i,j∈S

zizj − z0

∑
i∈S

zi.

Такi форми суттєво використовуються в теорiї зображень ч. в. множин.

Зокрема, згiдно з вiдомою теоремою Ю. А. Дрозда ч. в. множина S має

скiнченний тип тодi i лише тодi, коли її форма Тiтса слабо додатна.

Другий роздiл дисертацiйної роботи присвячено детальному

вивченню властивостей (min, max)-еквiвалентних ч. в. множин. Основною

мотивацiєю цих дослiджень є той факт, що такi ч. в. множини мають

еквiвалентнi форми Тiтса.

У пiдроздiлах 2.1 та 2.2 дається означення (min, max)-еквiвалентностi

та вивчаються їх властивостi.

Нехай S — скiнченна ч. в. множина. Пiдмножину X будемо називати

нижньою (вiдповiдно верхньою), якщо x ∈ X щораз, коли x < y

(вiдповiдно x > y) i y ∈ X. Запис x >< y буде означати, що елементи x i y

непорiвняльнi. Множину елементiв x ∈ S, непорiвняльних iз фiксованим

елементом a ∈ S, будемо позначати S><(a); для пiдмножин Y i Z множи-

ни S ми пишемо Y < Z, якщо y < z для будь-яких y ∈ Y, z ∈ Z. Дуальну

до S ч. в. множину будемо позначати через Sop. Ч. в. множини S i T

називаються антиiзоморфними, якщо S iзоморфна T op.

Означимо для мiнiмального (вiдповiдно максимального) елемента a ∈
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S ч. в. множину S↑a (вiдповiдно S↓a) таким чином: це є об’єднання (без

перетину) пiдмножин {a} i S \ a з найменшим частковим порядком, який

мiстить заданий на S \ a порядок, i при цьому a > S><(a) (вiдповiдно

a < S><(a)).

Ч. в. множину T назвемо (min, max)-еквiвалентною ч. в. множинi S,

якщо T дорiвнює деякiй ч. в. множинi вигляду

S = Sε1ε2...εp
x1x2...xp

, p ≥ 0,

де εi ∈ {↑, ↓} i для кожного i = 1, . . . , p xi — мiнiмальна (вiдповiдно

максимальна) точка Si−1 = S
ε1ε2...εi−1
x1x2...xi−1, якщо εi =↑ (вiдповiдно εi =↓);

при p = 0 вважаємо, що S = S. У випадку, коли εi =↑ для всiх i, ч. в.

множини називаються min-еквiвалентними (a коли εi =↓ для всiх i —

max-еквiвалентними). Ч. в. множини S i S ′ називаються (min, max)-iзо-

морфними, якщо iснує ч. в. множина T , яка (min, max)-еквiвалентна S i

iзоморфна S ′.

У пiдроздiлi 2.3 розглядаються властивостi min-еквiвалентностi.

Доведено, що поняття (min, max)-еквiвалентностi та min-еквiвалентностi

збiгаються (Твердження 2.12).

Послiдовнiсть

α = (x1, x2, . . . , xp), 0 ≤ p < ∞,

елементiв xi ∈ S назвемо min-допустимою, якщо вираз S = S↑↑...↑x1x2...xp
має

сенс. Число p назвемо довжиною α i позначимо d(α). У цьому випадку

ми також пишемо S = S↑α. Множину всiх min-допустимих послiдовностей

елементiв з S позначимо P(S). Покладемо, далi,

[α]S = {x ∈ S |x = xi для деякого i}.

Доведено, що S↑α не залежить вiд того, в якiй послiдовностi розташованi

її члени (Наслiдок 2.10). Для нижньої пiдмножини X ч. в. множини S
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будемо позначати через S↑X ч.‘в. множину S↑α, де α — деяка послiдовнiсть

без повторень iз P(S) така, що [α] = X.

У пiдроздiлi 2.4 побудовано алгоритм, який дозволяє виписати всi

ч. в. множини, min-еквiвалентнi заданiй ч. в. множинi. Вiн полягає в

наступному:

I. Описуються всi нижнi пiдмножини X 6= S в S, i для кожної з них

будується ч. в. множина S↑X .

II. Описуються всi пари (Y,X), що складаються iз власної нижньої

пiдмножини Y в S i непорожньої нижньої пiдмножини X в Y такої, що

X < S \ Y ; для кожної такої пари будується ч. в. множина (S↑Y )↑X .

III. Серед отриманих у пп. I i II ч. в. множин фiксується по однiй iз

кожного класу iзоморфних множин.

Побудований алгоритм суттєво використовується в наступних роздiлах

дисертацiї.

Третiй роздiл присвячено P -критичним ч. в. множинам.

Далi додатно визначену форму часто називатимемо просто додатною.

Ч. в. множина S називається P -критичною (вiдповiдно WP -

критичною), якщо форма Тiтса будь-якої її власної пiдмножини є

додатною (вiдповiдно слабо додатною), а форма Тiтса самої S такою не

є. Зауважимо, що WP -критичнi ч. в. множини — це в точностi критичнi

множини Клейнера.

Основними результатами пiдроздiлiв 3.1–3.3 є двi теореми.

Теорема 3.1. Для ч. в. множини S є еквiвалентними наступнi

умови:

1) форма Тiтса S є додатною;

2) форма Тiтса довiльної ч. в. множини, яка (min, max)-еквiвалентна

S, є слабо додатною.

Теорема 3.2. Ч. в. множина S є P -критичною тодi i лише тодi, коли

вона (min, max)-еквiвалентна деякiй WP -критичнiй ч. в. множинi.
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З використанням теореми 3.2 та вказаного вище алгоритму у

пiдроздiлах 3.4 та 3.5 наведено повний опис P -критичних ч. в. множин

(це природно робити з точнiстю до iзоморфiзму i антиiзоморфiзму), якi

вказанi в таблицi 1 (подвiйна нумерацiя множин у цiй таблицi, як i в

таблицi 2, пов’язана з їх додатковими властивостями).

Четвертий роздiл присвячено опису ч. в. множин iз додатною

формою Тiтса.

У пiдроздiлi 4.1 розглянутi допомiжнi властивостi квадратичної форми

Тiтса, а в пiдроздiлi 4.2 – властивостi ч. в. множин iз додатною формою

Тiтса.

У пiдроздiлi 4.3 доведено загальнi теореми про (min, max)-еквiвалентнi

ч. в. множини з додатно визначеною формою Тiтса.

Теорема 4.8. Довiльна ч. в. множина з додатно визначеною формою

Тiтса (min, max)-еквiвалентна ч. в. множинi ширини w 6 2.

Теорема 4.9. Довiльна ч. в. множина з додатно визначеною формою

Тiтса (min, max)-еквiвалентна ч. в. множинi без циклiв.

У пiдроздiлi 4.4 наведено означення та вiдомi факти, пов’язанi з

серiйними частково впорядкованими множинами з додатно визначеною

формою Тiтса.

Ч. в. множину з єдиною парою непорiвняльних елементiв назвемо

майже ланцюгом (ланцюгом називають будь-яку лiнiйно впорядковану

множину).

Ч. в. множина S називається сумою власних пiдмножин A1, ..., As,

якщо вони попарно не перетинаються та їх об’єднання дорiвнює S (у

цьому випадку пишуть S = A1 + . . . + As); якщо при цьому елементи,

що належать рiзним доданкам, завжди непорiвняльнi, то S називається

прямою сумою заданих пiдмножин та позначається S = A1
∐

. . .
∐

As.

Далi, сума S = A1 + . . . + As називається односторонньою, якщо, з

точнiстю до нумерацiї доданкiв, i < j кожного разу, коли iснують
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елементи b ∈ Ai та c ∈ Aj для i 6= j такi, що b < c. Нарештi, сума

S = A1+. . .+As називається мiнiмаксною (вiдповiдно напiвмiнiмаксною),

якщо з x < y, де x та y належать рiзним доданкам, випливає, що

x є мiнiмальним, а (або) y – максимальним елементом множини S.

Зауважимо, що пряма сума є як односторонньою, так i мiнiмаксною.

Ч. в. множина S iз додатно визначеною формою Тiтса називається

серiйною, якшо для будь-якого натурального m iснує ч. в. множина T

така, що:

а) S є пiдмножиною T ;

б) |T \ S| = m;

в) форма Тiтса множини T є додатно визначеною.

Серiйнi ч. в. множини описує наступна теорема, яку довели В. М.

Бондаренко та А. М. Полiщук [29].

Теорема 4.10. Ч. в. множина S iз додатно визначеною формою

Тiтса є серiйною тодi i лише тодi, коли виконано одну iз таких умов:

1) S — пряма сума двох ланцюгiв;

2) S — одностороння мiнiмаксна сума двох ланцюгiв;

3) S — пряма сума ланцюга i майже ланцюга.

Основним результатом пiдроздiлiв 4.5–4.11 є теорема, яка описує всi

не серiйнi ч. в. множини з додатно визначеною формою Тiтса (з точнiстю

до iзоморфiзму та антиiзоморфiзму вони вичерпуються ч. в. множинами

1 – 108, вказаними в таблицi 2).

У п’ятому роздiлi наведено застосування результатiв попереднiх

роздiлiв у теорiї зображень ч. в. множин.

Ч. в. множину назвемо квазiпримiтивною, якщо вiдповiдний їй

орiєнтований граф є об’єднанням ланцюгiв (у випадку, коли всi стрiлки

кожного ланцюга мають однаковий напрямок, множина називається

примiтивною).

Доведено, зокрема, наступнi теореми.
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Теорема 5.3. Нехай S — ч. в. множина з додатно визначеною

формою Тiтса. Тодi S має inj-скiнченний тип.

Теорема 5.4. Нехай S — квазiпримiтивна ч. в. множина, що не є

самодуальною. Тодi S i Sop одночасно мають inj-скiнченний тип в тому

i лише в тому випадку, коли форма Тiтса S є додатно визначеною.
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Роздiл 1

ПОПЕРЕДНI ВIДОМОСТI

1.1. Категорiї над полем та їх зображення

У цьому параграфi ми приводимо основнi означення та деякi твердження,

якi стосуються категорiй над полем.

1.1.1. Категорiї над полем. Множина об’єктiв категорiї Φ

позначається через Ob Φ, а множина її морфiзмiв — через Mor Φ; множина

морфiзмiв з об’єкта X в об’єкт Y позначається через HomΦ(X,Y ) або

Φ(X, Y ). Замiсть X ∈ Ob Φ часто пишуть X ∈ Φ; запис X ∼= Y означає,

що X i Y iзоморфнi. Iзоморфiзм називають ще оборотним морфiзмом;

iнакше кажучи, морфiзм α ∈ Φ(X, Y ) оборотний, якщо iснує морфiзм

β ∈ Φ(Y,X), такий, що αβ = 1X i βα = 1Y (1Z позначає одиничний

морфiзм об’єкта Z).

Скелетом категорiї називається її повна пiдкатегорiя, що складається

з представникiв всiх класiв iзоморфних об’єктiв.

Коварiантний функтор, як правило, називається просто функтором.

Функтор F : Φ → Ψ називається строгим, якщо для довiльних об’єктiв

X, Y категорiї Φ вiдображення

F (X, Y ) : HomΦ(X, Y ) → HomΨ(XF, Y F )

(яке визначається вiдображенням F : Mor Φ → Mor Ψ) iн’єктивнe, i

повним, якщо це вiдображення сюр’єктивнe. Далi, фуктор F : Φ → Ψ

називається щiльним, якщо для кожного Y ∈ Ψ iснує iзоморфний йому
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об’єкт виду XF , X ∈ Φ.

Добре вiдома наступна теорема (див. наприклад, [57]).

Теорема 1.1. Функтор F : Φ → Ψ є еквiвалентнiстю категорiй тодi

i лише тодi, коли вiн строгий, повний i щiльний.

Категорiєю над полем k або просто k-категорiєю називається довiльна

категорiя Φ, всi множини морфiзмiв якої є (не обов’язково скiнченними)

векторними просторами над k, такими, що композицiя морфiзмiв k-

бiлiнiйна; тодi множини Φ(X, X) є k-алгебрами. Якщо всi простори

Φ(X, Y ) є скiнченними, то категорiя Φ називається скiнченною. Елемент

X ∈ Φ називається нульовим, якщо Φ(X,X) = 0 або, що те ж саме,

1X = 0 (зауважимо, що в k-категорiї не завжди iснують нульовi об’єкти).

Функтор F : Φ → Ψ мiж k-категорiями Φ i Ψ називається k-лiнiйним,

якщо всi вiдповiднi йому вiдображення F (X,Y ) є k-лiнiйними; iнодi

такий функтор називають k-функтором. Як правило, мiж k-категорiями

розглядають тiльки k-лiнiйнi функтори.

Кожнiй категорiї Φ можна природно зiставити k-категорiю kΦ, що

називається k-лiнiйною оболонкою або k-лiнеаризацiєю Φ; вона має тi

ж об’єкти, що i категорiя Φ, а kΦ(X, Y ) — це векторний k-простiр з

базисом Φ(X, Y ). Очевидно, що довiльний функтор F : Φ → Ψ, де

Ψ — k-категорiя, однозначно продовжується до k-лiнiйного функтора

F k : kΦ → Ψ.

Двостороннiм iдеалом (або просто iдеалом) I k-категорiї Φ називається

набiр пiдпросторiв I(X, Y ) ⊆ Φ(X,Y ), де X, Y ∈ Φ, таких, що λαγ ∈
Φ(W, Z) щораз, коли α ∈ I(X, Y ), λ ∈ Φ(W, X), γ ∈ Φ(Y, Z). З кожним

iдеалом I зв’язаний фактор-k-категорiя Φ/I з тими ж об’єктами, що i

категорiя Φ, i множинами морфiзмiв (Φ/I)(X, Y ) = Φ(X,Y )/I(X, Y ) для

всiх X, Y ∈ Φ. Зауважимо, що якщо 1X ∈ I, то об’єкт X категорiї Φ/I є

нульовим. Канонiчнi проекцiї (просторiв) Φ(X,Y ) → Φ/I(X, Y ) задають
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функтор-проекцию Π : Φ → Φ/I.

Як важливий приклад, пов’язаний iз цими поняттями, можна вказати

наступний приклад. Нехай F : Φ → Ψ — k-функтор мiж k-категорiями,

що є повним i щiльним. Позначимо через KerF ядро функтора F , тобто

множина всiх морфiзмiв α, таких, що αF = 0; очевидно, що KerF — iдеал

в Φ. Тодi F iндукує еквiвалентнiсть Φ/KerF ∼= Ψ.

Скiнченна k-категорiя Ψ називається спектроїдом, якщо її об’єкти

попарно неiзоморфнi i всi алгебри ендоморфiзмiв Ψ(X, X) локальнi

(локальна алгебра — це алгебра з 1 6= 0, всi необоротнi елементи

якої утворюють iдеал). Зауважимо, що умова про локальнiсть всiх

алгебр ендоморфiзмiв еквiвалентна тому, що всi необоротнi морфiзми

Ψ утворюють iдеал. Цей iдеал називається радикалом спектроїда Ψ; ми

позначаємо його через RΨ. Таким чином, ми маємо RΨ(X, Y ) = Ψ(X, Y )

для X 6= Y , а RΨ(X, X) — це максимальний iдеал (радикал) локальної

алгебри Ψ(X, X).

Якщо I — iдеал спектроїда Ψ i I ⊆ RΨ, то, мабуть, Ψ/I також є

спектроїдом; якщо ж I не належить RΨ, то множина P = {X ∈ Ψ | 1X ∈
I} непорожня i значить фактор-категорiя Ψ/I не є спектроїдом (оскiльки

об’єкти X ∈ P стають нульовими об’єктами Ψ/I, алгебри ендоморфiзмiв

Ψ/I(X, X) не є локальними). Однак у другому випадку спектроїдом є

повна пiдкатегорiя категорiї Ψ/I, що складається з ненульових об’єктiв.

Адитивною k-категорiєю (або k-адитивною категорiєю) називається

довiльна k-категорiя, що є адитивною (тобто має скiнченнi прямi

суми i нульовий об’єкт). Вiдзначимо, що кожнiй k-категорiї Φ можна

природно зiставити адитивну k-категорiю ⊕Φ, що називається адитивною

оболонкою Φ. Її об’єктами є скiнченнi послiдовностi (X1, . . . , Xs) об’єктiв з

Φ, а морфiзми (X1, . . . , Xs) → (Y1, . . . , Yt) ототожнюються з ”матрицями”

µ = (µij) ∈
⊕

i,j Φ(Xi, Yj); композицiя морфiзмiв визначається правилом

множення матриць.
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Очевидно, що довiльний k-лiнiйний функтор з Φ в Ψ, де Ψ — адитивна

k-категорiя, можна природно продовжити до k-лiнiйного функтора з ⊕Φ

в Ψ.

Скiнченна адитивна k-категорiя називається категорiєю Крулля-

Шмiдта, якщо кожний її об’єкт розкладається в пряму суму нерозкладних

об’єктiв з локальними алгебрами ендоморфiзмiв. Повну пiдкатегорiю

категорiї Крулля-Шмiдта Φ, що складається з представникiв всiх

класiв iзоморфiзмiв нерозкладних об’єктiв, будемо позначати через

Φ0; очевидно, що категорiя Φ0 визначена однозначно з точнiстю до

iзоморфiзму категорiй i є спектроїдом. Ми називаємо її головним

спектроїдом категорiї Φ.

Поняття радикала, що ми ввели вище для спектроїдiв, можна ввести

також i для категорiй Крулля-Шмiдта.

Нехай Φ — категорiя Крулля-Шмiдта. Морфiзм α ∈ Φ(X, Y )

називається радикальним, якщо для кожного β ∈ Φ(Y, X) морфiзми

1X + αβ i 1Y + βα оборотнi (насправдi досить вимагати одну з цих

умов). Всi радикальнi морфiзми утворюють iдеал, що називається

радикалом категорiї Φ; ми позначаємо його через RΦ. Зауважимо,

що мiж просторами RΦ(⊕iXi,⊕jYj) i ⊕i,jRΦ0
(Xi, Yj) iснує природний

(канонiчний) iзоморфiзм.

1.1.2. Зображення k-категорiй. Нехай Φ — деяка k-категорiя i

mod k — категорiя скiнченних векторних k-просторiв. Пiд зображенням

категорiї Φ ми розумiємо k-функтор з Φ в mod k. Два зображення

називаємо еквiвалентними або iзоморфними, якщо iзоморфнi вiдповiднi

функтори. Iнакше кажучи, категорiя зображень Rep Φ категорiї Φ —

це категорiя Funct(Φ, mod k) функторiв з Φ в mod k. З добре вiдомих

загальних теорем випливає, що Rep Φ — категорiя Крулля-Шмiдта.

Легко показати, що якщо категорiї Funct(Φ, mod k) i Funct(Ψ, mod k)
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еквiвалентнi, якщо еквiвалентними є Φ i Ψ (для цього потрiбно

зафiксувати пару взаємно квазiоборотнiх функторiв мiж Φ i Ψ i пiсля

цього подивитися на зв’язок мiж функторами F : Φ → mod k i G :

Ψ → mod k). Зокрема, еквiвалентними є категорiї Funct(Φ, mod k) i

Funct(Φ, mod k), де Φ — скелет категорiї Φ.

Частину з щойно сказаного ми сформулюємо у виглядi твердження,

яким будемо користуватися надалi.

Твердження 1.2. Якщо Φ — категорiя Крулля-Шмiдта i Φ0 —

її головний спектроїд, то Φ ∼= ⊕Φ0 i категорiї Rep Φ i Rep Φ0

еквiвалентнi.

Ми називаємо k-категорiю Φ категорiєю скiнченного типу, якщо вона

має (з точнiстю до iзоморфiзму) скiнченне число нерозкладних об’єктiв,

i категорiєю rep-скiнченного типу, якщо Rep Φ — категорiя скiнченного

типу (друге означення запропоноване науковим керiвником).

Зображення k-категорiй самим прямим чином пов’язанi з

зображеннями алгебр.

Нехай Φ — k-категорiя; будемо вважати, що число її об’єктiв скiнченне.

Цiй категорiї можна природно зiставити скiнченну k-алгебру A(Φ). Саме

покладемо

A(Φ) =
⊕

X,Y ∈Φ

Φ(X, Y )

(тут розглядається пряма сума векторних k-просторiв). Добуток в A(Φ)

досить визначити для довiльних морфiзмiв α ∈ Φ(X,Y ) i β ∈ Φ(Z, T ):

добуток α i β дорiвнює морфiзму αβ, якщо Y = Z, i нульовому елементу

(простору A(Φ)), якщо Y 6= Z.

Алгебру A(Φ) можна визначити i для k-категорiї з нескiнченним

числом об’єктiв (см. [58, §2]).

Зрозумiло, що мiж зображеннями k-категорiї Φ i k-алгебри AΦ
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є природна взаємно однозначна вiдповiднiсть (їх категорiї зображень

iзоморфнi).

1.2. Зображення сагайдакiв

Нехай Q — сагайдак, тобто орiєнтований граф. Множину вершин

сагайдака Q будемо позначати через Q0, а множину його стрiлок — через

Q1; сагайдак Q називають скiнченним, якщо Q0 i Q1 скiнченнi. Надалi

ми розглядаємо тiльки скiнченнi сагайдаки. Початкову вершину стрiлки

λ (тобто вершину з якої виходить λ) позначаємо через s(λ) i кiнцеву

вершину стрiлки λ (тобто вершину в яку входить λ) позначаємо через

t(λ). Запис λ : x → y означає, що λ є стрiлкою, такою, що s(λ) = x i

t(λ) = y.

Нехай x, y ∈ Q0. Шляхом довжини n > 1 з початковою вершиною x i

кiнцевою вершиною y називається послiдовнiсть α = α1α2 . . . αn стрiлок

αi, така, що s(α1) = x, t(αi) = s(αi+1) для будь-якого 1 6 i < n i

t(αn) = y. Крiм того, є шлях α = 1x довжини 0 (для якого початкова

i кiнцева вершини збiгаються з x). Початкова i кiнцева вершини шляху α

позначаються вiдповiдно через s(α) i t(α). Два шляхи α i β називаються

паралельними, якщо s(α) = s(β) i t(α) = t(β).

Кожному сагайдаку Q можна природно зiставити категорiю його

шляхiв PQ, об’єктами якої є вершини сагайдака, а множина морфiзмiв

PQ(x, y) складається з всiх шляхiв з початковою точкою x i кiнцевою

точкою y; композицiя шляхiв визначається природно.

Лiнiйна оболонка kPQ категорiї PQ називається k-категорiєю шляхiв

сагайдака Q; вона позначається просто через k. У випадку, коли Q

скiнченний, можна розглянути алгебру A(Q) його шляхiв; це скiнченна

алгебра, базис якої складається iз всiх шляхiв. (У попередньому пунктi

ми визначили скiнченну алгебру за будь-якою скiнченною k-категорiєю,
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i якщо цю конструкцiю застосувати до k-категорiї k, то одержимо саме

алгебру A(Q).)

Зображення U сагайдака Q = (Q0, Q1) над полем k складається зi

скiнченних векторних k-просторiв Ui, i ∈ Q0, i лiнiйних вiдображень γα :

Ux → Uy, де α : x → y пробiгає Q1. Вектор d = (dx), x ∈ Q0, де dx = dimUx

(i = 1, . . . , n), називається вектором-розмiрнiстю зображення U . Морфiзм

ϕ з U в U ′ складається з лiнiйних вiдображень ϕx : Ux → U ′
x, x ∈ Q0,

таких, що для кожної стрiлки α : x → y дiаграма

Ux
γα−−→ Uy

ϕx

y yϕy

U ′
x

γ′α−−→ U ′
y

комутативна.

Для зображення U сагайдака Q покладемо U = {Ux |x ∈ Q0} i γ =

{γα |α ∈ Q1}. Використовуючи цi набори, U можна записати в короткiй

формi: U = (U, γ).

Категорiю зображень сагайдака Q (яка є категорiєю Крулля-Шмiдта)

будемо позначати через Repk Q або просто Rep Q (якщо поле k фiксоване).

Очевидно, що мiж зображеннями сагайдака Q i k-категорiї k є

природна взаємно однозначна вiдповiднiсть; бiльш того, їх категорiї

зображень iзоморфнi. Звiдси i зi сказаного в попередньому пунктi

випливає, що взаємно однозначна вiдповiднiсть є мiж зображеннями

скiнченного сагайдака Q i зображеннями скiнченної алгебри A(Q).

Кажуть, що сагайдак Q має скiнченний тип над полем k, якщо Repk Q

— категорiя скiнченного типу.

Сагайдаки скiнченного типу описав П. Габрiель у роботi [1].

Сформулюємо вiдповiдний результат.

Теорема 1.3. Сагайдак Q має скiнченний тип над полем k тодi i

лише тодi, коли вiн є неперетинним об’єднанням дiаграм Динкiна (з

довiльним напрямком стрiлок):
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An
r r r r rp p p (n ≥ 1)

Dn
r r r r r

r
p p p (n ≥ 4)

E6 r r r
r

r r

E7 r r r
r

r r r

E8 r r r
r

r r r r
(графи An та Dn мають n вершин).

1.3. Зображення сагайдакiв iз спiввiдношеннями

Спiввiдношенням для сагайдака Q = (Q0, Q1) називають довiльну k-

лiнiйну комбiнацiю його паралельних шляхiв. Нехай λ = {λi | i ∈ I}
— деякий набiр спiввiдношень для Q. Зображенням сагайдака Q зi

спiввiдношеннями λi, i ∈ I, називається довiльне зображення U =

(U, γ) сагайдака Q, таке, що при пiдстановцi у кожне λi замiсть всiх

його стрiлок вiдповiдних ним лiнiйних вiдображень виходить нульове

вiдображення (якщо в λi входить який-небудь шлях 1x довжини 0, то йому

зiставляється тотожне вiдображення простору Ux). Виходячи з останнього

визначення, у цiй ситуацiї часто говорять, що ми маємо сагайдак Q зi

спiввiдношеннями λi = 0 (i ∈ I).

Зауважимо, що сагайдак зi спiввiдношеннями (Q, λ) = (Q0, Q1, λ)

визначає k-категорiю k/I, де I = I(λ) — iдеал в k, породжений λi

(i ∈ I). В зворотному напрямку, якщо розглянути iдеал I категорiї k
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i зафiксувати в ньому морфiзми λi, якi його породжують (зокрема, у

якостi таких морфiзмiв можна взяти всi морфiзми з I), то ми будемо

мати сагайдак зi спiввiдношеннями (Q, λ), де λ позначає множину всiх

λi.

Зображення сагайдака зi спiввiдношеннями (Q, λ) утворюють

категорiю, яка є повною пiдкатегорiєю категорiї Rep Q; ми позначаємо

її Repk (Q, λ) або просто Rep (Q, λ) (якщо поле фiксоване). Очевидно,

що мiж зображеннями сагайдака Q зi спiввiдношеннями λi = 0 (i ∈ I)

i зображеннями k-категорiї k/I, де I = I(λ), iснує природна взаємно

однозначна вiдповiднiсть; бiльш того, що вiдповiднi категорiї зображень

iзоморфнi. Те ж саме можна сказати й про зв’язок мiж зображеннями

розглянутого сагайдака зi спiввiдношеннями i зображеннями алгебри

A(Q)/I◦, де I◦ = I◦(λ) — iдеал в A(Q), породжений λi (зауважимо, що

A(Q)/I◦ ∼= A(k/I)).

Кажуть, що сагайдак iз спiввiдношеннями (Q, λ) має скiнченний тип

над полем k, якщо Repk Q — категорiя скiнченного типу.

Найбiльш простими сагайдаками зi спiввiдношеннями є дерева зi

спiввiдношеннями та комутативнi сагайдаки (комутативний сагайдак — це

сагайдак без орiєнтованих циклiв, у якому довiльнi два шляхи ненульової

довжини, якi мають однаковi початкову та кiнцеву вершини, рiвнi мiж

собою). Сагайдаки зi спiввiдношеннями скiнченного типу в першому

випадку описанi в роботi [33], а в iншому випадку — у роботi [26]; вiдносно

довiльного сагайдаку iз спiввiдношеннями скiнченного типу (у випадку

скiнченновимiрної алгебри шляхiв) див. [58, §14].

Розглянемо бiльш детально випадок комутативних сагайдакiв [26]. Без

обмеження загальностi можна, мабуть, вважати, що не iснує стрiлки

α, яка дорiвнює деякому шляху β 6= α (оскiльки такi стрiлки можна

викинути); таку стрiлку називають лишньою.

Нехай Q = (Q, λ) — комутативний сагайдак (λ — множина всiх
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спiввiдношень виду α − β, де α i β — паралельнi шляхи ненульової

довжини). Вершину x ∈ Q0 називають (+)-допустимою (вiдповiдно (-)-

допустимою), якщо вона не є кiнцем (вiдповiдно початком) якого-небудь

ребра.

Пiдсагайдаком комутативного сагайдака Q називається всякий

сагайдак Q′, який можна отримати з Q за допомогою комбiнацiї

наступних операцiй:

a) вiдкидання (+)- або (-)-допустимої вершини (разом iз ребрами, якi

її мiстять);

b) ототожнення кiнцiв деякого ребра (стягування ребра в точку) з

подальшим вiдкиданням лишнiх ребер.

При цьому Q розглядається як сагайдак iз усiма спiввiдношеннями, якi

iндукуються спiввiдношеннями iз λ.

У роботi [26] доведена така теорема.

Теорема 1.4. Комутативний сагайдак має скiнченний тип над

полем k тодi i лише тодi, коли вiн не мiстить, з точнiстю

до антиiзоморфiзму, нi одного iз наступних пiдсагайдакiв (там де

напрямок ребра не вказаний, вiн може бути довiльним):
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1.4. Cагайдак iз спiввiдношеннями категорiї Крулля-

Шмiдта

Нехай Ψ — спектроїд. Будемо вважати, що число його об’єктiв скiнченне.

Сагайдак QΨ категорiї Ψ визначається в такий спосiб. QΨ має в якостi

вершин об’єкти з Ψ. Число стрiлок з вершини X у вершину Y дорiвнює

розмiрностi просторуRΨ(X, Y )/R2
Ψ(X, Y ). Далi, зiставимо кожнiй стрiлцi

α : X → Y сагайдака QΨ радикальний морфiзм α ∈ RΨ(X, Y ) таким

чином, щоб для кожної пари (X, Y ) простiрRΨ(X, Y ) було прямою сумою

пiдпростору R2
Ψ(X, Y ) i пiдпростору, породженого всiма морфiзмами

α : X → Y . Ми маємо функтор F : kΨ → Ψ, такий, що XF = X
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для кожної вершини X i αF = α для кожної стрiлки α. Оскiльки k-

категорiя Ψ скiнченна i число її об’єктiв скiнченне, тоRs
Ψ = 0 для деякого

натурального s, i легко бачити, що функтор F повний. Значить ми маємо

еквiвалентнiсть категорiй kΨ/KerF → Ψ.

Якщо тепер зафiксувати в iдеалi KerF морфiзми λi, i ∈ I, якi його

породжують, то ми будемо мати сагайдак iз спiввiдношеннями QΨ =

(QΨ, λ), де λ позначає множину всiх λi (див. попереднiй пункт). Будемо

його називати сагайдаком iз спiввiдношеннями спектроїда Ψ. Зауважимо,

що сагайдак QΨ визначається категорiєю Ψ однозначно, а сагайдак iз

спiввiдношеннями QΨ — нi.

У випадку, коли Φ — k-категорiя Крулля-Шмiдта, що має (з точнiстю

до iзоморфiзму) скiнченне число нерозкладних об’єктiв, ми називаємо її

сагайдаком iз спiввiдношеннями QΦ сагайдак iз спiввiдношеннями QΦ0
,

де Φ0 — головний спектроїд Φ.

1.5. Зображення частково впорядкованих множин

Якщо не вказано протилежне, ч. в. множина, яку ми розглядаємо, є

скiнченною. Пiд пiдмножиною X ч. в. множини A завжди розумiємо

повну ч. в. пiдмножину (тобто, для x, y ∈ X, x < y в X тодi i лише

тодi, коли x < y в A).

Дамо означення зображення ч. в. множини A [25] у термiнах

градуйованих векторних просторiв [60] (в [25] використовується матрична

мова).

Нехай A — ч. в. множина i k — довiльне поле.

Дамо спочатку визначення категорiї A-градуйованих векторних

просторiв над k [60]. A-градуйований векторний простiр над k (або просто

A-градуйований k-простiр) — це пряма сума U =
⊕

x∈A Ux векторних k-

просторiв Ux. Цiлочисленний вектор d = d(U) = (dx), x ∈ A, де dx =



29

dim Ux, називається вектором-розмiрнiстю простору U ; його розмiрнiсть

dim U =
∑

x∈A dx позначається скорочено через d = d(U).

Лiнiйне вiдображення ϕ : U → U ′, де U,U ′ — A-градуйованi k-

простори, називається A-вiдображенням, якщо ϕbc = 0 щораз, коли b 66 c,

де ϕxy позначає лiнiйне вiдображення Ux в U ′
y, iндуковане вiдображенням

ϕ (тобто ϕxy = ixϕπ′y, де ix — вкладення Ux в U , а π′y — проекцiя

U ′ на U ′
y). Множина всiх A-вiдображень U в U ′ (яке є пiдпростором в

Hom(U,U ′)) позначаємо через HomA(U,U ′). A-вiдображення ϕ природно

ототожнювати з матрицею (ϕxy), x, y ∈ A; тодi сума i добуток A-

вiдображень визначаються вiдповiдно сумою i добутком цих матриць

(звiдки, зокрема, випливає, що сума i добуток A-вiдображень є A-

вiдображеннями).

Категорiя A-градуйованих векторних просторiв над полем k — це

категорiя, об’єктами якої є A-градуйованi векторнi простори над k, а

морфiзмами — A-вiдображення. Цю категорiю, що є категорiєю Крулля-

Шмiдта, будемо позначати через modAk, за аналогiєю з категорiєю

скiнченних векторних k-просторiв mod k.

Переходимо тепер до визначення зображень ч. в. множин.

Зображення ч. в. множин A — це трiйка X = (V, U, γ), що складається

з просторiв V ∈ mod k, U ∈ modAk i лiнiйного вiдображення γ :

V → U . Ми ототожнюємо вiдображення γ з вектором (γa), a ∈ A, де

γa — вiдображення V в Ua, iндуковане γ. Прямою сумою зображень

X = (V, U, γ) i X ′ = (V ′, U ′, γ′) називається зображення X ⊕ X ′ =

(V ⊕ V ′, U ⊕ U ′, γ ⊕ γ′).

Вектор d = d(X) = (d0, d1, d2, . . . , dn), де d0 = dim V i di = dim Ui,

називається вектором-розмiрнiстю зображення X, а число d = d(X) =

dim V + dim U — його розмiрнiстю.

Морфiзмом з (V, U, γ) в (V ′, U ′, γ′) є довiльна пара (µ, ν) лiнiйних
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вiдображень µ ∈ Hom(V, V ′) i ν ∈ HomA(U,U ′), таких, що дiаграма

V
γ−−→ U

µ

y yν

V ′ γ′−−→ U ′

комутативна. Перемножуються морфiзми покоординатно. Очевидно, що

морфiзм (µ, ν) є iзоморфiзмом тодi i лише тодi, коли µ — iзоморфiзм в

mod k i ν — iзоморфiзм в modAk.

Категорiя зображень (над полем k) ч. в. множин A позначається нами

через RepkA або просто через RepA. У силу основного результату роботи

[61] вона є категорiєю Крулля-Шмiдта.

Кажуть, що ч. в. множина A має скiнченний тип, якщо RepA —

категорiя скiнченного типу.

Частково впорядкованi множини скiнченного типу описує наступна

теорема, доведена в роботi [62].

Теорема 1.5. Частково впорядкована множина A має скiнченний

тип тодi i лише тодi, коли вона не мiстить у собi пiдмножин такого

вигляду:

K1: u u u u ;

K2:

u u u
u u u

;

K3:

u u u
u u
u u

;
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K4:

u u u
u u

u
u
u

;

K5:

u u
u u
�

�
�

.u
u
u
u

.

Частково впорядкованi множини часто називають критичними

множинами Клейнера.

1.6. Квадратичнi форми Тiтса

Про квадратичну форму Тiтса для сагайдакiв (частково для сагайдакiв

iз спiввiдношеннями) та частково впорядкованих множин говорилося у

вступi до дисертацiї. У цьому параграфi ми розглянемо означення форм

Тiтса (для тих об’єктiв, якi будуть зустрiчатися надалi) та розглянемо

деякi їх властивостi.

Як звичайно, Z позначає кiльце цiлих чисел, а Q — поле рацiональних

чисел.

Протягом дисертацiї додатно визначенi форми qn
Z → Z ми часто

називаємо просто додатними. Слабо додатною формою називається

форма q, додатно визначена на множинi всiх векторiв iз невiд’ємними

координатами.
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1.6.1. Форма Тiтса скiнченного сагайдака. Квадратична форма

(скiнченного) сагайдака Q = (Q0, Q1) — це згiдно означення форма qQ :

ZQ0 → Z, яка задається наступною рiвнiстю:

qQ(z) =
∑
i∈Q0

z2
i −

∑
i→j

zizj,

де i → j пробiгає множину Q1.

Легко показати (див. [1]), що сагайдак Q має додатно визначену форму

Тiтса тодi i лише тодi, коли вiн є неперетинним об’єднанням дiаграм

Динкiна (з довiльним напрямком стрiлок).

Дамо тепер означення квадратичної форми Тiтса для сагайдака з

спiввiдношеннями Q = (Q, λ), де λ = {λi | i ∈ I}.
Покладемо Γ = k i позначимо через R радикал Γ. Позначимо, далi,

через I iдеал в Γ, породжений всiма λi, через J iдеал в Γ, породжений

всiма стрiлками i через K iдеал в Γ, породжений iдеалами I i J .

Будемо вважати, що кожне λi належить R2 i що категорiя Γ = k/I
скiнченна (тодi Γ — спектроїд). Квадратичною формою Тiтса сагайдака

зi спiввiдношеннями Q називається наступна форма qQ : ZQ0 → Z:

qQ(z) =
∑
x∈Q0

z2
x −

∑
x→y

zxzy +
∑

x,y∈Q0

rxyzxzy,

де x → y пробiгає множину Q1 i rxy = dimI(x, y)− dimK(x, y).

1.6.2. Форма Тiтса спектроїда. Визначимо форму Тiтса qΨ(z) для

спектроїда Ψ зi скiнченним числом об’єктiв: qΨ(z) — це форма Тiтса

qQ(z) для сагайдака зi спiввiдношеннями Q спектроїда Ψ (див. попереднiй

пункт).

У випадку, коли Φ — k-категорiя Крулля-Шмiдта, що має (з точнiстю

до iзоморфiзму) скiнченне число нерозкладних об’єктiв, ми називаємо її

формою Тiтса qΦ(z) форму Тiтса qΦ0
(z), де Φ0 — головний спектроїд Φ.
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1.6.3. Форма Тiтса скiнченної ч. в. множини. Квадратична

форма ч. в. множини S — це форма qS(z) : ZS∪0 → Z, яка задається

наступною рiвнiстю:

drS(z) = z2
0 +

∑
i∈S

z2
i +

∑
i<j,i,j∈S

zizj − z0

∑
i∈S

zi

(з формальних мiркувань треба вважати, що нi один iз елементiв S не

позначений числом 0).

У роботi [2] доведено, що ч. в. множина S має скiнченний тип тодi i

лише тодi, коли її форма Тiтса слабо додатна. Звiдси, враховуючи теорему

1.5, випливає, що ч. в. множина S має слабо додатну форму Тiтса тодi i

лише тодi, коли вона не мiстить як пiдмножину нiяку критичну множину

Клейнера.

1.6.4. Форма Тiтса нескiнченної ч. в. множини. Нехай S —

нескiнченна ч. в. множина i ZS∪0
0 — пiдмножина в декартовому добутку

ZS∪0, яка складається з всiх векторiв z = (zi), що мають скiнченне

число ненульових координат. Формою Тiтса нескiнченної ч. в. множини

S називається форма qS : ZS∪0
0 → Z, яка задається тiєю ж рiвнiстю, що i

у випадку скiнченних ч. в. множин:

qS(z) = z2
0 +

∑
i∈S

z2
i +

∑
i<j,i,j∈S

zizj − z0

∑
i∈S

zi

(дiв. [29]). Назвемо цю форму додатно визначеною або просто додатною,

якщо вона приймає додатнi значення для всiх ненульових z ∈ ZS∪0
0 , i

слабо додатною, якщо вона додатна на множинi всiх векторiв z ∈ ZS∪0
0 ,

що мають невiд’ємнi координатами.

Легко бачити, що нескiнченна ч. в. множина має слабо додатну форму

Тiтса в тому i лише в тому випадку, коли вона не мiстить (як пiдмножин)

критичних множин Клейнера.

Одним з основних завдань дисертацiї є опис всiх скiнченних частково

впорядкованих множин iз додатною формою Тiтса. Аналогiчне завдання
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для нескiнченних множин розв’язане ранiше в роботi [29] i ми переходимо

до викладення вiдповiдного результату.

Дамо спочатку деякi означення (для скiнченних i нескiнченних ч. в.

множин).

Шириною ч. в. множини S називається максимальне число її попарно

непорiвняльних елементiв. Ми позначаємо її через w(S).

Будь-яку лiнiйно впорядковану множину (тобто множину ширини 6 1)

ми називаємо ланцюгом, а ч. в. множину з єдиною парою непорiвняльних

елементiв — майже ланцюгом. У випадку, коли X — пiдмножина ч. в.

множини S i при цьому X — ланцюг (вiдповiдно майже ланцюг),

будемо говорити, що X є ланцюговою (вiдповiдно майже ланцюговою)

пiдмножиною S.

Ми називаємо ч. в. множину S сумою власних пiдмножин A1, ..., As

та пишемо S = A1 + . . . + As, якщо вони попарно не перетинаються

та їх об’єднання дорiвнює S; якщо при цьому елементи, що належати

рiзним доданкам, завжди непорiвняльнi, то S називається прямою сумою

заданих пiдмножин та позначається S = A1
∐

. . .
∐

As. Далi, сума S =

A1 + . . .+As називається односторонньою, якщо, з точнiстю до нумерацiї

доданкiв, i < j будь-який раз, коли iснують елементи b ∈ Ai та c ∈ Aj

для i 6= j такi, що b < c. Нарештi, сума S = A1 + . . . + As називається

мiнiмаксною (вiдповiдно напiвмiнiмаксною), якщо з x < y, де x та y

належати рiзним доданкам, випливає, що x є мiнiмальним i (вiдповiдно

або) y максимальним елементом множини S. Зауважимо, що пряма сума

є як односторонньою, так i мiнiмаксною.

Останнi три поняття введенi у роботi [29].

Надалi, коли ми будемо говорити про одностороннi, напiвмiнiмакснi чи

мiнiмакснi суми двох ланцюгiв, то, як правило, будемо вважати, що вона

не є прямою; у випадках, коли ми цього не будемо притримуватися, ми

будемо про це попереджувати.
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У вже цитованiй роботi [29] доведена така теорема.

Теорема 1.6. Нехай S — нескiнченна частково впорядкована

множина. Тодi форма Тiтса qS(x) є додатно визначеною тодi i лише

тодi, коли виконана одна iз таких умов:

1) S — пряма сума двох ланцюгiв;

2) S — пряма сума ланцюга i майже ланцюга;

3) S — одностороння мiнiмаксна сума двох ланцюгiв.

Безпосередньо з доведення цiєї теореми випливає, що iснує деяке

натуральне число N , таке, що будь-яка скiнченна ч. в. множина порядку

бiльшого за N iз додатно визначеною формою Тiтса має вигляд 1), 2)

або 3) (основним при цьому є те, що список ч. в. множин з не додатною

формою Тiтса, яким користуються автори роботи [29] скiнченний i

складається лише з скiнченних ч. в. множин).
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Роздiл 2

(MIN, MAX)-ЕКВIВАЛЕНТНIСТЬ ЧАСТКОВО

ВПОРЯДКОВАНИХ МНОЖИН

У цьому роздiлi детально вивчаються властивостi (min, max)-

еквiвалентних ч. в. множин. Основною мотивацiєю цих дослiджень є той

факт, що такi ч. в. множини мають еквiвалентнi форми Тiтса.

2.1. Означення (min, max)-еквiвалентностi

Нехай S — скiнченна частково впорядкована множина. Пiдмножину X

будемо називати нижньою (вiдповiдно верхньою), якщо x ∈ X щораз,

коли x < y (вiдповiдно x > y) i y ∈ X. Запис x >< y буде означати, що

елементи x i y непорiвняльнi. Множина елементiв x ∈ S, непорiвняльних з

фiксованим елементом a ∈ S, будемо позначати S><(a); для пiдмножин Y

i Z множини S ми пишемо Y < Z, якщо y < z для будь-яких y ∈ Y, z ∈ Z

(це заздалегiдь виконується, коли Y або Z є порожньою). Одноелементнi

пiдмножини S ототожнюються iз самими елементами.

Для ч. в. множин X i Y ми пишемо X =0 Y , якщо X i Y рiвнi як

звичайнi множини (тобто без розгляду порядкiв на них). Якщо ж X =0 Y

i при цьому x < y в X тодi i лише тодi, коли x < y в Y , то X i Y

називаються рiвними як ч. в. множини.

Дуальну до S ч. в. множину будемо позначати через Sop; тобто Sop =0 S

i при цьому x < y в Sop тодi i лише тодi, коли x > y в S. Ч. в. множини

S i T називаються антиiзоморфними, якщо S iзоморфно T op.
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Поняття (min, max)-еквiвалентностi ч. в. множин введене в роботi [30].

Нагадаємо його.

Означимо для мiнiмального (вiдповiдно максимального) елемента a ∈
S ч. в. множину S↑a (вiдповiдно S↓a) наступним чином: це об’єднання (без

перетину) пiдмножин {a} i S \ a з найменшим частковим порядком, який

мiстить заданий на S \ a порядок, i при цьому a > S><(a) (вiдповiдно

a < S><(a)). iншими словами, S↑a =0 S (вiдповiдно S↓a =0 S) i вiдношення

часткового порядку задається такими умовами:

a) a — максимальна (вiдповiдно мiнiмальна) точка S↑a (вiдповiдно S↓a);

b) якщо x, y 6= a, то x < y в S↑a (вiдповiдно S↓a) тодi i лише тодi, коли

x < y в S;

c) a > x в S↑a (вiдповiдно a < x S↓a) тодi i лише тодi, коли a >< x в S.

Надалi ми пишемо S↑↑xy замiсть (S↑x)
↑
y i т. д.

Нехай S i T — ч. в. множини, такi, що S =0 T . Ч. в. множину T назвемо

(min, max)-еквiвалентною ч. в. множинi S, якщо T дорiвнює якiйсь ч. в.

множинi виду

S = Sε1ε2...εp
x1x2...xp

(p ≥ 0),

де εi ∈ {↑, ↓} i, для кожного i = 1, . . . , p, xi — мiнiмальна (вiдповiдно

максимальна) точка Si−1 = S
ε1ε2...εi−1
x1x2...xi−1, якщо εi =↑ (вiдповiдно εi =↓);

при p = 0 вважаємо, що S = S. Зауважимо, що ми не вимагаємо, щоб

елементи x1x2 . . . xp були рiзнi. Той факт, що введене вiдношення є вiд-

ношенням еквiвалентностi, ми доведемо у наступному параграфi.

Наприклад, якщо за S взяти ч. в. множину

u
4

u1 u
2

u3
�

�
�

�
�
�

,
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то T = (S)↑↓34 дорiвнює

u u u
u
,

1 2 3

4

a якщо за S взяти ч. в. множину

u u u
u u u

,
1 2 3

4 5 6

то T = S↑↑↑123 дорiвнює

u
4

u
5

u
6

u2 u3 u1
�

�
�

�
�
�

HH
HHHH

.

Поняття (min, max)-еквiвалентностi можна продовжити звичайним

чином до поняття (min, max)-iзоморфiзма. Саме назвемо ч. в. множини

S i S ′ (min, max)-iзоморфними, якщо iснує ч. в. множина T , яка (min,

max)-еквiвалентна S i iзоморфна S ′.

Надалi, коли ми пишемо S↑x, S↓y , S↑↓xy i т. д., ми не завжди вказуємо, що

x є мiнiмальним, y є максимальним i т. д. (тобто завжди передбачається,

що виписанi вирази подiбного типу мають сенс).
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2.2. Первиннi властивостi (min, max)-еквiвалентних

частково впорядкованих множин

Безпосередньо з означення (min, max)-еквiвалентних ч. в. множин

випливають наступнi їхнi властивостi.

Лема 2.1. a) (S↑a)
op = (Sop)↓a для будь-якого мiнiмального елемента

a ∈ S;

b) S↑↓aa = S для будь-якого мiнiмального елемента a ∈ S;

b′) S↓↑aa = S для будь-якого максимального елемента a ∈ S;

c) S↑↑ab = S↑↑ba для будь-яких (рiзних) мiнiмальних елементiв a, b ∈ S;

при цьому в S↑↑ba елементи a i b є максимальними;

c′) S↓↓ab = S↓↓ba для будь-яких (рiзних) максимальних елементiв a, b ∈ S;

при цьому в S↓↓ba елементи a i b є мiнiмальними.

Наслiдок 2.2. Вiдношення (min, max)-еквiвалентностi є вiдношен-

ням еквiвалентностi.

Доведення. Очевидно, що кожна ч. в. множина S (min, max)-еквiвалентна

самiй собi (див. означення при p = 0). Далi, якщо

S = Sε1ε2...εp−1εp
x1x2...xp−1xp

,

то за властивостями b) i b′)

S = S
ε−1

p ε−1
p−1...ε

−1
2 ε1

−1

xpxp−1...x2x1
,

де ε−1
i позначає стрiлку, що у порiвняннi зi стрiлкою εi має протилежний

напрямок. Iз сказаного випливає, що якщо T (min, max)-еквiвалентна S,

то S (min, max)-еквiвалентна T . Транзитивнiсть розглянутого вiдношення

очевидна.
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У випадку, коли ч. в. множини S i T (min, max)-еквiвалентнi, ми

пишемо S ∼=(min,max) T .

Нагадаємо, що квадратична форма Тiтса ч. в. множини S — це форма

qS(z) : ZS∪0 → Z, яка задається наступною рiвнiстю:

qS(z) = z2
0 +

∑
i∈S

z2
i +

∑
i<j,i,j∈S

zizj − z0

∑
i∈S

zi

(передбачається, що жоден з елементiв S не позначений символом 0); тут

Z — множина цiлих чисел i ZS∪0 множина векторiв z = (zi), де zi ∈ Z i

i ∈ S ∪ 0.

Головною мотивацiєю введення поняття "(min, max)-еквiвалентних

ч. в. множин"є наступне твердження iз роботи [30].

Твердження 2.3. Нехай S i T — (min, max)-еквiвалентнi ч. в.

множини. Тодi їхнi форми Тiтса еквiвалентнi.

2.3. Min-еквiвалентнi частково впорядкованi

множини та їх властивостi

Будемо тепер вивчати ч. в. множини виду S = S↑↑...↑x1x2...xp
; як i в загальному

випадку, ми не вимагаємо, щоб елементи x1x2 . . . xp були рiзнi. Якщо ч. в.

множина T дорiвнює якiйсь ч. в. множини виду S (p ≥ 0), то будемо

говорити, що T є min-еквiвалентною ч. в. множинi S i писати T ∼=min S.

Послiдовнiсть

α = (x1, x2, . . . , xp), 0 ≤ p < ∞,

елементiв xi ∈ S назвемо min-допустимою, якщо вираз S = S↑↑...↑x1x2...xp
має

сенс. Число p назвемо довжиною α i позначимо d(α). У цьому випадку ми

також пишемо S = S↑α. Помiтимо, що порожня послiдовнiсть α0 (довжини

0) є min-допустимою. Множина всiх min-допустимих послiдовностей

елементiв з S позначимо P(S).
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Для послiдовностi α = (x1, x2, . . . , xp) ∈ P(S) i 0 ≤ i ≤ p покладемо

α(i) = (x1, x2, . . . , xi) и α(i) = (xi, xi+1, . . . , xp). Очевидно, що α(i) ∈ P(S) i

α(i) ∈ P(S↑α(i−1)
). Покладемо, далi,

[α]S = {x ∈ S |x = xi для деякого i}.

Кратнiсть входження a ∈ S в α ∈ P(S) позначаємо через mα(a).

Iншими словами, mα(a) дорiвнює числу i ∈ {1, 2, . . . , p}, таких, що xi = a.

Лема 2.4. Якщо α ∈ P(S), то пiдмножина [α]S ⊆ S є нижньою.

Дiйсно, якби в S iснували елементи a /∈ [α]S i b ∈ [α]S, такi, що a < b, i

s було найменше число, таке, що xs = b, та нерiвнiсть a < b мала б мiсце

i в S↑α(s−1)
, тобто елемент b не був би мiнiмальним в S↑α(s−1)

.

Множина всiх послiдовностей

α = (x1, x2, . . . , xp) ∈ P(S),

таких, що mα(x) ≤ k для довiльного x ∈ S, позначимо через Pk(S).

Зокрема, P1(S) — це множина всiх min-допустимих послiдовностей без

повторень (що мiстить, мiж iншим, послiдовнiсть α0). Помiтимо, що

Pk(S) ⊆ Ps(S), якщо k < s.

Розглянемо тепер деякi твердження, якi пов’язанi з властивостями

послiдовностей з P(S) i якi знадобляться нам надалi. Порядок ч. в.

множини S позначаємо через n.

Лема 2.5. Нехай S1 позначає множину всiх мiнiмальних елементiв

в S i (iндуковано) Si, i > 1, — множина мiнiмальних елементiв в S \
(∪i−1

j=1Sj) (очевидно, що ∪r
i=1Si = S, де r — найбiльше i, таке, що Si 6= ∅);

запис h(x) = i для елемента x ∈ S буде означати, що x ∈ Si. Тодi

будь-яка послiдовнiсть без повторень (x1, x2, . . . , xn), така, що h(x1) ≤
h(x2) ≤ . . . ≤ h(xn), належить P(S) (а значить i P1(S)).

Доведення очевидно.
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Наслiдок 2.6. Нехай X — пiдмножина S. В P1(S) iснує

послiдовнiсть α, така, що [α] = X, тодi i лише тодi, коли пiдмножина

X нижня.

Дiйсно, необхiднiсть очевидна, а достатнiсть випливає з леми 2.5 для

ч. в. множини X.

Твердження 2.7. Нехай α = (x1, x2, . . . , xm) послiдовнiсть iз P1(S)

(тодi m ≤ n) i нехай a, b ∈ S. Тодi a < b в S = S↑α в тому i лише в тому

випадку, коли виконується одна з наступних умов:

a) a < b в S i або a, b ∈ [α]S, або a, b /∈ [α]S;

b) a >< b в S i b ∈ [α]S, a /∈ [α]S.

Доведення випливає з означення ч. в. множини S↑x; оскiльки вiдповiдно

до нього (S↓x) \ x = S \ x, то по сутi варто враховувати лише тi кроки

(переходу вiд S до S), якi пов’язанi з елементами a i b (їхнє число дорiвнює

0, 1 або 2).

Наслiдок 2.8. Якщо α ∈ P1(S) i [α]S = S, то S↑α = S.

Наслiдок 2.9. Якщо α ∈ P1(S), то [α]S↑α — верхня ч. в. пiдмножина

в S↑α, рiвна [α]S.

Наслiдок 2.10. Якщо α, β ∈ P1(S), причому β утворюється з α

перестановкою її членiв (або, iншими словами, [α]S = [β]S), то S↑α = S↑β.

Дiйсно, твердження 2.7 показує, що S↑α не залежить вiд того, у якiй

послiдовностi розташованi її члени.

Через S↑X , де X — нижня пiдмножина S, будемо позначати ч. в.

множину S↑α, де α — послiдовнiсть iз P1(S), така, що [α] = X. Iснування

такого α випливає з леми 2.5, а незалежнiсть введеної ч. в. множини вiд

вибору α — з наслiдку 2.10. Iз сказаного випливає, що при обчисленнi

порядку на S↑X можна не фiксувати вiдповiдну послiдовнiсть, а вiдразу

скористатися умовами a) i b) твердження 2.7. Зокрема, S↑S = S.
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Легко бачити (якщо врахувати твердження 2.7), що має мiсце наступне

твердження (яке узагальнює твердження c) леми 2.1).

Лема 2.11. Нехай X i Y — нижнi пiдмножини S, такi, що x >< y

для будь-яких x ∈ X, y ∈ Y . Тодi (S↑X)↑Y = (S↑Y )↑X = S↑X∪Y .

З вищесказаного випливає наступне твердження.

Твердження 2.12. Наступнi умови еквiвалентнi:

a) T min-еквiвалентна S;

b) T (min, max)-еквiвалентна S.

Доведення. iмплiкацiя a) ⇒ b) очевидна. Iмплiкацiя b) ⇒ a) випливає

безпосередньо з рiвностi Y ↓
x = Y ↑

Y \x (для кожної ч. в. множини Y i

будь-якого її максимального елемента), яке у свою чергу випливає з

рiвностi Y ↑
Y = Y i твердження b) леми 2.1 (бiльш детально: зафiксуємо

послiдовнiсть β = (y1, y2, . . . , ys) з P1(Y ), таку, що [β] = Y i ys = x, i

покладемо β′ = (y1, y2, . . . , ys−1); тодi Y ↓
x = (Y ↑

Y )↓x = (Y ↑
β )↓x = (Y ↑

β′)
↑↓
xx =

Y ↑
β′ = Y ↑

Y \x).

Звiдси випливає, що вiдношення min-еквiвалентностi є вiдношенням

еквiвалентностi.

Природно можна ввести min-iзморфiзм ч. в. множин (це робиться,

виходячи з min-еквiвалентностi, у такий же спосiб, як ранiше визначався

(min, max)-iзморфiзм, виходячи з (min, max)-еквiвалентностi).

Розглянутi вище твердження про послiдовностi з P1(S) можна

узагальнити на послiдовностi з Pk(S) для будь-якого k. Ми зробимо це

лише для k = 2 (iншi випадки в цьому роздiлi не потрiбнi).

Для α = (x1, x2, . . . , xm) ∈ P2(S) позначимо через [α]2S пiдмножину в

[α]S, що складається з тих елементiв S, якi зустрiчаються в послiдовностi

α два рази.
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Твердження 2.13. Нехай α ∈ P2(S) i нехай a, b ∈ S. Тодi a < b в

S = S↑α тодi i лише тодi, коли виконується одна з наступних умов:

a) a < b в S i mα(a) = mα(b);

b) b < a в S i mα(a) = 0, mα(b) = 2;

c) a >< b в S i mα(b) = mα(a) + 1.

Доведення випливає безпосередньо з означень.

Наслiдок 2.14. Якщо α, β ∈ P2(S), причому β утворюється iз α

перестановкою її членiв (або, iншими словами, [α]S = [β]S i [α]2S = [β]2S),

то S↑α = S↑β.

Дiйсно, твердження 2.13 показує, що S↑α не залежить вiд того, у якiй

послiдовностi розташованi її члени.

Лема 2.15. Якщо α ∈ P2(S), то [α]2S є нижньою пiдмножиною в [α]S

(а значить i в S) i [α]2S < S \ [α]S.

Доведення. Припустимо, що [α]2S не є нижньою. Тодi iснують елементи

b ∈ [α]2S i a /∈ [α]2S, такi, що a < b; нехай i та j > i позначають такi числа,

що xi = xj = b. Оскiльки пiдмножина [α]S є нижньою i [α]2S ⊆ [α]S, то

a ∈ [α]S. Тодi a = xs для деякого s, i оскiльки елемент b є мiнiмальним в

S↑α(i−1)
, то s < i, а значить a >< b в S↑α(i−1)

. Отже, a < b в S↑α(i)
, а значить i

в S↑α(j−1)
, а тодi елемент b не є мiнiмальним в S↑α(j−1)

; значить α не є min-

допустимою i приходимо до протирiччя. Далi, припустимо, що зазначена

в умовi нерiвнiсть не виконується. Тодi iснують a ∈ [α]2S i b ∈ S \ [α]S,

такi, що a >< b (оскiльки [α]2S — нижня пiдмножина, то випадок b < a

неможливий). Нехай a = xi = xj, де i < j. Тому що b 6∈ [α]S, то a >< b

в S↑α(i−1)
, а тому b < a в S↑α(i)

; по тiй же причинi b < a в S↑α(j−1)
i значить

в цiй ч. в. множинi xj = a не може бути мiнiмальним елементом; знову

прийшли до протирiччя.

Ми будемо писати (з аналогiєю з послiдовностями) S↑↑Y X замiсть (S↑Y )↑X .
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Лема 2.16. Нехай Y — нижня пiдмножина S, а X — нижня

пiдмножина Y , причому X < S \Y . Тодi вираз S↑↑Y X = (S↑Y )↑X коректний.

Дiйсно, вираз S↑Y коректний за наслiдком 2.6, а (S↑Y )↑X — тому, що за

умовою X < S \ Y пiдмножина X є нижньою i в S↑Y (див. твердження

2.7).

Твердження 2.17. Нехай X i Y — пiдмножини S. В P2(S) iснує

послiдовнiсть α, така, що [α]S = Y i [α]2S = X, тодi i лише тодi, коли

Y — нижня пiдмножина S, X — нижня пiдмножина Y i при цьому

X < S \ Y .

Дiйсно, необхiднiсть випливає з лем 2.4 i 2.16, а достатнiсть — це

переформулювання попередньої леми.

Помiтимо, що можна вивчати ч. в. множини виду S = S↓↓...↓x1x2...xp
.

Для них легко переформулювати все, що було сказано вище для

ч. в. множин виду S = S↑↑...↑x1x2...xp
(зокрема, ввести поняття max-еквi-

валентностi i max-iзоморфiзму ч. в. множин). Вiдповiднi означення i

доведення розглядаються аналогiчним чином; їх можна також одержати

з вищенаведених переходом до дуальної ч. в. множини з урахуванням

твердження a) леми 2.1 та випливає з рiвностi S↑↑XS\X = S.

Лема 2.18. Нехай X — нижня пiдмножина S. Тодi S↑X = S↓S\X .

В якостi прикладу приведемо ще одне корисне твердження про зв’язок

мiж min- та max-еквiвалентнiстю.

Нехай Y та X задовольняють умовам леми 2.16, тобто Y — нижня

пiдмножина S, X — нижня пiдмножина Y та при цьому X < S \ Y .

Оскiльки пiдмножина Y однозначно задається пiдмножиною Z = S \ Y ,

то замiсть Y та X можно розглядати пiдмножини Z та X, такi, що Z —

верхня пiдмножина S, X — нижня пiдмножина Y , причому Z ∩ X = ∅

та X < Z. При цьому ч. в. множина S↑↑Y X обчислюється в нових термiнах

наступним чином.
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Лема 2.19. S↑↑Y X = S↑↓XS\Y = S↓↑S\Y X .

Дiйсно, з S↑Y = (S↑Y )↑↓S\Y S\Y = (S↑↑Y S\Y )↓S\Y = S↓S\Y маємо S↑↑Y X = S↓↑S\Y X ,

а з S↓S\Y = (S↑↓XX)↓S\Y = (S↑X)↓↓XS\Y = (S↑X)↓X∪(S\Y ) = (S↑X)↓↓S\Y X маємо

S↓↑S\Y X = (S↑↓XS\Y )↓↑XX = S↑↓XS\Y , звiдки S↑↑Y X = S↑↓XS\Y . Рiвнiсть S↑↓XS\Y =

S↓↑S\Y X випливає з твердження 2.7 та дуального до нього твердження.

2.4. Алгоритм побудови всiх частково впорядкованих

множин, min-еквiвалентних заданiй множинi

У цьому параграфi ми вкажемо алгоритм, який дозволяє виписати всi ч.

в. множини, min-еквiвалентнi заданiй ч. в. множинi.

Спочатку розглянемо деякi додатковi твердження про властивостi min-

еквiвалентних ч. в. множин.

Нехай S — довiльна ч. в. множина i n = |S|.

Лема 2.20. Нехай α — послiдовнiсть iз P(S) i при цьому [α]S = S.

Тодi iснує послiдовнiсть β ∈ P(S) довжини d(β) = d(α) − n, така, що

S↑β = S↑α.

Доведення. Доведення будемо проводити iндукцiєю по d(α). База

iндукцiї, а саме випадок d(α) = n, має мiсце за наслiдком 2.8 (у якостi β

потрiбно взяти порожню послiдовнiсть).

Нехай тепер p = d(α) > n. Покладемо α = (x1, x2, . . . , xp) i позначимо

через s = s(α) найменше число, таке, що mα(xs) > 1. Розглянемо

спочатку випадок, коли s = 1. Помiтимо, що S↑α = (S↑x1
)↑
α(2). Застосовуючи

iндукцiйне припущення до множини S ′ = S↑x1
i послiдовностi α′ = α(2)

довжини d(α′) = p − 1, одержуємо, що iснує послiдовнiсть β′ ∈ P(S ′) =

P(S) довжини d(β′) = p− 1− n, така, що (S ′)↑α′ = (S ′)↑β′, тобто (S↑x1
)↑
α(2) =

(S↑x1
)↑β′ або S↑α = (S↑x1

)↑β′. Останню рiвнiсть можна записати в такий спосiб:
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S↑α = S↑β, де β = (x1, β
′). Оскiльки d(β) = d(β′) + 1 = p − n, то лема в

цьому випадку доведена.

Розглянемо тепер випадок, коли s > 1; тодi mα(xi) = 1 для i =

1, . . . , s − 1. Легко бачити, що xj при 1 ≤ j < s i xs непорiвняннi в

S. Дiйсно, у протилежному випадку xj < xs в S (тому що xj 6> xs в

S↑α(j−1)
вiдповiдно до означення послiдовностей з P), i, отже, в дiйсностi

xj < xs в S↑α(j−1)
, а значить xj < xs i в S↑α(s)

; але оскiльки xj (як елемент

S) не зустрiчається в α(s+1), а xs = xt для деякого t > s, то елемент

xt не може бути мiнiмальним в S↑α(t−1)
i ми приходимо до протирiччя.

Отже, x1, . . . , xs−1 непорiвняннi з xs, а тодi за наслiдком 2.10 S↑α = S↑α′, де

α′ = (xs, x1, . . . , xs−1, xs+1, . . . , xp). Але оскiльки mα′(xs) = mα(xs) > 1 i

s(α′) = 1, то ми прийшли до вже розглянутого вище випадку.

Наслiдок 2.21. Нехай T ∼=min S. Тодi iснує послiдовнiсть γ ∈ P2(S),

така, що T = S↑γ.

Доведення. Зафiксуємо послiдовнiсть α = (x1, x2, . . . , xp) ∈ P(S), таку,

що T = S↑α i нехай α /∈ P2(S). Покажемо, що [α]S = S.

Припустимо протилежне i зафiксуємо елемент a ∈ S \ [α]S. Нехай xs, xt

i xr (s < t < r) — рiвнi мiж собою члени послiдовностi α, mα(xr)
(xr) = 3.

За лемою 2.4 a >< xs або a > xs. I в першому випадку a < xs в S↑α(s)
, а

значить i в S↑α(t−1)
, але тодi xt не є мiнiмальним елементом в S↑α(t−1)

i ми

прийшли до протирiччя. В другому випадку a >< xs в S↑α(t−1)
, а значить

a < xs в S↑α(r−1)
, але тодi xr не є мiнiмальним в S↑α(r−1)

i знову прийшли до

протирiччя.

Отже, [α]S = S, а тодi за лемою 2.20 iснує послiдовнiсть β довжини

d(β) = d(α) − n, така, що S↑β = S↑α. Якщо при цьому β /∈ P2(S), то

знову застосуємо зазначенi мiркування i т. д. За скiнчене число крокiв ми

прийдемо до потрiбної послiдовностi γ.

За наслiдком 2.21 для опису всiх ч. в. множин, min-еквiвалентних
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фiксованiй ч. в. множинi S, досить обмежитися послiдовностями з P2.

Якщо врахувати викладене в 2.3., то такий опис можна проводити за

наступною схемою:

I. Описати всi нижнi пiдмножини X 6= S в S i для кожної з них

побудувати ч. в. множину S↑X .

II. Описати всi пари (Y,X), що складаються iз власної нижньої

пiдмножини Y в S i непорожньої нижньої пiдмножини X в Y , такої, що

X < S \ Y ; для кожної такої пари побудувати ч. в. множину (S↑Y )↑X .

III. Серед отриманих в I i II ч. в. множин вибрати по одному з кожного

класу iзоморфних множин.

Назвемо двi вказанi в I пiдмножини X i X ′ сильно iзоморфними,

якщо iснує автоморфiзм ϕ : S → S, такий, що ϕ(X) = X ′ (як ч. в.

пiдмножини). Аналогiчно, двi вказанi в II пари (Y,X) i (Y ′, X ′) назвемо

сильно iзоморфними, якщо iснує автоморфiзм ϕ : S → S, такий, що

ϕ(Y ) = Y ′ i ϕ(X) = X ′. Очевидно, що пiдмножини в I i пари пiдмножин

в II досить описувати з точнiстю до сильного iзоморфiзму.

Зауважимо, що якщо скористатися рiвнiстю S↑X = (Sop↑
S\X)op, то у

випадку Sop = S число множин S↑X , якi потрiбно обчислити, можна

зменшити. Однак у нашому випадку обчислення не дуже громiздкi i ми

цим користуватися не будемо.

Нагадаємо ще, що ч. в. множини S i T називаються антиiзоморфними,

якщо S iзоморфно T op.

2.5. Висновки до роздiлу

У цьому роздiлi вивчаються властивостi (min, max)-еквiвалентних ч.

в. множин. Основним результатом є опис алгоритму, який дозволяє

класифiкувати всi ч. в. множини, min-еквiвалентнi фiксованiй ч. в.

множинi.

Результати цього роздiлу опублiкованi в роботi [48].
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Роздiл 3

P -КРИТИЧНI ЧАСТКОВО ВПОРЯДКОВАНI

МНОЖИНИ ТА ЇХ ЗВ’ЯЗОК IЗ КРИТИЧНИМИ

МНОЖИНАМИ КЛЕЙНЕРА

3.1. Формулювання основних теорем

Нагадаємо, що квадратична форма f(z) : Zm → Z називається

слабо додатною, якщо вона приймає додатне значення на будь-якому

ненульовому векторi з невiд’ємними координатами. Додатно визначену

форму ми часто називаємо просто додатною.

Ч. в. множину S назвемо P -критичною (вiдповiдно WP -критичною),

якщо форма Тiтса будь-якої її власної пiдмножини є додатною (вiдповiдно

слабо додатною), але форма Тiтса самої S такою не є.

Основними результатами цього роздiлу є наступнi двi теореми.

Теорема 3.1. Для ч. в. множини S наступнi умови еквiвалентнi:

1) Форма Тiтса S додатна.

2) Форма Тiтса довiльної ч. в. множини, яка (min, max)-еквiвалентна

S, є слабо додатною.

Теорема 3.2. Ч. в. множина S є P -критичною тодi i лише

тодi, коли вона (min, max)-еквiвалентна деякiй WP -критичнiй ч. в.

множини.

Зауважимо, що WP -критичнi ч. в. множини — це в точностi критичнi

множини Клейнера (див. 3.2.2.)
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Пiдкреслимо, що в умовах теорем 3.1 i 3.2 замiсть (min, max)-

еквiвалентностi можна взяти (min, max)-iзоморфiзм. Крiм того, замiсть

(min, max)-еквiвалентностi можна взяти min-еквiвалентнiсть або max-

еквiвалентнiсть (вiдповiднi означення, а також доведення цього факту

див. в 2.3.).

3.2. Допомiжнi твердження

У цьому параграфi ми доведемо деякi твердження про (min, max)-еквiва-

лентнi ч. в. множини i про квадратичнi формi Тiтса.

3.2.1. Деякi властивостi частково впорядкованих множин,

пов’язанi з додатною визначенiстю форми Тiтса. Пiдкреслимо,

що за твердженням 2.12 замiсть (min, max)-еквiвалентностi можна

розглядати min-еквiвалентнiсть або max-еквiвалентнiсть (зокрема, це

стосується теорем 3.1 i 3.2), але з формальних мiркувань ми не завжди

будемо це робити.

Як ми вже говорили в попередньому роздiлi, головною мотивацiєю

вивчення (min, max)-еквiвалентних ч. в. множин є твердження iз [30] про

те, що такi множини мають еквiвалентнi форми Тiтса. Звiдси, зокрема,

маємо таке твердження.

Наслiдок 3.3. Нехай S ∼=(min,max) T . Тодi форми qS(z) i qT (z)

одночасно є або не є додатними.

Ми будемо користуватися тепер деякими означеннями iз роздiлу 1 (див.

останнiй пункт останнього параграфу) i сформулюємо одне твердження,

яке маї мiсце згiдно теореми 1.6.

Твердження 3.4. Якщо ч. в. множина S є прямою сумою двох

ланцюгiв або ланцюга i майже ланцюга, то його форма Тiтса є

додатною.
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Надалi нам знадобиться також наступна лема (про додатну

визначенiсть форми Тiтса для конкретних ч. в. множин).

Лема 3.5. Квадратична форма Тiтса є додатною для наступних ч. в.

множин:

T1 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 | 2 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7};

T2 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 | 1 ≺ 2 ≺ 3, 4 ≺ 5, 6 ≺ 7, 4 ≺ 7};

T3 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 | 2 ≺ 3 ≺ 4, 5 ≺ 6 ≺ 7, 2 ≺ 7};

T4 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 | 2 ≺ 3 ≺ 4, 5 ≺ 6 ≺ 7, 2 ≺ 6, 3 ≺ 7}.

Лема випливає з наступних рiвностей:

qT1
(z) = z2

0 +z2
1 +z2

2 +z2
3 +z2

4 +z2
5 +z2

6 +z2
7 +z2z3+z4z5+z4z6+z4z7+z5z6+

z5z7 +z6z7−z0(z1 +z2 +z3 +z4 +z5 +z6 +z7) = (z1−1/2z0)
2 +(z2 +1/2z3−

1/2z0)
2 +3/4(z3−1/3z0)

2 +(z4 +1/2z5 +1/2z6 +1/2z7−1/2z0)
2 +3/4(z5 +

1/3z6+1/3z7−1/3z0)
2+2/3(z6+1/4z7−1/4z0)

2+5/8(z7−1/5z0)
2+1/60z2

0 ,

qT2
(z) = z2

0 + z2
1 + z2

2 + z2
3 + z2

4 + z2
5 + z2

6 + z2
7 + z1z2 + z1z3 + z2z3 + z4z5 +

z4z7+z6z7−z0(z1+z2+z3+z4+z5+z6+z7) = (z1+1/2z2+1/2z3−1/2z0)
2+

3/4(z2 +1/3z3−1/3z0)
2 +2/3(z3−1/4z0)

2 +(z4 +1/2z5 +1/2z7−1/2z0)
2 +

3/4(z5−1/3z7−1/3z0)
2 +(z6 +1/2z7−1/2z0)

2 +5/12(z7−1/5z0)
2 +1/40z2

0 ,

qT3
= z2

0 + z2
1 + z2

2 + z2
3 + z2

4 + z2
5 + z2

6 + z2
7 + z2z3 + z2z4 + z2z7 + z3z4 +

z5z6 + z5z7 + z6z7 − z0(z1 + z2 + z3 + z4 + z5 + z6 + z7) = (z1 − 1/2z0)
2 +

(z2 + 1/2z3 + 1/2z4 + 1/2z7 − 1/2z0)
2 + 3/4(z3 + 1/3z4 − 1/3z7 − 1/3z0)

2 +

2/3(z4− 1/4z7− 1/4z0)
2 + (z5 + 1/2z6 + 1/2z7− 1/2z0)

2 + 3/4(z6 + 1/3z7−
1/3z0)

2 + 7/24(z7 − 1/7z0)
2 + 1/28z2

0 ,

qT4
= z2

0 + z2
1 + z2

2 + z2
3 + z2

4 + z2
5 + z2

6 + z2
7 + z2z3 + z2z4 + z2z6 + z2z7 +

z3z4 + z3z7 + z5z6 + z5z7 + z6z7 − z0(z1 + z2 + z3 + z4 + z5 + z6 + z7) =

(z1 − 1/2z0)
2 + (z2 + 1/2z3 + 1/2z4 + 1/2z6 + 1/2z7 − 1/2z0)

2 + 3/4(z3 +

1/3z4 − 1/3z6 + 1/3z7 − 1/3z0)
2 + 2/3(z4 − 1/4z6 − 1/2z7 − 1/4z0)

2 + (z5 +

1/2z6 + 1/2z7 − 1/2z0)
2 + 3/8(z6 − 1/3z0)

2 + 1/4z2
7 + 1/12z2

0 .
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3.2.2. WP -критичнi ч. в. множини. З основних результатiв робiт

[62] i [2] випливає (див. останнiй параграф роздiлу 1), що ч. в. множина є

WP -критичною тодi i лише тодi, коли вона iзоморфна однiй з наступних

ч. в. множин:

K1 = {1, 2, 3, 4}: u u u u ;

K2 = {1, 2, 3, 4, 5, 6 | 1 ≺ 2, 3 ≺ 4, 5 ≺ 6}:

u u u
u u u

;

K3 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 | 2 ≺ 3 ≺ 4, 5 ≺ 6 ≺ 7}:

u u u
u u
u u

;

K4 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 | 2 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8}:

u u u
u u

u
u
u

;

K5 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 | 1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4, 5 ≺ 6, 7 ≺ 8, 5 ≺ 8}:
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u u
u u
�

�
�

.u
u
u
u

.

Як уже говорилося в роздiлi 1, ч. в. множини K1–K5 часто називають

критичними множинами Клейнера.

Нам знадобиться наступна лема.

Лема 3.6. Будь-яка WP -критична ч. в. множина є P -критичною.

Доведення. Нехай S — WP -критична ч. в. множина. Очевидно, що S не

є додатною. Покажемо, що будь-яка власна пiдмножина в S має додатну

форму Тiтса (для порожньої пiдмножини це очевидно).

Вiдповiдно до сказаного вище WP -критичнi ч. в. множини

вичерпуються критичними множинами Клейнера Ks (s = 1, . . . , 5).

Легко бачити, що кожна власна пiдмножина в Ks або є прямою сумою

L = L1
∐

L2 ланцюга L1 i ланцюга або майже ланцюга L2, або iзоморфна

пiдмножинi однiй з наступних ч. в. множин:

T1 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 | 2 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7},

T2 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 | 1 ≺ 2 ≺ 3, 4 ≺ 5, 6 ≺ 7, 4 ≺ 7}.

Отже, досить переконатися в тому, що форма Тiтса є додатною для

ч. в. множин L i T = T1, T2, а це випливає вiдповiдно з твердження 3.4 i

леми 3.5.

3.3. Доведення теорем 3.1 i 3.2

Нагадаємо, що ширину ч. в. множини S (максимальне число її попарно

непорiвняльних елементiв) ми позначаємо через w(S). Для елемента a ∈ S
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позначимо через S<(a) або {a}< (якщо S фiксоване) пiдмножину всiх

x ∈ S, таких, що x < a, i покладемо S≤(a) = {a}≤ = S<(a) ∪ a.

Нагадаємо, що K1, . . . ,K5 позначаються критичнi множини Клейнера.

Будемо говорити, що ч. в. множина T має вигляд K = Ki, якщо T ∼= K;

якщо ж T мiстить пiдмножину, iзоморфну K, то будемо просто говорити,

що T мiстить K.

Основним при доведеннi теорем є наступне твердження.

Твердження 3.7. Нехай S — така ч. в. множина, що будь-яка (min,

max)-еквiвалентна їй ч. в. множина не мiстить критичних множин

Клейнера. Тодi S має додатно визначену форму Тiтса.

Зафiксуємо в S деякий максимальний елемент a. Тодi в S ′ = S↑{a}<

елемент a є як максимальним, так i мiнiмальним, а значить S ′ =

{a}
∐

(S ′ \a). Звiдси випливає, що iснує ч. в. множина T , що задовольняє

наступним умовам:

1) T ∼=(min,max) S;

2) T = A
∐

B, де w(A) = 1;

3) не iснує T ′, A′ i B′, таких, що виконуються умови 1), 2) i |A′| > |A|.
Якщо при цьому B = ∅, то w(T ) = 1, а якщо w(B) = 1,

то T — пряма сума двох ч. в. множин ширини 1; в обох випадках

вiдповiдно до твердження 3.4 T має додатно визначену форму Тiтса; а

значить вiдповiдно до твердження 2.3 такою ж є i форма Тiтса ч. в.

множини S. Випадок w(B) ≥ 3 неможливий, тому що тодi T мiстить

критичну множину K1. Таким чином, залишилося розглянути випадок,

коли w(B) = 2.

Лема 3.8. Нехай w(B) = 2. Тодi

a) B має два мiнiмальних елементи, наприклад b i c, i два

максимальних елемента, наприклад f i g;
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b) в B iснують непорiвняльнi мiж собою мiнiмальний i

максимальний елементи;

c) якщо b < x < f та c < y < g, то x i y непорiвняльнi.

Дiйсно, якщо B має один мiнiмальний (вiдповiдно максимальний)

елемент, наприклад h, то T ′ = T ↑
h (вiдповiдно T ′ = T ↓

h ) дорiвнює

(B \ h)
∐

(A ∪ h), де w(A ∪ h) = 1, а це суперечить вибору T . Далi,

якщо умова b) не виконується, то (з огляду на умову a)) маємо, що

пiдмножина в S↑↑bc , що складається з елементiв b, c, f, g, має вигляд K1,

а це суперечить умовi твердження. Нарештi, якщо не виконується умова

c) (а a) i b) виконуються), то пiдмножина в (S↑{x}≤)↑c , що складається з

елементiв b, x, y, g, f, c, має вигляд K2 i знову приходимо до протирiччя.

Продовжуємо доведення твердження. Якщо B є прямою сумою

двох пiдмножин ширини 1, то легко бачити, що T або є прямою

сумою пiдмножини ширини 1 i пiдмножини, що складається з двох

непорiвняльних елементiв, або мiстить пiдмножину Клейнера, або є

власною пiдмножиною деякої множини Клейнера. Другий випадок

неможливий, а в першому i третьому випадках T має додатно

визначену форму Тiтса (вiдповiдно за твердженням 3.4 i лемою 3.6).

У протилежному випадку за останньою лемою можливi (з точнiстю до

iзоморфiзму) тiльки такi два випадки:

1) T = A
∐

B, де A = {z1 < z2 . . . < zr}, r > 0, i B = {x1 < x2 . . . <

xp, y1 < y2 . . . < yq, xi < yj}; тут i = 1, j > 1 або i < p, j = q;

2) T = A
∐

B, де A = {z1 < z2 . . . < zr}, r > 0, i B = {x1 < x2 . . . <

xp, y1 < y2 . . . < yq, x1 < yj, xi < yq}; тут 1 < i < p, 1 < j < q.

Помiтимо, що у випадку 1) p, q > 1, а в у випадку 2) p, q > 2.

А) Розглянемо спочатку випадок 1) при i = 1, j = q. При цьому будемо

вважати, що p ≤ q (випадок p ≥ q розглядається дуальним чином).

У цьому випадку r < 4, iнакше T мiстить K5.

Якщо r = 2, 3, то p = q = 2, iнакше T мiстить K2; а тодi за лемою 3.6
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T має додатну форму Тiтса. Якщо ж r = 1, то при q = 2, 3 форма Тiтса

множини T є додатною за лемою 3.5 (див. множину T3), а при p = 2, q = 4

— в силу того, що T ↓
y4

iзоморфно T2 (див. знову лему 3.5); iншi випадки

неможливi: якщо p > 2, q = 4, то T мiстить K3, а якщо q > 4, то T ↑
yq

мiстить K5.

В) Розглянемо тепер випадок 1) при (i, j) 6= (1, q). Будемо вважати,

що i 6= 1, j = q (випадок i = 1, j 6= q розглядається дуальним чином).

Тодi q > 2, тому що в протилежному випадку пiдмножина в T ↓
yq

, що

складається з елементiв yq, z1, x1, x2, y1, y2 має вигляд K2. I якщо r = 1,

то (T ↑
{xi}≤)↑y1

має вигляд, розглянутий в 1.1), а якщо r > 1, то i = p − 1

(iнакше пiдмножина в T , що складається з точок z1, z2, xp−1, xp, y1, y2, має

вигляд K2) i тодi вже T ↓
y2

має вигляд, розглянутий в А). Таким чином, усе

зводиться до уже розглянутого випадку А).

С) Розглянемо тепер випадок 2). Будемо вважати, що p ≤ q (випадок

p ≥ q розглядається дуальним чином).

У цьому випадку r = 1, тому що в протилежному випадку пiдмножина

в T , що складається з елементiв z1, z2, xi, xp, y1, yj має вигляд K2. Далi,

p = 3, iнакше T \ {x1, yq} мiстить K3. Крiм того, i q = 3, тому що при

q > 4 T ↓
yq

мiстить K5, а при q = 4, j = 2 (вiдповiдно q = 4, j = 3) множина

T ↑
x1

(вiдповiдно T ↓
yq

) мiстить K2.

Отже, ч. в. множина T iзоморфна множинi T4 з леми 3.5; вiдповiдно

до цiєї леми вона має додатно визначену форму Тiтса.

Твердження доведено.

Нам ще знадобиться наступна лема.

Лема 3.9. Нехай α = (x1, x2, . . . , xm) ∈ P(S) i X — ч. в. пiдмножина

S. Позначимо через αX пiдпослiдовнiсть α, що складається iз всiх xi ∈
X. Тодi αX ∈ P(X) i X↑

αX
— повна ч. в пiдмножина S↑α.

Доведення. Доведення будемо проводити iндукцiєю по m. База iндукцiї
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тривiальна.

Покажемо, що αX ∈ P(X). Очевидно, що α(2) ∈ P(S↑x1
). I якщо x1 6= X,

то α
(2)
X = αX i X є пiдмножиною S↑x1

. Тодi в силу iндукцiйного припущення

для S ′ = S↑x1
, α′ = α(2) i X ′ = X, по-перше, α

(2)
X ∈ P(X), а значить

αX ∈ P(X), i по-друге, X↑
α

(2)
X

— повна пiдмножина в (S↑x1
)↑
α(2), а значить

X↑
αX

— повна пiдмножина в S↑α (тому що α
(2)
X = αX i (S↑x1

)↑
α(2) = S↑α). А якщо

x1 ∈ X, то X↑
x1

є пiдмножиною S↑x1
, а тодi в силу iндукцiйного припущення

для S ′ = S↑x1
, α′ = α(2) i X ′ = X↑

x1
маємо, що α

(2)
X ∈ P(X↑

x1
). I оскiльки

αX = (x1, α
(2)
X ) i x1 — мiнiмальний елемент S, то αX ∈ P(X). Далi, у

силу того ж iндукцiйного припущення (X↑
x1

)↑β є повною ч. в пiдмножиною

(S↑x1
)↑
α(2), де β = α

(2)
X↑

x1

. Тому що β = α
(2)
X , то (X↑

x1
)↑β = X↑

αX
; крiм того,

(S↑x1
)↑
α(2) = S↑α. Отже, X↑

αX
— повна ч. в пiдмножина S↑α.

Тепер вже легко довести теореми 3.1 i 3.2.

Розглянемо спочатку теорему 3.2. Якщо ч. в. множина S (min, max)-

еквiвалентна WP -критичнiй множинi K, то за лемою 3.6 i наслiдком 3.3

форма Тiтса qS(z) не є додатною. Помiтимо, що за твердженням 2.12 K
i S min-еквiвалентнi, а тодi легко бачити, що з леми 3.9 (з врахуванням

наслiдку 3.3 i леми 3.6) випливає, що кожна власна пiдмножина T ⊂ S

має додатну форму Тiтса; дiйсно, у протилежному випадку K мало б

власну пiдмножину Q (min-еквiвалентну T ) з недодатною формою Тiтса,

а це суперечило б тому факту, що множина K є P -критичною. Отже, S є

P -критичною.

Навпаки, якщо S є P -критичною, то за твердженням 3.7 вона (min,

max)-еквiвалентна (а значить i min-еквiвалентна) якiйсь ч. в. множинi

S ′, яка мiстить WP -критичну множину K ∼= Ki. Але тодi (знов-таки за

лемою 3.9 та наслiдком 3.3) S ′ = K, тобто у пiдсумку S min-еквiвалентна

K.

Переходимо до теореми 3.1. Iмплiкацiя 1) ⇒ 2) випливає з наслiдку 3.3
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i того факту, що додатна форма є слабо додатною. Якщо ж виконується

2), то довiльна ч. в. множина, яка (min, max)-еквiвалентна множинi S, не

мiстить WP -критичних пiдмножин. Отже, в силу твердження 3.7 S має

додатно визначену форму Тiтса.

3.4. Опис PPP -критичних ч. в. множин

За теоремою 3.2 будь-яка P -критична ч. в. множина (min, max)-

еквiвалентна деякiй WP -критичнiй ч. в. множини. Тому одержати всi

P -критичнi множини можна в такий спосiб: взяти всi WP -критичнi

множини, якi вичерпуються критичними множинами Клейнера, i для

кожної з них описати всi (min, max)-еквiвалентнi їй ч. в. множини

(говорячи ”всi”, ми маємо на увазi ”всi з точнiстю до iзоморфiзму”).

За твердженням 2.12 замiсть (min, max)-еквiвалентних множин можна

розглядати min-еквiвалентнi, що формально бiльш зручно.

Переходимо до опису всiх P -критичних ч. в. множин. При цьому ми

будемо користуватися нашим алгоритмом iз пункту 2.4..

Теорема 3.10. P -критичнi ч. в. множини вичерпуються з точнiстю

до iзоморфiзму i антиiзоморфiзму ч. в. множинами 1)–75), зазначеними

у таблицi, яка розмiщена в останньому параграфi (цього роздiлу).

Перед доведенням теореми зробимо деякi зауваження до таблицi (яка

розташована наприкiнцi роздiлу).

Зазначена в таблицi ч. в. множина пiд номером i позначається через Ci.

Якщо множина Ci має ширину 2 i в таблицi написано i = j′, то це означає,

що Ci можна одержати з Cj замiною єдиної її максимальної точки на

єдину мiнiмальну точку; iнакше кажучи, Cj = T ∪ a, T < a, а Ci = T ∪
a, a < T . Помiтимо, що в цьому випадку Ci

∼= (Cj)
↓↓
aa. Те ж саме стосується

i випадку i = j′′ = (j′)′ (потрiбно порiвнювати Ci i Cj′). Якщо множина Ci

має ширину 3 i в таблицi написано i = j′, то це означає, що сказане вище
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вiдноситься вже не до Ci i Cj, а до їхнiх зв’язних компонентiв (прямих

доданкiв) ширини 2. Помiтимо, що i у цьому випадку Ci i Cj (min, max)-

еквiвалентнi: якщо a — максимальний елемент зазначеного компонента

ширини 2 (множини Cj), а b — максимальний елемент компонента ширини

1, то Ci
∼= (Cj)

↓↓
ab. Те ж саме стосується й випадку i = j′′.

Довiльнi ч. в. множини S i T , якi утворюються один з одного за

допомогою подiбних операцiй назвемо 0-iзоморфними. I якщо з таблицi

викинути множини з номерами i = j′ i i = j′′, то одержимо опис P -

критичних множин з точнiстю до 0-iзоморфiзму i дуальностi.

Доведення теореми. Доведення проводимо вiдповiдно до зазначеної

схеми з пункту 2.4..

Крок I. Опишемо (з точнiстю до сильного iзоморфiзму) всi нижнi

пiдмножини в критичних множинах Клейнера K1–K5. Ними будуть:

для K1 — A1,1 = ∅, A1,2 = {1}, A1,3 = {1, 2}, A1,4 = {1, 2, 3};
для K2 — A2,1 = ∅, A2,2 = {1}, A2,3 = {1, 2}, A2,4 = {1, 3}, A2,5 =

{1, 2, 3}, A2,6 = {1, 3, 5}, A2,7 = {1, 2, 3, 4}, A2,8 = {1, 2, 3, 5}, A2,9 =

{1, 2, 3, 4, 5},
для K3 — A3,1 = ∅, A3,2 = {1}, A3,3 = {3}, A3,4 = {2, 3}, A3,5 = {1, 2},

A3,6 = {3, 5}, A3,7 = {2, 3, 4}, A3,8 = {1, 2, 3}, A3,9 = {2, 3, 5}, A3,10 =

{1, 2, 5}, A3,11 = {1, 2, 3, 4}, A3,12 = {2, 3, 4, 5}, A3,13 = {2, 3, 5, 6}, A3,14 =

{1, 2, 3, 5}, A3,15 = {2, 3, 4, 5, 6}, A3,16 = {1, 2, 3, 4, 5}, A3,17 = {2, 3, 5, 6},
A3,18 = {2, 3, 4, 5, 6, 7}, A3,19 = {1, 2, 3, 4, 5, 6};

для K4 — A4,1 = ∅, A4,2 = {1}, A4,3 = {2}, A4,4 = {4}, A4,5 = {2, 3},
A4,6 = {4, 5}, A4,7 = {1, 2}, A4,8 = {1, 4}, A4,9 = {2, 4}, A4,10 = {4, 5, 6},
A4,11 = {1, 2, 3}, A4,12 = {1, 4, 5}, A4,13 = {2, 4, 5}, A4,14 = {2, 3, 4}, A4,15 =

{1, 2, 4}, A4,16 = {4, 5, 6, 7}, A4,17 = {1, 4, 5, 6}, A4,18 = {2, 4, 5, 6}, A4,19 =

{2, 3, 4, 5}, A4,20 = {1, 2, 4, 5}, A4,21 = {1, 2, 3, 4}, A4,22 = {4, 5, 6, 7, 8},
A4,23 = {1, 4, 5, 6, 7}, A4,24 = {2, 4, 5, 6, 7}, A4,25 = {2, 3, 4, 5, 6}, A4,26 =
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{1, 2, 4, 5, 6}, A4,27 = {1, 2, 3, 4, 5}, A4,28 = {1, 4, 5, 6, 7, 8}, A4,29 =

{2, 4, 5, 6, 7, 8}, A4,30 = {2, 3, 4, 5, 6, 7}, A4,31 = {1, 2, 4, 5, 6, 7}, A4,32 =

{1, 2, 3, 4, 5, 6}, A4,33 = {2, 3, 4, 5, 6, 7, 8}, A4,34 = {1, 2, 4, 5, 6, 7, 8}, A4,35 =

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7};
для K5 — A5,1 = ∅, A5,2 = {1}, A5,3 = {5}, A5,4 = {7}, A5,5 = {1, 2},

A5,6 = {5, 6}, A5,7 = {1, 5}, A5,8 = {1, 7}, A5,9 = {5, 7}, A5,10 = {1, 2, 3},
A5,11 = {1, 5, 6}, A5,12 = {1, 2, 5}, A5,13 = {1, 2, 7}, A5,14 = {5, 7, 8}, A5,15 =

{5, 6, 7}, A5,16 = {1, 5, 7}, A5,17 = {1, 2, 3, 4}, A5,18 = {1, 2, 5, 6}, A5,19 =

{1, 2, 3, 5}, A5,20 = {1, 2, 3, 7}, A5,21 = {5, 6, 7, 8}, A5,22 = {1, 5, 6, 7}, A5,23 =

{1, 5, 7, 8}, A5,24 = {1, 2, 5, 7}, A5,25 = {1, 2, 3, 4, 5}, A5,26 = {1, 2, 3, 4, 7},
A5,27 = {1, 2, 3, 5, 6}, A5,28 = {1, 2, 3, 5, 7}, A5,29 = {1, 2, 5, 6, 7}, A5,30 =

{1, 2, 5, 7, 8}, A5,31 = {1, 5, 6, 7, 8}, A5,32 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, A5,33 =

{1, 2, 3, 4, 5, 7}, A5,34 = {1, 2, 3, 5, 6, 7}, A5,35 = {1, 2, 3, 5, 7, 8}, A5,36 =

{1, 2, 5, 6, 7, 8}, A5,37 = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}, A5,38 = {1, 2, 3, 4, 5, 7, 8}, A5,39 =

{1, 2, 3, 5, 6, 7, 8}.
Позначимо через Ki,j ч. в. множину S↑X при S = Ki i X = Ai,j. Тодi

легко переконатися в тому, що K1,1
∼= C75, K1,2

∼= C30, K1,3
∼= C1, K1,4

∼=
Cop

30 , K2,1
∼= C31, K2,2

∼= C32, K2,3
∼= C3, K2,4

∼= C33, K2,5
∼= C2, K2,6

∼= C34,

K2,7
∼= Cop

3 , K2,8
∼= Cop

33 , K2,9
∼= Cop

32 , K3,1
∼= C35, K3,2

∼= C9, K3,3
∼= C38,

K3,4
∼= C36, K3,5

∼= Cop
8 , K3,6

∼= C41, K3,7
∼= C5, K3,8

∼= Cop
7 , K3,9

∼= C39,

K3,10
∼= Cop

40 , K3,11
∼= Cop

5 , K3,12
∼= C7, K3,13

∼= C40, K3,14
∼= Cop

39 , K3,15
∼= C8,

K3,16
∼= Cop

36 , K3,17
∼= Cop

41 , K3,18
∼= Cop

9 , K3,19
∼= Cop

38 , K4,1
∼= C42, K4,2

∼= C17,

K4,3
∼= C46, K4,4

∼= C53, K4,5
∼= C13, K4,6

∼= C51, K4,7
∼= Cop

15 , K4,8
∼= C19,

K4,9
∼= C56, K4,10

∼= C49, K4,11
∼= Cop

10 , K4,12
∼= Cop

20 , K4,13
∼= C57, K4,14

∼= C16,

K4,15
∼= Cop

55 , K4,16
∼= C43, K4,17

∼= Cop
18 , K4,18

∼= C60, K4,19
∼= C18, K4,20

∼=
Cop

60 , K4,21
∼= Cop

43 , K4,22
∼= C10, K4,23

∼= Cop
16 , K4,24

∼= C55, K4,25
∼= C20,

K4,26
∼= Cop

57 , K4,27
∼= Cop

49 , K4,28
∼= Cop

13 , K4,29
∼= C15, K4,30

∼= Cop
19 , K4,31

∼=
Cop

56 , K4,32
∼= Cop

51 , K4,33
∼= Cop

17 , K4,34
∼= Cop

46 , K4,35
∼= Cop

53 , K5,1
∼= C54,

K5,2
∼= C71, K5,3

∼= C48, K5,4
∼= Cop

58 , K5,5
∼= C69, K5,6

∼= C26, K5,7
∼= C59,

K5,8
∼= C74, K5,9

∼= Cop
47 , K5,10

∼= C67, K5,11
∼= C28, K5,12

∼= C61, K5,13
∼= C73,



61

K5,14
∼= Cop

25 , K5,15
∼= Cop

63 , K5,16
∼= Cop

65 , K5,17
∼= C21, K5,18

∼= C29, K5,19
∼=

C62, K5,20
∼= C72, K5,21

∼= Cop
21 , K5,22

∼= Cop
62 , K5,23

∼= Cop
72 , K5,24

∼= C66,

K5,25
∼= C63, K5,26

∼= C25, K5,27
∼= Cop

28 , K5,28
∼= C65, K5,29

∼= Cop
61 , K5,30

∼=
Cop

73 , K5,31
∼= Cop

67 , K5,32
∼= Cop

26 , K5,33
∼= C47, K5,34

∼= Cop
59 , K5,35

∼= Cop
74 ,

K5,36
∼= Cop

69 , K5,37
∼= Cop

48 , K5,38
∼= C58, K5,39

∼= Cop
71 .

Крок II. Опишемо (з точнiстю до сильного iзоморфiзму) всi пари

(Y,X) нижнiх власних пiдмножин в критичних множинах Клейнера K1–

K5, такi, що X ⊆ Y i X < S \ Y . Ними будуть:

для K2 — B2,1 = (A2,9, {5});
для K3 — B3,1 = (A3,16, {5}), B3,2 = (A3,19, {5}), B3,3 = (A3,19, {5, 6});
для K4 — B4,1 = (A4,21, {4}), B4,2 = (A4,27, {4}), B4,3 = (A4,27, {4, 5}),

B4,4 = (A4,32, {4}), B4,5 = (A4,32, {4, 5}), B4,6 = (A4,32, {4, 5, 6}),
B4,7 = (A4,34, {2}), B4,8 = (A4,35, {4}), B4,9 = (A4,35, {4, 5}), B4,10 =

(A4,35, {4, 5, 6}), B4,11 = (A4,35, {4, 5, 6, 7});
для K5 — B5,1 = (A5,31, {1}), B5,2 = (A5,33, {5}), B5,3 = (A5,36, {1}),

B5,4 = (A5,36, {1, 2}), B5,5 = (A5,37, {5}), B5,6 = (A5,37, {7}), B5,7 =

(A5,37, {5, 7}), B5,8 = (A5,38, {5}), B5,9 = (A5,39, {1}), B5,10 = (A5,39, {1, 2}),
B5,11 = (A5,39, {1, 2, 3}).

Помiтимо, що для K1 таких пар немає.

Позначимо через K ′
i,j ч. в. множину (S↑Y )↑X при S = Ki i (Y,X) = Bi,j;

очевидно, K ′
i,j = (Ki,j)

↑
X . Тодi легко переконатися в тому, що K ′

2,1
∼= C4,

K ′
3,1
∼= Cop

6 , K ′
3,2
∼= C37, K ′

3,3
∼= C6, K ′

4,1
∼= Cop

11 , K ′
4,2
∼= Cop

44 , K ′
4,3
∼= Cop

12 ,

K ′
4,4
∼= Cop

50 , K ′
4,5
∼= C45, K ′

4,6
∼= C12, K ′

4,7
∼= C14, K ′

4,8
∼= C52, K ′

4,9
∼= C50,

K ′
4,10

∼= C44, K ′
4,11

∼= C11, K ′
5,1
∼= Cop

22 , K ′
5,2
∼= C24, K ′

5,3
∼= Cop

68 , K ′
5,4
∼= C23,

K ′
5,5
∼= C64, K ′

5,6
∼= Cop

27 , K ′
5,7
∼= Cop

24 , K ′
5,8
∼= C27, K ′

5,9
∼= C70, K ′

5,10
∼= C68,

K ′
5,11

∼= C22. Помiтимо, що для спрощення обчислень можно скористатися

рiвнiстю K ′
i,j = (Ki,j)

↑
X або лемой 2.19.

Крок III. Легко бачити, що в I i II кожна iз ч. в. множин Pi i P op
i , де

i = 1, 2, . . . , 75 зустрiчається один раз (при цьому, якщо P op
i
∼= Pi, то Pi

зустрiчається, а P op
i немає). I, отже, теорема доведена.
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3.5. Таблиця всiх PPP -критичних частково

впорядкованих множин

P -критичнi множини вказанi в таблицi 1 з точнiстю до iзоморфiзму

та антиiзоморфiзму (iншi пояснення, що стосуються таблицi, див. у

попередньому параграфi пiсля формулювання теореми 3.10).
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3.6. Висновки до роздiлу

У цьому роздiлi доведено, що ч. в. множина є P -критичною тодi i лише

тодi, коли вона (min, max)-еквiвалентна (а значить min-еквiвалентна та

max-еквiвалентна) деякiй критичнiй множинi Клейнера. Як наслiдок,

отримано повний опис P -критичних ч. в. множин; таких множин (з

точнiстю до iзоморфiзму та дуальностi) 75. Доведено, що форма Тiтса

ч. в. множини S додатна тодi i лише тодi, коли форма Тiтса довiльної

ч. в. множини, яка (min, max)-еквiвалентна S, є слабо додатною.

Результати цього роздiлу опублiкованi в роботах [49] та [48].
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Роздiл 4

ОПИС ЧАСТКОВО ВПОРЯДКОВАНИХ

МНОЖИН IЗ ДОДАТНО ВИЗНАЧЕНОЮ

ФОРМОЮ ТIТСА

4.1. Додатковi властивостi квадратичної форми

Тiтса

Нагададаємо, що X < Y для пiдмножин X i Y деякої ч. в. множини

означає, що x < y для довiльних x ∈ X, y ∈ Y (зокрема, X < Y , якщо X

або Y порожня). Для ч. в. множин S i S ′ ми позначаємо через [S < S ′]

неперетинне об’єднання S ∪ S ′ з найменшим вiдношенням порядку, яке

мiстить заданi вiдношення на S та S ′, i таке, що S < S ′. Очевидно,

[S < ∅] = S i [∅ < S ′] = S ′. Одноелементнi множини {x} часто

ототожнюються iз самими елементами x.

Нехай S — ч. в. множина. Елемент S назвемо вузловим, якщо

вiн порiвнянний з усiма iншими елементами. Множину всiх вузлових

елементiв множини S позначимо через S0; очевидно, S0 є ланцюгом.

Покладемо S◦ = S \S0. Для x ∈ S, ми позначимо через NS(x) (або просто

через N(x), якщо S фiксоване) пiдмножину всiх y ∈ S, непорiвнянних iз

x; очевидно, x є вузловим елементом пiдмножини S\NS(x). Ми говоримо,

що ч. в. множини S i S ′ 0-iзоморфнi i пишемо S ∼=0 S ′, якщо S\S0
∼= S ′\S ′0

i |S0| = |S ′0| (T ∼= T ′ ознаяає звичайний iзоморфiзм). Ч. в. множини S i

S ′ назвемо 0-антиiзоморфними, якщо Sop i S ′ 0-iзоморфнi.
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Безпосередньо з означення форми Тiтса випливає наступна лема.

Лема 4.1. Нехай S — ч. в. множина, S+ = [(S \ S0) < S0] i S− =

[S0 < (S \ S0)]. Тодi форма Тiтса для S± довiвнює (як многочлен) формi

Тiтса для S.

Наступна лема узагальнює попередню (i також випливає з означення

форми Тiтса).

Лема 4.2. Форми Тiтса 0-iзоморфних або 0-антиiзоморфних ч. в.

множин є iзоморфними (тобто рiвними з точнiстю до перенумерацiї

змiнних).

Нам знадобиться також наступна лема, яка випливає iз твердження

2.3.

Лема 4.3. Нехай T — ч. в. множина i L — ланцюг. Тодi форми Тiтса

для ч. в. множин T
∐

L i [T < L] ([L < T ]) одночасно додатнi чи не

додатнi.

Дiйсно, якщо L = {a < b < . . . < c}, то (T
∐

L)↑↑...↑ab...c = [T < L] i

(T
∐

L)↓↓...↓cb...a = [L < T ]. I залишається лише застосувати твердження 2.3.

4.2. Деякi твердження про одностороннi суми

В цьому параграфi ми, говорячи про одностороннi чи мiнiмакснi суми, не

виключаємо випадку, коли сума є прямою. Ми користуємося означеннями

iз останнього параграфа роздiлу 1.

Нагадаємо, що пiдмножина X ч. в. множини S називається нижньою

(вiдповiдно верхньою), якщо x ∈ X щораз, коли x < y (вiдповiдно x > y)

i y ∈ X. Для непорожнiх пiдмножин X,Y ∈ S ми пишемо X � Y , якщо

x < y для деяких x ∈ X, y ∈ Y , X 6�Y в iншому разi.
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Нагадаємо, що ч. в. множина, зазначена в таблицi 1 пiд номером

i позначається через Ci (див. роздiл 3); її форма Тiтса не є додатно

визначеною. Нам поки що знадобляться множини C1 i C2.

Лема 4.4. Нехай S — ч. в. множина ширини 2, яка не мiстить

пiдмножини, iзоморфної C1, i припустимо, що S0 порожня. Тодi S є

одностороньою сумою двох ланцюгiв. Якщо до того ж S не мiстить

пiдмножини, iзоморфної C2, то вказана сума є напiвмiнiмаксною.

Лема очевидна, якщо врахувати, що в цьому випадку S має два

мiнiмальних i два максимальних елемента i (як множина ширини 2) є

сумою двох ланцюгiв.

Для ч. в. множини ширини 2 ми маємо також таке твердження.

Лема 4.5. Нехай S — ч. в. множина ширини 2, яка не мiстить

пiдмножини, iзоморфної C1. Тодi

a) S0 є об’єднанням вехньої i нижньої пiдмножин;

b) S є односторонньою сумою двох ланцюгiв.

Доведення. Якби a) не виконувалося, тодi повиннi iснувати елементи

c ∈ S0 i a, b, d, e ∈ S \S0, такi, що a i b (вiдповiдно d i e) є непорiвнянними

i a < c, b < c, c < d, c < e; а тодi пiдмножина {a, b, d, e} була б

iзоморфна C1, i ми мали б протирiччя. Далi, згiдно попередньої леми

S \ S0 є односторонньою сумою двох ланцюгiв, скажiмо A та B, де B 6�A.

Позначимо через S01 i S02 верхню та нижню “частини” S0. Тодi S є

односторонньою сумою пiдмножин S01 ∪ A = [S01 < A] i B ∪ S02 = [B <

S02], якi є ланцюгами.

Очевидно, що коли виконується b), то S не мiстить пiдмножини,

iзоморфної C1; далi, якщо при цьому вказана сума є напiвмiнiмаксною,

тодi S не мiстить пiдмножини, iзоморфної C2. I значить ми маємо наступнi

наслiдки iз двох попереднiх лем.
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Наслiдок 4.6. Ч. в. множина S ширини 2 є односторонньою сумою

двох ланцюгiв тодi i лише тодi, коли вона не мiстить пiдмножини,

iзоморфної C1.

Наслiдок 4.7. Пiдмножина S◦ ч. в. множини S ширини 2 є

напiвмiнiмаксною односторонньою сумою двох ланцюгiв тодi i лише

тодi, коли S◦ (еквiвалентно, S) не мiстить пiдмножини, iзоморфної

C1 або C2.

4.3. Загальнi теореми про (min, max)-еквiвалентнi

частково впорядкованi множини з додатно

визначеною формою Тiтса

Нехай S — ч. в. множина з додатно визначеною формою Тiтса. Зафiксуємо

в S деякий максимальний елемент a. Тодi в S ′ = S↑{a}< елемент a є

як максимальним, так i мiнiмальним, а значить S ′ = {a}
∐

(S ′ \ a).

Покладемо B = S ′ \ a. Оскiльки згiдно леми 3.6 випадок w(B) ≥ 3

неможливий (бо в противному випадку S ′ мiстить критичну множину

Клейнера K1), то w(B) ≤ 2, i маємо, що T = S↑{a}≤ = (S ′)↑a — ч. в. множина

ширини w(T ) ≤ 2.

Отже, ми довели наступну теорему.

Теорема 4.8. Довiльна ч. в. множина з додатно визначеною формою

Тiтса (min, max)-еквiвалентна ч. в. множинi ширини w 6 2.

Зiставимо ч. в. множинi S (незорiєнтований) граф S з множиною

вершин S i ребрами x — y, де x i y > x є сусiднiми (тобто не iснує z,

такого, що y > z > x). S назвемо ч. в. множиною без циклiв, якщо таким

є граф S.

Має мiсце наступна теорема.
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Теорема 4.9. Довiльна ч. в. множина з додатно визначеною формою

Тiтса (min, max)-еквiвалентна ч. в. множинi без циклiв.

Переходимо до доведення теореми.

Iз доведення теореми 4.8 випливає, що iснує ч. в. множина T , для якої

виконанi наступнi умови:

1) T ∼=(min,max) S;

2) T = A
∐

B, де w(A) = 1;

3) не iснує T ′, A′ i B′, таких, що виконанi умови 1), 2) i |A′| > |A|.
Зауважимо, що оскiльки за умовою теореми форма Тiтса qS(z) додатно

визначена, то такою ж є форма qT (z), а значить i форма qB(z).

Якщо B = ∅, то w(T ) = 1 i твердження теореми очевидне. Будемо

тепер вважати, що B 6= ∅. Покажемо спочатку, що B не мiстить

вузлових точок. Допустимо протилежне. Тодi згiдно твердження a) леми

4.5 вузловою є або мiнiмальна точка B, або максимальна точка B;

позначимо цю точку через x i покладемо в першому випадку T ′ = T ↑
x

та T ′ = T ↓
x в другому випадку. i оскiльки T ′ = (B \ {x})

∐
(A ∪ {a}),

де A ∪ {a} — ланцюг, то T ′, B′ = B \ {x} i A′ = A ∪ {a} задовольняють

умовам 1) та 2) i при цьому |A′| > |A|, а це протирiчить вибору T . Значить

w(B) = 2 (випадок w(B) ≥ 3 неможливий, бо тодi w(T ) ≥ 4 i форма Тiтса

S не є додатною).

Згiдно леми 4.4 S є односторонньою мiнiмаксною сумою двох ланцюгiв.

Якщо B є прямою сумою двох пiдмножин ширини 1, то твердження

теореми очевидне. В iншому разi можливi (з точнiстю до iзоморфiзму)

лише такi два випадки: 1) B = {x1 < x2 . . . < xp, y1 < y2 . . . < yq, xi < yj},
де або i = 1, j > 1, або i < p, j = q; 2) B = {x1 < x2 . . . < xp, y1 < y2 . . . <

yq, x1 < yj, xi < yq}, де 1 < i < p, 1 < j < q. I в першому випадку циклiв

не має сама ч. в. множина T , а в другому — ч. в. множина T ↑
x1

. Теорему

доведено.
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4.4. Серiйнi частково впорядкованi множини з

додатно визначеною формою Тiтса

Скiнченну чи нескiнченну ч. в. множину S iз додатно визначеною формою

Тiтса називатимемо серiйною, якшо для будь-якого натурального m iснує

ч. в. множина T , така, що

а) S є пiдмножиною T ;

б) |T \ S| = m;

в) форма Тiтса множини T додатно визначена.

Має мiсце наступна теорема.

Теорема 4.10. Ч. в. множина S з додатно визначеною формою Тiтса

є серiйною тодi i лише тодi, коли виконана одна iз таких умов:

1) S — пряма сума двох ланцюгiв;

2) S — одностороння мiнiмаксна сума двох ланцюгiв;

3) S — пряма сума ланцюга i майже ланцюга.

Зауважимо, що в умовах 1) i 3) ланцюги можуть бути порожнiми.

Геометрично умови 1) – 3) мають такий вигляд:

1) 2) q

q��
�
�
�
�
�
�
��

3)

q qq
q��

@@

@@

��

(тут вертикальнi лiнiї є ланцюгами, а похилi вiдрiзки не мiстять

промiжних точок).
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Ця теорема випливає по сутi iз результатiв роботи [29]. А саме, згiдно

основної теореми цiєї роботи нескiнченна ч. в. множина має додатно

визначену форму Тiтса тодi i лише тодi, коли вона має вигляд 1), 2) або 3);

це означає, що теорема 4.10 справедлива для нескiнченних ч. в. множин.

Безпосередньо iз доведення теореми iз роботи [29] випливає, що iснує

деяке натуральне число N , таке, що будь-яка скiнченна ч. в. множина

порядку бiльшого за N iз додатно визначеною формою Тiтса має вигляд

1), 2) або 3) (див. коментар до теореми 1.6 в останньому параграфi

першого роздiлу). Звiдси випливає теорема 4.10 для скiнченних ч. в.

множин.

Якщо користуватися теоремою 4.10, то легко побачити, що ч. в.

множина порядку n ≤ 7 з додатно визначеною формою Тiтса може не

бути серiйною. Наприклад, не є серiйною ч. в. множина (порядку 5)

T = {a, b1, b2, c1, c2 | b1 < b2, c1 < c2}.

4.5. Частково впорядкованi множини ширини ≤ 2 i

порядку < 8 з додатно визначеною формою Тiтса

Легко показати, що частково впорядкованi множини ширини ≤ 1 мають

додатно визначену форму Тiтса (див., наприклад, [29]). Тому надалi (в

цьому параграфi) ми будемо розглядати лише ч. в. множини ширини 2.

Згiдно теореми 4.10 ч. в. множина S ширини 2 з додатно визначеною

формою Тiтса є серiйною тодi i лише тодi, коли S — пряма сума двох

ланцюгiв, або одностороння мiнiмаксна сума двох ланцюгiв, або майже

ланцюг.

Позначимо через 〈m〉i ланцюг {1+i < 2+i < · · · < m+i} (для m, i > 0)

i покладемо 〈m〉 = 〈m〉0, 〈m,n〉i = 〈m〉i
∐
〈n〉m+i. Далi, для не порожнiх

ланцюгiв L i L′ позначимо через L ↗ L′ їх праву мiнiмаксну суму (що

не є прямою сумою), i для довiльних ч. в. множин X, Y i Z покладемо
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[X < Y < Z] = [[X < Y ] < Z]. Нарештi, покладемо Dij = 〈i, j〉0,
Mij = 〈i〉 ↗ 〈j〉i i Qij = [〈i〉 < 〈1, 1〉i < 〈j〉i+2].

Легко бачити, що ч. в. множина ширини 2 i порядку < 8 є серiйною

тодi i лише тодi, коли вона iзоморфна однiй iз наступних ч. в. множин:

Dij для i, j > 0 i i+ j < 8, або Mij для i, j > 0 i 2 < i+ j < 8, або Qij для

i, j > 0 i i + j < 6.

У цьому параграфi ми опишемо не серiйнi ч. в. множини ширини

2 i порядку < 8 з додатно визначеною формою Тiтса. При цьому iз

леми 4.2 випливає, що це достатньо робити з точнiстю до 0-iзоморфiзму

i дуальностi; той факт, що ч. в. множини X i Y є 0-iзоморфними, ми

записуватимемо — X ∼=0 Y ,

Такi ч. в. множини описує наступна теорема.

Теорема 4.11. Нехай S — не серiйна ч. в. множина ширини 2 i

порядку < 8. Тодi форма Тiтса для S є додатно визначеною тодi i лише

тодi, коли S0 є об’єднанням верхньої та нижньої пiдмножин i S 0-

iзоморфна або 0-антиiзоморфна однiй з наступних ч. в. множин (яка

складається iз елементiв 1, . . . , n i є правою сумою ланцюгiв {1 ≺ . . . ≺
i} та {i + 1 ≺ . . . ≺ n}, де i 6 n/2 ) :

A) (порядку 5)

R1 = {2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5, 1 ≺ 4},
R2 = {1 ≺ 2 ≺ 5, 3 ≺ 4 ≺ 5},
R3 = {1 ≺ 2, 3 ≺ 4 ≺ 5, 1 ≺ 4},
R4 = {1 ≺ 2 ≺ 5, 3 ≺ 4 ≺ 5, 1 ≺ 4};

B) (порядку 6)
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R5 = {2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6, 1 ≺ 5},
R6 = {2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6, 1 ≺ 4},
R7 = {1 ≺ 2 ≺ 6, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6},
R8 = {1 ≺ 2, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6, 1 ≺ 5},
R9 = {1 ≺ 2, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6, 1 ≺ 4},
R10 = {1 ≺ 2 ≺ 6, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6, 1 ≺ 5},
R11 = {1 ≺ 2 ≺ 6, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6, 1 ≺ 4},
R12 = {1 ≺ 2 ≺ 5, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6, 1 ≺ 4},
R13 = {1 ≺ 2 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 6, 2 ≺ 6},
R14 = {1 ≺ 2 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 6, 1 ≺ 5, 2 ≺ 6},

C) (порядку 7)

R15 = {2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7, 1 ≺ 6},
R16 = {2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7, 1 ≺ 4},
R17 = {1 ≺ 2 ≺ 7, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7},
R18 = {1 ≺ 2, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7, 1 ≺ 6},
R19 = {1 ≺ 2, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7, 1 ≺ 4},
R20 = {1 ≺ 2 ≺ 7, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7, 1 ≺ 6},
R21 = {1 ≺ 2 ≺ 7, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7, 1 ≺ 5},
R22 = {1 ≺ 2 ≺ 7, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7, 1 ≺ 4},
R23 = {1 ≺ 2 ≺ 6, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7, 1 ≺ 4},
R24 = {1 ≺ 2 ≺ 5, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7, 1 ≺ 4},
R25 = {1 ≺ 2 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7, 2 ≺ 7},
R26 = {1 ≺ 2 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7, 1 ≺ 6},
R27 = {1 ≺ 2 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7, 1 ≺ 6, 2 ≺ 7},
R28 = {1 ≺ 2 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7, 1 ≺ 5, 2 ≺ 7},
R29 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 7, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7, 1 ≺ 6},
R30 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 7, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7, 1 ≺ 5, 2 ≺ 6}.

Необхiднiсть випливає iз наступного твердження.
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Твердження 4.12. Нехай S — ч. в. множина ширини 2 i порядку

< 8, яка не мiстить в собi пiдмножини 0-iзоморфної C1, C2 або C3

(див. таблицю 1 у попередньому раздiлi). Тодi S 0-iзоморфна або 0-

антиiзоморфна однiй з наступних ч. в. множин: Dij для j > i > 0 i

i + j < 8, Mij для j > i > 0 i 2 < i + j < 8, Q0j для 0 6 j < 6, Ri для

i = 1, 2, . . . , 30, Ci для i = 5, 7, 8, 9.

Зауважимо, що кожна з ч. в. множин Dij, Mij, Qij, Rij i Ci (i 6= 1) є

правою сумою ланцюгiв {1 ≺ . . . ≺ i} i {i + 1 ≺ . . . ≺ n}. Твердження

4.12 можна довести перебором, з точнiстю до 0-iзоморфiзму, всiх правих

сум S двох ланцюгiв у випадку, коли n = |S| < 8 (див. лему 4.5).

Назвемо пару елементiв (x, y) сусiдньою, якщо x, y належать рiзним

ланцюгам множини S, x < y, не iснує елемента z 6= x, y такого, що x <

z < y. Кiлькiсть сусiднiх пар позначимо r.

Тодi для n = m = 1 умовi твердження задовiльняє лише один випадок

D11.

Для n = 1, m = 2 можливi такi випадки: при r = 0 - D12, при r = 1 -

M12.

Для n = 1, m = 3 можливi такi випадки: при r = 0 - D13, при r = 1 -

M13, Q02.

Для n = 1, m = 4 можливi такi випадки: при r = 0 - D14, при r = 1 -

M14, R1, Q03.

Для n = 1, m = 5 можливi такi випадки: при r = 0 - D15, при r = 1 -

M15, R5, R6, Q04.

Для n = 1, m = 6 можливi такi випадки: при r = 0 - D16, при r = 1 -

M16, R15, R16, C5, Q05.

Для n = 2, m = 2 можливi такi випадки: при r = 0 - D22, при r = 1 -

M22.

Для n = 2, m = 3 можливi такi випадки: при r = 0 - D23, при r = 1 -

M23, R2, R3, при r = 2 - R4.
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Для n = 2, m = 4 можливi такi випадки: при r = 0 - D24, при r = 1 -

M24, R7, R8, R9, при r = 2 - R10, R11, R12.

Для n = 2, m = 5 можливi такi випадки: при r = 0 - D25, при r = 1 -

M25, R17, R18, R19, C7, при r = 2 - R20, R21, R22, R23, R24.

Для n = 3, m = 3 можливi такi випадки: при r = 0 - D33, при r = 1 -

M33, R7, R13, при r = 2 - R14. Зауважимо, що множинa {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 6, 4 ≺
5 ≺ 6, 2 ≺ 5} ∼=0 Rop

11, a множинa {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 6, 4 ≺ 5 ≺ 6, 1 ≺ 5} ∼=0 Rop
10.

Для n = 3, m = 4 можливi такi випадки: при r = 0 - D34, при r = 1 -

M34, R25, R26, C8, C9, при r = 2 - R27, R28, R29, при r = 3 - R30. Зауважимо,

що множинa {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 6, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7, 2 ≺ 5} ∼=0 Rop
23.

Щоб довести достатнiсть теореми 4.11, треба показати, що ч. в.

множини R1–R30 мають додатну форму Тiтса. Оскiльки кожна множина

Rj порядку 5 або 6 i пiдмножиною деякого Ri порядку 7, це достатньо

розглянути лише для множин порядку 7, тобто R15, R16, . . . , R30.

Ми маємо наступнi рiвностi: (R15)
↑
2
∼= R18, (R18)

↑
3
∼= R26, (R26)

↑
4
∼= Rop

25 ,

(R25)
↓
3
∼= R17, (R17)

↑
1
∼= Rop

19 i (R19)
↓
2
∼= R16; (R24)

↑
3
∼=0 R22, (R22)

↑
3
∼=0 R20 i

(R20)
↑
3
∼= R27; (R23)

↑
3
∼=0 R21, (R21)

↑
3
∼= R28 i (R28)

↑
4
∼=0 R29.

Таким чином, кожна iз множин S1 = {Ri | i = 15, 16, 17, 18, 19, 25, 26},
S2 = {Ri | i = 20, 22, 24, 27} i S3 = {Ri | i = 21, 23, 28, 29} складається

iз попарно 0-iзоморфних або 0-антиiзоморфних ч. в. множин i тому

достатньо показати (згiдно леми 4.2), що R30 i, наприклад, R15, R23 та

R24 мають додатну форму Тiтса. А це випливає iз наступних рiвностей:

qR15
= x2

0+x2
1+x2

2+x2
3+x2

4+x2
5+x2

6+x2
7+x1x6+x1x7+x2x3+x2x4+x2x5+

x2x6+x2x7+x3x4+x3x5+x3x6+x3x7+x4x5+x4x6+x4x7+x5x6+x5x7+x6x7−
x0(x1+x2+x3+x4+x5+x6+x7) = (x1+

1
2x6+

1
2x7− 1

2x0)
2+(x2+

1
2x3+

1
2x4+

1
2x5+

1
2x6+

1
2x7− 1

2x0)
2+ 3

4(x3+
1
3x4+

1
3x5+

1
3x6+

1
3x7− 1

3x0)
2+ 2

3(x4+
1
4x5+

1
4x6+

1
4x7− 1

4x0)
2+ 5

8(x5+
1
5x6+

1
5x7− 1

5x0)
2+ 7

20(x6− 3
7x7+

3
7x0)

2+ 2
7(x7+

3
4x0)

2+ 1
8x

2
0

qR23
= x2

0 +x2
1 +x2

2 +x2
3 +x2

4 +x2
5 +x2

6 +x2
7 +x1x2 +x1x4 +x1x5 +x1x6 +

x1x7 +x2x6 +x2x7 +x3x4 +x3x5 +x3x6 +x3x7 +x4x5 +x4x6 +x4x7 +x5x6 +
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x5x7 + x6x7−x0(x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7) = (x1 + 1
2x2 + 1

2x4 + 1
2x5 +

1
2x6 + 1

2x7− 1
2x0)

2 + 3
4(x2− 1

3x4− 1
3x5 + 1

3x6 + 1
3x7− 1

3x0)
2 +(x3 + 1

2x4 + 1
2x5 +

1
2x6 + 1

2x7 − 1
2x0)

2 + 5
12(x4 − 1

5x5 + 1
5x6 + 1

5x7 − 1
5x0)

2 + 2
5(x5 + 1

4x6 + 1
4x7 −

1
4x0)

2 + 3
8(x6 − 1

3x7 + 1
3x0)

2 + 1
3(x7 + 1

2x0)
2 + 1

4x
2
0

qR24
= x2

0 + x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 + x2
5 + x2

6 + x2
7 + x1x2 + x1x4 + x1x5 +

x1x6 + x1x7 + x2x5 + x2x6 + x2x7 + x3x4 + x3x5 + x3x6 + x3x7 + x4x5 +

x4x6 + x4x7 + x5x6 + x5x7 + x6x7 − x0(x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7) =

(x1 + 1
2x2 + 1

2x4 + 1
2x5 + 1

2x6 + 1
2x7− 1

2x0)
2 + 3

4(x2− 1
3x4 + 1

3x5 + 1
3x6 + 1

3x7−
1
3x0)

2 + (x3 + 1
2x4 + 1

2x5 + 1
2x6 + 1

2x7 − 1
2x0)

2 + 5
12(x4 + 1

5x5 + 1
5x6 + 1

5x7 −
1
5x0)

2 + 2
5(x5 − 1

4x6 − 1
4x7 + 1

4x0)
2 + 3

8(x6 − 1
3x7 + 1

3x0)
2 + 1

3(x7 + 1
2x0)

2 + 1
4x

2
0

qR30
= x2

0 +x2
1 +x2

2 +x2
3 +x2

4 +x2
5 +x2

6 +x2
7 +x1x2 +x1x3 +x1x5 +x1x6 +

x1x7 +x2x3 +x2x6 +x2x7 +x3x7 +x4x5 +x4x6 +x4x7 +x5x6 +x5x7 +x6x7−
x0(x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x7) = (x1 + 1

2x2 + 1
2x3 + 1

2x5 + 1
2x6 + 1

2x7 −
1
2x0)

2+ 3
4(x2+ 1

3x3− 1
3x5+ 1

3x6+ 1
3x7− 1

3x0)
2+ 2

3(x3− 1
4x5− 1

2x6+ 1
4x7− 1

4x0)
2+

(x4 + 1
2x5 + 1

2x6 + 1
2x7− 1

2x0)
2 + 3

8(x5 + 1
3x7− 1

3x0)
2 + 1

4x
2
6 + 1

3(x7 + 1
2x0)

2 + 1
4x

2
0

Теорема 4.11 доведена.

Доведену теорему можна переформулювати наступним чином.

Теорема 4.13. Ч. в. множина S ширини 2 i порядку < 8 має додатно

визначену форму Тiтса тодi i лише тодi, коли вона iзоморфна або

антиiзоморфна однiй iз зазначених в таблицi 2 ч. в. множин 1–45.

Зауважимо, що таблиця 2 розташована в останньому параграфi цього

роздiлу; запис i = j′ або i = j′′ в цiй таблицi означає те ж саме, що i в

таблицi 1 (див. коментарi до таблицi 1 у попередньому роздiлi).

4.6. Частково впорядкованi множини ширини ≤ 2 i

порядку 8 з додатно визначеною формою Тiтса

У цьому параграфi ми доведемо наступну теорему.
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Теорема 4.14. Довiльна ч. в. множина ширини ≤ 2 i порядку 8 з

додатно визначеною формою Тiтса є серiйною.

Як ми вже говорили в попередньому параграфi, частково впорядкованi

множини ширини ≤ 1 мають додатно визначену форму Тiтса [29]. Тому

надалi (в цьому параграфi) ми будемо розглядати лише ч. в. множини

ширини 2.

Серiйнi множини описує теорема 4.10. Надалi пiд умовами 1) – 3) ми

будемо розумiти саме умови цiєї теореми. При цьому в умовi 3) ланцюг

треба вважати порожнiм (бо ми розглядаємо лише ч. в. множини ширини

2), тобто маємо майже ланцюг.

Нехай S — ч. в. множина ширини 2 i порядку 8 з додатно визначеною

формою Тiтса. Доведення теореми 4.14 залежить вiд числа s = |S0| (чим

менше s, тим бiльш складне доведення).

Iз леми 4.1 i факту, що ч. в. множина, 0-iзоморфна деякому майже

лагцюгу, є також майже ланцюгом, випливає, що пiдмножину S0 можна

вважати верхньою. Зауважимо, що iз w(S) = 2 маємо s 6= 7, 8.

Доведемо спочатку, що коли s = 6, 5, 4, 3, 2, то S задовольняє умовi 2),

тобто є майже ланцюгом.

Нам будуть потрiбнi P -критичнi частково впорядкованi множини

ширини 2, якi в таблицi 1 є основними, тобто тi, що занумерованi

натуральним числом (а не i′ чи i”). Позначимо T1 = C1, T2 = C2, T3 = C3,

T4 = C5, T5 = C7, T6 = C8, T7 = C9, T8 = C13, T9 = C10, T10 = C17,

T11 = C24, T12 = C26, T13 = C21, T14 = C16, T15 = C15, T16 = C19, T17 = C18,

T18 = C28, T19 = C20, T20 = C29 (Ti iз статтi [46]).

Згiдно твердження 4.12 можуть бути (з точнiстю до iзоморфiзму i

дуальностi) наступнi можливостi для ч. в. множини S◦ порядку 8 − s:

у випадку s = 6, S◦1 = D11; у випадку s = 5, S◦1 = D12; у випадку s = 4,

S◦1 = D13, S◦2 = D22, S◦3 = M22; у випадку s = 3, S◦1 = D14, S◦2 = D23,

S◦3 = M23, S◦4 = R3; у випадку s = 2, S◦1 = D15, S◦2 = D24, S◦3 = D33,
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S◦4 = M24, S◦5 = M33, S◦6 = R8, S◦7 = R9, S◦8 = R13, S◦9 = R14.

Зауважимо, що оскiльки ч. в. множини Ti (i = 1, 2, . . . , 20)

розглядаються з точнiстю до 0-iзоморфiзму i 0-антиiзоморфiзму, то S◦

можна описувати з точнiстю до iзоморфiзму i дуальностi; при цьому ми

не розглядаємо тi S◦, якi мiстять пiдмножину, що 0-iзоморфна або 0-

антиiзоморфна деякому Ti).

Розглянемо кожний iз випадкiв.

У випадку s = 6, S◦ ∼= S◦1 i тому S є майже ланцюгом. Випадки

s = 5, 4, 3, 2 неможливi, оскiльки для кожного s всi ч. в. множини

Ssi = [S◦i < Ls], де S◦i пробiгає вказанi вище множини, а Ls = {8− s+1 ≺
8 − s + 2 ≺ . . . ≺ 8} є ланцюгом порядку s, мiстить (власну чи не

власну) пiдмножину, iзоморфну деякому Tj: для (s, i) = (4, 2), (3, 2), (3, 3),

(2, 2), (2, 3), (2, 4), (2, 5), (2, 6), (2, 8), (2, 9) Ssi мiстить пiдмножину T ∼= T3;

для (s, i) = (4, 1), (3, 1), (3, 4) Ssi мiстить пiдмножину T ∼= T4; для (s, i) =

(5, 1), (4, 3), (2, 1) маємо вiдповiдно: Ssi
∼= T9, T13, T8; для (s, i) = (2, 7) Ssi

мiстить пiдмножину T ∼=0 T4 (T = Ssi \ {3}).
Тепер ми доведемо, що якщо s = 1, то S задовольняє умову 2), причому

один iз ланцюгiв складається iз одного елемента.

Згiдно твердження 4.12 у цьому випадку можуть бути наступнi

можливостi для ч. в. множини S◦ порядку 7: S◦1 = D16, S◦2 = D25,

S◦3 = D34, S◦4 = M25, S◦5 = M34, S◦6 = R18, S◦7 = R19, S◦8 = R25, S◦9 = R26,

S◦10 = R27, S◦11 = R28.

У випалку S◦ = S◦1 ч. в. множина S задовольняє умову 2), де один

iз ланцюгiв складається iз одного елемента. Усi iншi випадки неможливi,

оскiльки кожна множина Si = [S◦i < L1], де L1 = {8} є одноелементною

множиною i i = 2, 3, . . . , 11, мiстить (власну чи нi) пiдмножину, яка 0-

iзоморфна деякому T = Tj (j = 1, 2, . . . , 20): для i = 3, 5, 8 Si мiстить

пiдмножину T ∼= T7; для i = 6 Si мiстить пiдмножину T ∼= T4; для i =

2, 4, 7 Si
∼= T10, T12, T11 вiдповiдно; для i = 9, 10, 11, Si мiстить пiдмножину
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T ∼=0 T3 (T = S9 \ {4, 5}, S10 \ {3, 6}, S11 \ {4, 7}, вiдповiдно).

Нарештi ми доведемо, що якщо s = 0, то S задовольняє умову 1) або

2).

Нам знадобиться наступне твердження, яке є аналогом твердження

4.12 на випадок ч. в. множин порядку 8 без вузлових елементiв.

Твердження 4.15. Нехай S — ч. в. множина ширини 2 i порядку

8, яка не мiстить пiдмножини, iзоморфної ч. в. множинi T1 або T2, i

нехай S не має вузлових елементiв.

Тодi S iзоморфне або антиiзоморфне одному iз наступних ч. в.

множин:

S1 = D17, S2 = D26, S3 = D35, S4 = D44,

S5 = M26, S6 = M35, S7 = M44,

S8 = {1 ≺ 2, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 1 ≺ 6},
S9 = {1 ≺ 2, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 1 ≺ 5},
S10 = {1 ≺ 2 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 1 ≺ 6},
S11 = {1 ≺ 2 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 1 ≺ 5},
S12 = {1 ≺ 2 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 1 ≺ 6, 2 ≺ 8},
S13 = {1 ≺ 2 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 1 ≺ 5, 2 ≺ 8},
S14 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 3 ≺ 8},
S15 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 1 ≺ 6, 2 ≺ 8},
S16 = {1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8, 1 ≺ 6, 3 ≺ 8},
S17 = T14, S18 = T15, S19 = T16, S20 = T17,

S21 = T18, S22 = T19, S23 = T20.

Твердження можна довести перебором, з точнiстю до iзоморфiзму, всiх

напiвмiнiмаксних правих сум (без вузлових елементiв) S двох ланцюгiв у

випадку, коли n = |S| = 8 (див. лему 4.4). Це можна зробити аналогiчно

розглянутому вище доведенню твердження 4.12.

Таким чином, для доведення теореми 4.14 ми повиннi розглянути

випадки, коли S = Si, i = 1, 2, . . . , 16.
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Ч. в. множина S задовольняє умову 1) у випадках S = S1, S2, S3, S4 i

умову 2) у випадках S = S5, S6, S7. Усi iншi випадки неможливi, оскiльки

кожна ч. в. множина Si, i = 8, 9, . . . , 16, мiстить (власну) пiдмножину,

0-iзоморфну (в дiйсностi iзоморфну, якщо i 6= 16) ч. в. множинi T = Tp(i).

А саме, треба покласти p(i) = 4 для i = 8, p(i) = 5 для i = 9, 10, 12,

p(i) = 6 для i = 11, 13, 15, p(i) = 7 для i = 14 i p(i) = 3 для i = 16 (в

останньому випадку T = S \ {4, 5}).
Теорема 4.14 доведена.

4.7. Частково впорядкованi множини ширини 3 i

порядку < 8 з додатно визначеною формою Тiтса

У цьому параграфi ми доведемо наступну теорему.

Теорема 4.16. Ч. в. множина S ширини 3 i порядку < 8 має додатно

визначену форму Тiтса тодi i лише тодi, коли вона iзоморфна або

антиiзоморфна однiй iз зазначених в таблицi 2 ч. в. множин 46–108.

Таблиця 2 розташована в останньому параграфi цього роздiлу. Запис

i = j′ або i = j′′ в цiй таблицi означає те ж саме, що i в таблицi 1 (див.

коментарi до таблицi 1 у попередньому роздiлi).

Ч. в. множину, зазначену в таблицi 2 пiд номером i, будемо позначати

через Pi. Його точки будемо нумерувати числами 1, 2, . . . , |Pi| таким

чином, що якщо частковий порядок на ньому позначити символом ≺, то

i < j щораз, коли i ≺ j або i перебуває (на малюнку) лiвiше j.

Переходимо до доведення теореми 4.16.

Нехай S — ч. в. множина ширини 3 з додатно визначеною формою

Тiтса. Зафiксуємо в S деякий максимальний елемент a. Тодi в S↑{a}<

елемент a є як максимальним, так i мiнiмальним, а значить S ′ =

{a}
∐

(S ′ \ a). Покладемо B = S ′ \ a. Оскiльки випадок w(B) ≥
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3 неможливий (тому що в противному випадку S ′ мiстить критичну

множину Клейнера K1), то w(B) ≤ 2, i виходить, ч. в. множина T =

S↑{a}≤ = (S ′)↑{a} має ширину w(T ) ≤ 2; бiльш того, оскiльки w(S) = 3,

то w(T ) = 2 (оскiльки довiльна ч. в. множина, (min, max)-еквiвалентна

множинi ширини 1, також має ширину 1). Отже, описати всi (з точнiстю

до iзоморфiзму) ч. в. множини ширини 3 з додатною формою Тiтса

можна в такий спосiб: спочатку описати такi ч. в. множини ширини

w = 2, а потiм для кожної з них описати всi (min, max)-еквiвалентнi

їй ч. в. множини ширини 3. За твердженням 2.12 замiсть (min, max)-

еквiвалентних множин можна розглядати min-еквiвалентнi, що ми часто

й будемо робити.

Ч. в. множини ширини 2 з додатною формою Тiтса описанi в параграфi

4.5. (див. теорему 4.13). Оскiльки наведенi в таблицi 2 ч. в. множини

ширини 2 вичерпуються множинами P1–P45, то для доведення теореми

4.16 залишилося показати, що якщо для кожної iз ч. в. множин P1–

P45 i P op
1 –P op

45 описати всi (min, max)-еквiвалентнi йому ч. в. множини

ширини 3, то в результатi одержимо (з точнiстю до iзоморфiзму) всi ч. в.

множини P46–P108 i P op
46 –P op

108. До того ж робити це не обов’язково для

всiх множина P1–P45 i P op
1 –P op

45 — їх досить розглядати з точнiстю до

(min, max)-еквiвалентностi. Крiм того, їх досить розглядати i з точнiстю

до дуальностi (тому що (Sop)↑X = (S↑S\X)op), але тодi i множини P46–P108,

P op
46 –P op

108 ми повиннi одержати з точнiстю до дуальностi. Оскiльки

1) (P2)
↑↑
11
∼= P1, (P3)

↓
2
∼= P1, (P4)

↑

1
∼= P op

3 ,

2) (P7)
↑↑
11
∼= P6, (P8)

↑
1
∼= P op

6 , (P9)
↑↑
11
∼= P8, (P10)

↓
2
∼= P6, (P11)

↓
2
∼= P8,

(P12)
↓
3
∼= P11, (P13)

↑
1
∼= P op

12 ,

3) (P15)
↑↑
11
∼= P14, (P16)

↓↓
66
∼= P17, (P17)

↓
3
∼= P14, (P18)

↓↓
66
∼= P19, (P19)

↓
3
∼= P16,

(P20)
↓
3
∼= P18,

4) (P22)
↑↑
11
∼= P21, (P23)

↑↑
11
∼= P22, (P24)

↑
1
∼= P op

21 , (P25)
↑↑
11
∼= P24, (P26)

↓
2
∼= P21,

(P27)
↓
2
∼= P24, (P28)

↑
1
∼= P op

26 , (P29)
↓
3
∼= P27, (P30)

↓
3
∼= P28,
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5) (P32)
↑↑
11
∼= P31, (P36)↓↓77

∼= P37, (P37)
↓
3
∼= P31, (P40)

↑↑
12
∼= P op

31 , (P41)
↑↑
11
∼=

P40, (P43)
↓
3
∼= P40,

6) (P34)
↑↑
11
∼= P33, (P35)

↑↑
11
∼= P34, (P38)

↓↓
77
∼= P39, (P39)

↓
3
∼= P33, (P42)

↓
3
∼= P38,

(P44)
↑
4
∼= P op

42 ,

то досить обмежитися, наприклад, ч. в. множинами P1, P5, P6, P14, P21,

P31, P33, P45.

Перед тим, як продовжити доведення, розглянемо деякi допомiжнi

твердження. При цьому будемо розглядати довiльнi ч. в. множини, а не

лише тi, якi мають додатну форму Тiтса.

Нехай S — ч. в. множина. Точку x ∈ S назвемо бiланцюговою, якщо

обидвi пiдмножини S(x) i S><(x) є ланцюговими. Для y ∈ S позначимо

через S>(y) пiдмножину всiх z ∈ S таких, що z > y, i покладемо S≥(y) =

S>(y) ∪ y.

Лема 4.17. Якщо X — нижня ланцюгова пiдмножина в S, така, що

S \X також є ланцюговою, то S↑X має (як i S) ширину 2.

Дiйсно, за твердженням 2.7 X i S \ X є ланцюговими i в S↑X , а тому,

S↑X має ширину 2.

Лема 4.18. a) Якщо X 6= ∅ — нижня ланцюгова пiдмно-

жина в S, складається з бiланцюгових точок, то S↑X має ширину 2.

a′) Якщо X 6= S — нижня пiдмножина в S така, що S \ X є

ланцюговою i складається з бiланцюгових точок, то S↑X має ширину

2.

Доведення. Розглянемо спочатку твердження a).

Позначимо через a i b вiдповiдно мiнiмальну i максимальну точку

X. Так як точка b бiланцюгова, то пiдмножина L = X ∪ S>(b) є

ланцюговою. Ч. в. пiдмножина L′ = S \ L також є ланцюговою, iнакше

вона мiстила б непорiвняльнi точки x i y, i якщо при цьому x, y ∈ S><(a),
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то S><(a) не є ланцюговою, а якщо a < x або a < y, то S(a) = S≥(a) не

є ланцюговою; в обох випадках одержуємо протирiччя. Далi, оскiльки

будь-яка точка x ∈ X непорiвняльна з будь-якою точкою y ∈ L′ (iнакше

S(x) не була б ланцюговою), то в S↑X виконується нерiвнiсть X > L′ i

тому пiдмножина L′′ = L′ ∪ X множини S↑X є ланцюговою. Отже, S↑X є

сумою ланцюгових пiдмножин L′′ i L \X, а тому, має ширину 2.

Твердження a′) доводиться дуальним чином з урахуванням леми 2.18.

Зауважимо, що з доведення випливає, що в цьому випадку i сама

множина S має ширину 2.

У всiх наступних лемах Y — нижня пiдмножина S i X — нижня

пiдмножина Y , — такi, що X < S \ Y . При цьому доведеннi

будемо користуватися рiвнiстю S↑↑Y X = S↑↓XZ (див. лему 2.19), а також

твердженням 2.7 i дуальним до нього твердженням (часто не посилаючись

на них).

Лема 4.19. Якщо X, Y0 = Y \ X i Z = S \ Y є ланцюговими, то

T = S↑↑Y X має (як i S) ширину 2.

Дiйсно, оскiльки X ∪ Z i Y0 — ланцюговi пiдмножини S, i S = (X ∪
Z) ∪ Y0, то X ∪ Z i Y0 є ланцюговими i в T , причому T = (X ∪ Z) ∪ Y0.

Лема 4.20. b) Нехай X має ширину 2, Y0 = Y \ X —

непорожня ланцюгова пiдмножина i a — максимальна точка Y0. Якщо

ланцюговими є Z = S \ Y i S(a) ∩X, то T = S↑↑Y X має ширину 2.

b′) Нехай Z має ширину 2, Y0 = Y \ X — непорожня ланцюгова

пiдмножина i a — мiнiмальна точка Y0. Якщо ланцюговими є X i

S(a) ∩ Z, то T = S↑↑Y X має ширину 2.

Зауважимо, що S може мати ширину w > 2.
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Доведення. Розглянемо спочатку твердження b). Очевидно, що Y0 i Z

є ланцюговими i в T , причому Z < X; крiм того, i K = T><(a) ∩ X

є ланцюговою. Представимо X у виглядi об’єднання (що попарно не

перетинаються) ланцюгових пiдмножин L0, L1 i L2 таких, що L0 < L1∪L2

(можливо, L0 = ∅), i позначимо через b i c мiнiмальнi точки множин

L1 ∪ L2. Оскiльки K є ланцюговою, то в T або a < b, або a < c; нехай,

наприклад, a < b. Тодi T є об’єднанням ланцюгових пiдмножин Y0 ∪ L1 i

Z ∪ L0 ∪ L2.

Твердження b′) виходить iз твердження b) шляхом переходу вiд S до

Sop з урахуванням рiвностi S↑↓XZ = S↓↑ZX (див. лему 2.19).

Лема 4.21. Нехай Y задовольняє умовi леми 4.17, тобто Y i Z =

S \ Y є ланцюговими. Тодi T = S↑↑Y X має ширину 2.

Дiйсно, у цьому випадку ланцюговою є i пiдмножина X, i лема

випливає з леми 4.19.

Лема 4.22. Нехай Y задовольняє умовi твержде-

ння a) леми 4.18, тобто Y — непорожня ланцюгова пiдмножина,

складається з бiланцюгових точок. Тодi T = S↑↑Y X має ширину 2.

Доведення. Будемо вважати, що X 6= ∅ (iнакше маємо твердження a)

леми 4.18). Очевидно, що Y0, Z i X є ланцюговими в S (Y0 i X ланцюговi,

тому що Y ланцюгова, а Z ланцюгова, оскiльки X < Z i кожна точка з X

є бiланцюговою), а тому, i в T ; крiм того, Z < X в T . Тодi T має ширину

2, тому що воно є об’єднанням пiдмножин Y0 i Z ∪X.

Лема 4.23. Нехай Y задовольняє умовi твержде-

ння a′) леми 4.18, тобто Z = S \ Y — непорожня ланцюгова

пiдмножина, що складається з бiланцюгових точок. Тодi T = S↑↑Y X

має ширину 2.
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Доведення. Можна вважати, що X 6= ∅ (iнакше маємо твердження a′)

леми 4.18). Позначимо через b мiнiмальну точку Z. Так як b бiланцюговая,

то ланцюговою є пiдмножина L = Z ∪ S<(b) (а тому, i X). Крiм

того, ланцюговою є пiдмножина L′ = S \ L (див. доведення леми

4.18). Позначимо через L1 ланцюгову пiдмножину S<(b) \ X. Тодi S

є об’єднанням ланцюгових пiдмножин L = X ∪ L1 ∪ Z i L′, причому

X < L1 < Z. Оскiльки X, L1, Z i L′ є ланцюговими пiдмножинами i в T ,

i при цьому Z < L1 < X, то T має ширину 2.

За сказаним вище, для завершення доведення теореми 4.16 нам

залишилося показати, що якщо для кожної з ч. в. множин P1, P5, P6, P14,

P21, P31, P33, P45 описати всi min-еквiвалентнi їй ч. в. множини ширини 3,

то в результатi одержимо, з точнiстю до iзоморфiзму i антиiзоморфiзму,

усi ч. в. множини P46–P108. При цьому будемо користуватися схемою,

описаною у попередньому параграфi, з урахуванням лем 4.17–4.23.

Якщо говорити бiльш докладно, доведення будемо проводити по

наступнiй схемi:

A) Для ч. в. множин S = P1, P5, P6, P14, P21, P31, P33, P45 описати всi

нижнi власнi пiдмножини X i побудувати всi ч. в. множини виду T = S↑X .

При цьому не розглядаються X, якi задовольняють умовi леми 4.17, умовi

твердження a) або умовi твердження a′) леми 4.18.

B) Для зазначених в A) ч. в. множин S описати всi пари (Y,X), що

складаються iз власної нижньої пiдмножини Y в S i нижньої непорожньої

пiдмножини X в Y , такої, що X < S \ Y , i побудувати всi ч. в. множини

виду T = S↑↑Y X . При цьому за лемою 4.21 -i 4.23 у якостi Y не потрiбно

брати тi пiдмножини, якi виключенi з розгляду в A). Не потрiбно також

розглядати випадок X = Y , тому що для розглянутих ч. в. множин S

нерiвнiсть Y < S \ Y можлива лише для ланцюгових S \ Y , а тодi S↑↑Y Y

має ширину 2.
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C) Переконатися в тому, що в A)–B) ч. в. множина Pi або P op
i

зустрiчається в якостi T хоча б один раз для кожного i = 46, 47, . . . , 108.

Використаємо зазначену схему.

Крок AAA). Опишемо всi нижнi пiдмножини в ч. в. множинах P1, P5,

P6, P14, P21, P31, P33, P45 (якi задовольняють зазначеним при описi схеми

умовам). Ними будуть:

для P1 — A1,1 = {1, 2}, A1,2 = {1, 2, 3}, A1,3 = {1, 2, 3, 4};
для P5 — A5,1 = {1}, A5,2 = {1, 3}, A5,3 = {1, 2, 3}, A5,4 = {1, 3, 4},

A5,5 = {1, 2, 3, 4};
для P6 — A6,1 = {1, 2}, A6,2 = {1, 2, 3}, A6,3 = {1, 2, 3, 4}, A6,4 =

{1, 2, 3, 4, 5};
для P14 — A14,1 = {1}, A14,2 = {1, 3}, A14,3 = {1, 2, 3}, A14,4 = {1, 3, 4},

A14,5 = {1, 2, 3, 4}, A14,6 = {1, 2, 3, 4, 5};
для P21 — A21,1 = {1, 2}, A21,2 = {1, 2, 3}, A21,3 = {1, 2, 3, 4}, A21,4 =

{1, 2, 3, 4, 5}, A21,5 = {1, 2, 3, 4, 5, 6};
для P31 — A31,1 = {1}, A31,2 = {1, 3}, A31,3 = {1, 2, 3}, A31,4 = {1, 3, 4},

A31,5 = {1, 2, 3, 4}, A31,6 = {1, 2, 3, 4, 5}, A31,7 = {1, 2, 3, 4, 5, 6};
для P33 — A33,1 = {1}, A33,2 = {1, 3}, A33,3 = {1, 2, 3}, A33,4 = {1, 3, 4},

A33,5 = {1, 2, 3, 4}, A33,6 = {1, 3, 4, 5}, A33,7 = {1, 2, 3, 4, 5}, A33,8 =

{1, 2, 3, 4, 5, 6},
для P45 — A45,1 = {1}, A45,2 = {1, 4}, A45,3 = {1, 2}, A45,4 =

{1, 2, 4}, A45,5 = {1, 4, 5}, A45,6 = {1, 2, 3, 4}, A45,7 = {1, 2, 4, 5}, A45,8 =

{1, 2, 3, 4, 5}, A45,9 = {1, 2, 4, 5, 6}, A45,10 = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.
Позначимо через Qi,j, де i = 1, 5, 6, 14, 21, 31, 33, 45, ч. в. множину S↑X

при S = Pi i X = Ai,j. Тодi легко переконатися в тому, що Q1,1
∼= P op

47 ,

Q1,2
∼= P46, Q1,3

∼= P47, Q5,1
∼= P50, Q5,2

∼= P48, Q5,3
∼= P48, Q5,4

∼= P50,

Q5,5
∼= P48, Q6,1

∼= P op
54 , Q6,2

∼= P51, Q6,3
∼= P57, Q6,4

∼= P52, Q14,1
∼= P64,

Q14,2
∼= P55, Q14,3

∼= P op
56 , Q14,4

∼= P62, Q14,5
∼= P58, Q14,6

∼= P59, Q21,1
∼= P op

71 ,

Q21,2
∼= P68, Q21,3

∼= P79, Q21,4
∼= P76, Q21,5

∼= P69, Q31,1
∼= P96, Q31,2

∼= P72,
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Q31,3
∼= P op

74 , Q31,4
∼= P90, Q31,5

∼= P80, Q31,6
∼= P86, Q31,7

∼= P81, Q33,1
∼= P97,

Q33,2
∼= P73, Q33,3

∼= P op
73 , Q33,4

∼= P91, Q33,5
∼= P op

100, Q33,6
∼= P93, Q33,7

∼= P78,

Q33,8
∼= P83, Q45,1

∼= P op
105, Q45,2

∼= P85, Q45,3
∼= P105, Q45,4

∼= P101, Q45,5
∼=

P105, Q45,6
∼= P85, Q45,7

∼= P101, Q45,8
∼= P101, Q45,9

∼= P op
105, Q45,10

∼= P85.

Крок BBB). Опишемо всi пари (Y, X) нижнiх власних пiдмножин в ч. в.

множинах P1, P5, P6, P14, P21, P31, P33, P45 (якi задовольняють зазначеним

при описi схеми умовам). Ними будуть:

для P1 — B1,1 = (A1,2, {2}), B1,2 = (A1,3, {2}), B1,3 = (A1,3, {1, 2}),
B1,4 = (A1,3, {1, 2, 3});

для P5 — B5,1 = (A5,3, {1}), B5,2 = (A5,3, {1, 3}), B5,3 = (A5,5, {1}),
B5,4 = (A5,5, {3}), B5,5 = (A5,5, {1, 3}), B5,6 = (A5,5, {1, 2, 3});

для P6 — B6,1 = (A6,2, {2}), B6,2 = (A6,3, {2}), B6,3 = (A6,3, {1, 2}),
B6,4 = (A6,3, {1, 2, 3}), B6,5 = (A6,4, {2}), B6,6 = (A6,4, {1, 2}), B6,7 =

(A6,4, {1, 2, 3}), B6,8 = (A6,4, {1, 2, 3, 4});
для P14 — B14,1 = (A14,3, {1}), B14,2 = (A14,5, {1}), B14,3 = (A14,5, {3}),

B14,4 = (A14,5, {1, 3}), B14,5 = (A14,5, {1, 2, 3}), B14,6 = (A14,6, {1}),
B14,7 = (A14,6, {3}), B14,8 = (A14,6, {1, 3}), B14,9 = (A14,6, {1, 2, 3}), B14,10 =

(A14,6, {1, 3, 4}), B14,11 = (A14,6, {1, 2, 3, 4});
для P21 — B21,1 = (A21,2, {2}), B21,2 = (A21,3, {2}), B21,3 = (A21,3, {1, 2}),

B21,4 = (A21,3, {1, 2, 3}), B21,5 = (A21,4, {2}), B21,6 = (A21,4, {1, 2}), B21,7 =

(A21,4, {1, 2, 3}), B21,8 = (A21,4, {1, 2, 3, 4}), B21,9 = (A21,5, {2}), B21,10 =

(A21,5, {1, 2}), B21,11 = (A21,5, {1, 2, 3}), B21,12 = (A21,5, {1, 2, 3, 4}), B21,13 =

(A21,5, {1, 2, 3, 4, 5});
для P31 — B31,1 = (A31,3, {1}), B31,2 = (A31,5, {1}), B31,3 = (A31,5, {3}),

B31,4 = (A31,5, {1, 3}), B31,5 = (A31,5, {1, 2, 3}), B31,6 = (A31,6, {1}),
B31,7 = (A31,6, {3}), B31,8 = (A31,6, {1, 3}), B31,9 = (A31,6, {1, 2, 3}), B31,10 =

(A31,6, {1, 3, 4}), B31,11 = (A31,6, {1, 2, 3, 4}), B31,12 = (A31,7, {1}), B31,13 =

(A31,7, {3}), B31,14 = (A31,7, {1, 3}), B31,15 = (A31,7, {1, 2, 3}), B31,16 =

(A31,7, {1, 3, 4}), B31,17 = (A31,7, {1, 2, 3, 4}), B31,18 = (A31,7, {1, 2, 3, 4, 5});
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для P33 — B33,1 = (A33,3, {1}), B33,2 = (A33,5, {1}), B33,3 = (A33,5, {3}),
B33,4 = (A33,5, {1, 3}), B33,5 = (A33,7, {1}), B33,6 = (A33,7, {3}), B33,7 =

(A33,7, {1, 3}), B33,8 = (A33,7, {1, 2, 3}), B33,9 = (A33,7, {1, 3, 4}), B33,10 =

(A33,7, {1, 2, 3, 4}), B33,11 = (A33,8, {1}), B33,12 = (A33,8, {3}), B33,13 =

(A33,8, {1, 3}), B33,14 = (A33,8, {1, 2, 3}), B33,15 = (A33,8, {1, 3, 4}), B33,16 =

(A33,8, {1, 2, 3, 4}), B33,17 = (A33,8, {1, 3, 4, 5}), B33,18 = (A33,8, {1, 2, 3, 4, 5});
для P45 — B45,1 = (A45,4, {1}), B45,2 = (A45,6, {1}), B45,3 = (A45,7, {1}),

B45,4 = (A45,8, {1}), B45,5 = (A45,8, {4}), B45,6 = (A45,8, {1, 4}), B45,7 =

(A45,8, {1, 2}), B45,8 = (A45,8, {1, 2, 4}), B45,9 = (A45,9, {1}), B45,10 =

(A45,10, {1}), B45,11 = (A45,10, {4}), B45,12 = (A45,10, {1, 4}), B45,13 =

(A45,10, {1, 2}), B45,14 = (A45,10, {1, 2, 4}), B45,15 = (A45,10, {1, 4, 5}),
B45,16 = (A45,10, {1, 2, 3, 4}), B45,17 = (A45,10, {1, 2, 4, 5}), B45,18 =

(A45,10, {1, 2, 3, 4, 5}).
Позначимо через Q′

i,j, де i = 1, 5, 6, 14, 21, 31, 33, 45, ч. в. множину

(S↑Y )↑X при S = Pi i (Y,X) = Bi,j. Тодi легко переконатися в тому, що

Q′
1,1

∼= P47, Q′
1,2

∼= P49, Q′
1,3

∼= P op
49 , Q′

1,4
∼= P op

47 , Q′
5,1

∼= P50, Q′
5,2

∼= P48,

Q′
5,3

∼= P48, Q′
5,4

∼= P50, Q′
5,5

∼= P48, Q′
5,6

∼= P50, Q′
6,1

∼= P54, Q′
6,2

∼= P61,

Q′
6,3
∼= P op

60 , Q′
6,4
∼= P op

52 , Q′
6,5
∼= P60, Q′

6,6
∼= P op

61 , Q′
6,7
∼= P op

57 , Q′
6,8
∼= P53,

Q′
14,1

∼= P65, Q′
14,2

∼= P56, Q′
14,3

∼= P op
62 , Q′

14,4
∼= P op

55 , Q′
14,5

∼= P op
64 , Q′

14,6
∼= P63,

Q′
14,7

∼= P67, Q′
14,8

∼= P66, Q′
14,9

∼= P op
63 , Q′

14,10
∼= P op

67 , Q′
14,11

∼= P op
59 ,

Q′
21,1

∼= P71, Q′
21,2

∼= P88, Q′
21,3

∼= P op
87 , Q′

21,4
∼= P op

69 , Q′
21,5

∼= P89, Q′
21,6

∼= P op
89 ,

Q′
21,7

∼= P op
76 , Q′

21,8
∼= P op

70 , Q′
21,9

∼= P87, Q′
21,10

∼= P op
88 , Q′

21,11
∼= P op

79 ,

Q′
21,12

∼= P77, Q′
21,13

∼= P70, Q′
31,1

∼= P98, Q′
31,2

∼= P74, Q′
31,3

∼= P op
90 ,

Q′
31,4

∼= P op
72 , Q′

31,5
∼= P op

96 , Q′
31,6

∼= P92, Q′
31,7

∼= P108, Q′
31,8

∼= P op
99 ,

Q′
31,9

∼= P op
94 , Q′

31,10
∼= P op

103, Q′
31,11

∼= P op
81 , Q′

31,12
∼= P94, Q′

31,13
∼= P103,

Q′
31,14

∼= P99, Q′
31,15

∼= P op
92 , Q′

31,16
∼= P op

108, Q′
31,17

∼= P op
86 , Q′

31,18
∼= P82,

Q′
33,1

∼= P op
97 , Q′

33,2
∼= P op

95 , Q′
33,3

∼= P op
104, Q′

33,4
∼= P op

83 , Q′
33,5

∼= P75,

Q′
33,6

∼= P102, Q′
33,7

∼= P op
78 , Q′

33,8
∼= P op

93 , Q′
33,9

∼= P op
84 , Q′

33,10
∼= P106,

Q′
33,11

∼= P95, Q′
33,12

∼= P104, Q′
33,13

∼= P100, Q′
33,14

∼= P op
91 , Q′

33,15
∼= P op

107,
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Q′
33,16

∼= P107, Q′
33,17

∼= P op
106, Q′

33,18
∼= P84, Q′

45,1
∼= P op

105, Q′
45,2

∼= P105,

Q′
45,3

∼= P85, Q′
45,4

∼= P101, Q′
45,5

∼= P op
105, Q′

45,6
∼= P op

105, Q′
45,7

∼= P85,

Q′
45,8

∼= P105, Q′
45,9

∼= P105, Q′
45,10

∼= P101, Q′
45,11

∼= P105, Q′
45,12

∼= P85,

Q′
45,13

∼= P101, Q′
45,14

∼= P101, Q′
45,15

∼= P op
105, Q′

45,16
∼= P op

105, Q′
45,17

∼= P85,

Q′
45,18

∼= P105.

Зауважимо, що для спрощення обчислень можна скористатися

рiвнiстю Q′
i,j = (Qi,j)

↑
X або лемою 2.19.

Крок CCC). Легко бачити, що Pi або P op
i зустрiчається в A)–B) для

кожного i = 46, 47, . . . , 108.

Доведення закiнчене.

4.8. Частково впорядкованi множини ширини 3 i

порядку 8 з додатно визначеною формою Тiтса

У цьому параграфi ми доведемо наступну теорему.

Теорема 4.24. Довiльна ч. в. множина ширини 3 i порядку 8 з

додатно визначеною формою Тiтса є серiйною.

Нехай S — ч. в. множина ширини 3 i порядку 8 з додатно визначеною

формою Тiтса.

На початку параграфа 4.7. ми довели, що S min-еквiвалентна деякiй

частково впорядкованiй множинi P , яка має ширину 2: P = S↑↑...↑↑y1y2...ysa
.

Тодi, зауважимо, S = P ↓↓...↓↓
ays...y2y1

. Якщо врахувати теорему 4.14 (згiдно якої

довiльна ч. в. множина ширини ≤ 2 i порядку 8 з додатно визначеною

формою Тiтса є серiйною), то звiдси маємо, що завершити доведення

теореми 4.14 можна наступним чином: показати, що якщо ч. в. множина S

ширини w ≤ 3 i порядку n > 7 має вигляд 1), 2) або 3) i x — максимальний

елемент S, то S↓x є або ч. в. множиною ширини w′ ≤ 2 (а тодi згiдно I)

вона матиме вигляд 1), 2) або 3)), або ч. в. множиною ширини 3, що має
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вигляд 3).

Переходимо до доведення.

Нехай S — ч. в. множина ширини w ≤ 3 i порядку n > 7, яка має вигляд

1), 2) або 3). У другому випадку будемо для визначеностi вважати, що

мiнiмальний елемент 1-го ланцюга менший за максимальний елемент 2-го

ланцюга. Нехай x — максимальний елемент S i T = S↓x. Тодi

1.1) якщо S має вигляд 1), то w(T ) ≤ 2 (а саме, T має також вигляд

1));

2.1) якщо S має вигляд 2) i x належить 1-му ланцюгу, то w(T ) ≤ 2 (а

саме, T має також вигляд 2));

2.2) якщо S має вигляд 2) i x належить 2-му ланцюгу, то T має вигляд

3) (при цьому можливий як випадок w(T ) = 2, так i випадок w(T ) = 3);

3.1) якщо S має вигляд 3) i x належить ланцюгу, то T має вигляд 3)

(при цьому можливий як випадок w(T ) = 2, так i випадок w(T ) = 3);

3.2) якщо S має вигляд 3) i x належить майже ланцюгу, причому майже

ланцюг має 1 максимальний елемент, то w(T ) = 3 i T має вигляд 3);

3.3) якщо S має вигляд 3) i x належить майже ланцюгу, причому майже

ланцюг має 2 максимальних елемента, то w(T ) ≤ 2 (а саме, T має також

вигляд 2)).

Теорема 4.24 доведена.

4.9. Частково впорядкованi множини порядку ≥ 8,

якi мають додатно визначену форму Тiтса

У цьому параграфi ми доведемо наступну теорему.

Теорема 4.25. Довiльна ч. в. множина порядку ≥ 8 з додатно

визначеною формою Тiтса є серiйною.

Якщо порядок множини дорiвнює 8, то теорема доведена ранiше (див.
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теореми 4.14 та 4.24).

Розглянемо випадок, коли порядок множини бiльший за 8.

Теорема випливає, очевидно, з наступного чисто комбiнаторного

твердження.

Твердження 4.26. Нехай S - частково впорядкована множина

порядку n > 8, кожна власна пiдмножина якої є серiйною. Тодi i сама

S є серiйною.

Зазначимо, що умова, вказана в першiй частинi твердження,

виконується тодi i лише тодi, коли вона виконується для пiдмножин

порядку n. Крiм того, умова n > 8 (в формулюваннi твердження) є

iстотною.

Переходимо до доведення твердження 4.26.

Нехай S - частково впорядкована множина порядку n > 8, для кожної

власної пiдмножини якої виконується одна з умов 1)—3) (з означення

серiйних множин). Доведемо, що i для самої множини S виконується одна

з умов 1)—3).

Введемо спочатку деякi позначення.

Сукупнiсть усiх ч. в. множин виду i), де i ∈ {1, 2, 3}, позначимо через

Pi. Покладемо P = P1
⋃
P2
⋃
P3, та позначимо через P - сукупнiсть

усiх ч. в. множин, якi не належать P . При заданнi конкретних частково

впорядкованих множин вiдношення часткового порядку вказується з

точнiстю до транзитивностi. Вiдношення часткового порядку на S

позначимо через ≺ (< означає вiдношення лiнiйного порядку на множинi

цiлих чисел).

Перейдемо безпосередньо до доведення твердження, яке для наочностi

супроводжується геометричними поясненнями.

Зафiксуємо деяку максимальну точку в S. Позначимо її через x0 та

покладемо T = S \ x0. За умовою твердження T має вид 1), 2) або 3).
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I. Розглянемо спочатку випадок, коли частково впорядкована множина

T має вид 1):

T1 = {a1 ≺ a2 ≺ ... ≺ ap, b1 ≺ b2 ≺ ... ≺ bq},

где p + q = n− 1 ≥ 8 (тодi p ≥ q, q ≥ 0 або p ≥ q, q ≥ 0).

Легко бачити, що тодi для частково впорядкованої множини має мiсце

один з наступних випадкiв:

1.1) S1.1 = {a1 ≺ a2 ≺ ... ≺ ap, b1 ≺ b2 ≺ ... ≺ bq, x0} (тобто x0 - точка,

не порiвняна з будь-якою точкою iз T );

1.2) S1.2 = {a1 ≺ a2 ≺ ... ≺ ap, b1 ≺ b2 ≺ ... ≺ bq, ar ≺ x0}, де 1 ≤ r ≤ p;

1.3) S1.3 = {a1 ≺ a2 ≺ ... ≺ ap, b1 ≺ b2 ≺ ... ≺ bq, ar ≺ x0, bs ≺ x0}, де

1 ≤ r ≤ p, 1 ≤ s ≤ q.

Геометрично цi множини мають вiдповiдно наступний вид:
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Вiдмiтимо, що тут i надалi ми для простоти вказуємо лише основнi

точки; при цьому номери цих точок не вказуються, але вони легко

встановлюються. Точка x0 на малюнках вiдмiчена.

Розглянемо окремо кожний з випадкiв 1.1) - 1.3). Зазначимо, що на

малюнках ланцюг A = {a1 ≺ a2 ≺ ... ≺ ap} розташований злiва, а ланцюг

B = {b1 ≺ b2 ≺ ... ≺ bq} - справа.

1.1) Якщо p = 0 або q = 0, то отримаємо випадок 1), а якщо p = 1

або q = 1 - випадок 3). В iнших випадках, якщо p ≥ 4 вiдкинемо ap-ю

точку, а якщо q ≥ 4 - bq-ю точку; в обох випадках одержимо пiдмножину

з (n− 1)-ї точки, яке належить P , що суперечить умовi твердження.
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1.2) Якщо r = p, то отримаємо випадок 1), а якщо r = p− 1 - випадок

3). Тепер будемо вважати, що r 6= p− 1, p. Якщо при цьому q = 0 i r = 1,

то отримаємо випадок 2). Якщо ж q = 0 i r 6= 1, то вiдкинемо a3-ю точку,

якщо q 6= 0 i p ≥ 4 - a2-ю точку, якщо ж q ≥ 4 - bq-ю точку. В кожному

з випадкiв одержимо пiдмножину з (n− 1)-ї точки, яке належить P , що

суперечить умовi твердження.

1.3) Якщо r = p i s = 1 або r = 1 i s = q, то отримаємо випадок 2).

В iнших випадках якщо r ≥ 3, вiдкинемо ar-ю точку, якщо s ≥ 3 - bs-ю

точку, якщо r < 3, s < 3 i p ≥ 4 - ap-ю точку, якщо ж r < 3, s < 3 i q ≥ 4

- bq-ю точку. В кожному з цих чотирьох випадкiв одержимо пiдмножину

з (n− 1)-ї точки, яке належить P , що суперечить умовi твердження.

II. Розглянемо тепер випадок, коли частково впорядкована множина

T має вид 2):

T2 = {a1 ≺ a2 ≺ ... ≺ ap, b1 ≺ b2 ≺ ... ≺ bq a1 ≺ bq},

де p + q = n− 1 ≥ 8 (тодi p ≥ 4 або q ≥ 4).

Легко побачити, що тодi для частково впорядкованої множини S має

мiсце один iз наступних випадкiв:

2.1) S2.1 = {a1 ≺ a2 ≺ ... ≺ ap, b1 ≺ b2 ≺ ... ≺ bq, a1 ≺ bq, x0};
2.2) S2.2 = {a1 ≺ a2 ≺ ... ≺ ap, b1 ≺ b2 ≺ ... ≺ bq, a1 ≺ bq, ar ≺ x0}, де

1 ≤ r ≤ p;

2.3) S2.3 = {a1 ≺ a2 ≺ ... ≺ ap, b1 ≺ b2 ≺ ... ≺ bq, a1 ≺ bq, br ≺ x0}, де

1 ≤ r ≤ q;

2.4) S2.4 = {a1 ≺ a2 ≺ ... ≺ ap, b1 ≺ b2 ≺ ... ≺ bq, a1 ≺ bq, ar ≺ x0, bs ≺
n}, де 1 ≤ r ≤ p, 1 ≤ s ≤ q, (r, s) 6= (1, q).
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Геометрично цi множини мають вiдповiдно наступний вид:
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Розглянемо окремо кожний iз випадкiв 2.1) - 2.4). Зазначимо, що на

малюнках ланцюг A = {a1 ≺ a2 ≺ ... ≺ ap} розташований злiва, а ланцюг

B = {b1 ≺ b2 ≺ ... ≺ bq} - справа.

2.1, 2.3) Якщо p ≥ 4, то вiдкинемо ap-ю точку, якщо q ≥ 4 - b1-ю точку.

В обох випадках одержимо пiдмножину з (n − 1)-ї точки, яке належить

P , що суперечить умовi твердження.

2.2) Якщо r = p, то отримаємо випадок 2). Нехай r 6= p. Якщо q >

1, то вiдкинемо b1-ю точку, якщо q = 1 - a2-ю точку. В обох випадках

одержимо пiдмножину з (n− 1)-ї точки, яке належить P , що суперечить

умовi твердження.

2.4) Якщо p ≥ 4, то вiдкинемо ap-ю точку, якщо q ≥ 4 - b2-ю точку. В

обох випадках одержимо пiдмножину з (n− 1)-ї точки, яке належить P ,

що суперечить умовi твердження.

III. Нарештi розглянемо випадок, коли частково впорядкована
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множина T має вид 3):

T3 = {a1 ≺ a2 ≺ ... ≺ ap ≺ a ≺ b1 ≺ b2 ≺ ... ≺ bq, ap ≺ b ≺ b1, c1 ≺ c2 ≺ ... ≺ cr},

де p + q + r = n− 1 ≥ 8 (тодi p ≥ 2, q ≥ 2 або r ≥ 2).

Легко побачити, що тодi для частково впорядкованої множини S має

мiсце один iз наступних випадкiв

3.1) S3.1 = {a1 ≺ a2 ≺ ... ≺ ap ≺ a ≺ b1 ≺ b2 ≺ ... ≺ bq, ap ≺ b ≺
b1, c1 ≺ c2 ≺ ... ≺ cr, x0}

3.2) S3.2 = {a1 ≺ a2 ≺ ... ≺ ap ≺ a ≺ b1 ≺ b2 ≺ ... ≺ bq, ap ≺ b ≺
b1, c1 ≺ c2 ≺ ... ≺ cr, as ≺ x0}, де 1 ≤ s ≤ p

3.3) S3.3 = {a1 ≺ a2 ≺ ... ≺ ap ≺ a ≺ b1 ≺ b2 ≺ ... ≺ bq, ap ≺ b ≺
b1, c1 ≺ c2 ≺ ... ≺ cr, a ≺ x0}

3.4) S3.4 = {a1 ≺ a2 ≺ ... ≺ ap ≺ a ≺ b1 ≺ b2 ≺ ... ≺ bq, ap ≺ b ≺
b1, c1 ≺ c2 ≺ ... ≺ cr, bs ≺ x0}, де 1 ≤ s ≤ q

3.5) S3.5 = {a1 ≺ a2 ≺ ... ≺ ap ≺ a ≺ b1 ≺ b2 ≺ ... ≺ bq, ap ≺ b ≺
b1, c1 ≺ c2 ≺ ... ≺ cr, cs ≺ x0}, де 1 ≤ s ≤ r

3.6) S3.6 = {a1 ≺ a2 ≺ ... ≺ ap ≺ a ≺ b1 ≺ b2 ≺ ... ≺ bq, ap ≺ b ≺
b1, c1 ≺ c2 ≺ ... ≺ cr, a ≺ x0, b ≺ x0}

3.7) S3.7 = {a1 ≺ a2 ≺ ... ≺ ap ≺ a ≺ b1 ≺ b2 ≺ ... ≺ bq, ap ≺ b ≺
b1, c1 ≺ c2 ≺ ... ≺ cr, as ≺ x0, ct ≺ x0}, де 1 ≤ s ≤ p, 1 ≤ t ≤ r

3.8) S3.8 = {a1 ≺ a2 ≺ ... ≺ ap ≺ a ≺ b1 ≺ b2 ≺ ... ≺ bq, ap ≺ b ≺
b1, c1 ≺ c2 ≺ ... ≺ cr, b ≺ x0, cs ≺ x0}, де 1 ≤ s ≤ r

3.9) S3.9 = {a1 ≺ a2 ≺ ... ≺ ap ≺ a ≺ b1 ≺ b2 ≺ ... ≺ bq, ap ≺ b ≺
b1, c1 ≺ c2 ≺ ... ≺ cr, bs ≺ x0, ct ≺ x0}, де 1 ≤ s ≤ q, 1 ≤ t ≤ r

3.10) S3.10 = {a1 ≺ a2 ≺ ... ≺ ap ≺ a ≺ b1 ≺ b2 ≺ ... ≺ bq, ap ≺ b ≺
b1, c1 ≺ c2 ≺ ... ≺ cr, a ≺ x0, b ≺ x0, c ≺ x0}, де 1 ≤ s ≤ r

Геометрично цi множини мають вiдповiдно наступний вид:
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Розглянемо окремо кожний iз випадкiв 3.1) - 3.10). Зазначимо, що на

малюнках ланцюг A = {a1 ≺ a2 ≺ ... ≺ ap} частина майже ланцюга,

яка розташована нижче єдиної пари непорiвнянних елементiв a, b; ланцюг

B = {b1 ≺ b2 ≺ ... ≺ bq} частина майже ланцюга, яка розташована вище

елементiв a, b; а ланцюг C = {c1 ≺ c2 ≺ ... ≺ cr} - розташований на

малюнках справа.
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3.1) Якщо r = 0, то отримаємо випадок 3). Нехай r 6= 0. Якщо p ≥ 2,

то вiдкинемо ap-ю точку, якщо q ≥ 2 - bq-ю точку, якщо ж r ≥ 2 - cr-ю

точку. В кожному з цих трьох випадкiв одержимо пiдмножину з (n− 1)-ї

точки, яке належить P , що суперечить умовi твердження.

3.2, 3.3, 3.7, 3.8, 3.10) Якщо p ≥ 2, то вiдкинемо ap-ю точку, якщо

q ≥ 2 - bq-ю точку, якщо ж r ≥ 2 - cr-ю точку. В кожному з цих трьох

випадкiв одержимо пiдмножину з (n − 1)-ї точки, яке належить P , що

суперечить умовi твердження.

3.4) Якщо s = q, то отримаємо випадок 3). Нехай s 6= q. Якщо p ≥ 2,

то вiдкинемо ap-ю точку, якщо q ≥ 2 - bq-ю точку, якщо ж r ≥ 2 - cr-ю

точку. В кожному з цих трьох випадкiв одержимо пiдмножину з (n− 1)-ї

точки, яке належить P , що суперечить умовi твердження.

3.5) Якщо s = r (зокрема r = 0), то отримаємо випадок 3). Нехай s 6=
r. Якщо p ≥ 2, то вiдкинемо ap-ю точку, якщо q ≥ 2 - bq-ю точку, якщо ж

r ≥ 2 - cr-ю точку. В кожному з цих трьох випадкiв одержимо пiдмножину

з (n− 1)-ї точки, яке належить P , що суперечить умовi твердження.

3.6) Якщо q = 0, то отримаємо випадок 3). Нехай q 6= 0. Якщо p ≥ 2,

то вiдкинемо ap-ю точку, якщо q ≥ 2 - bq-ю точку, якщо ж r ≥ 2 - cr-ю

точку. В кожному з цих трьох випадкiв одержимо пiдмножину з (n− 1)-ї

точки, яке належить P , що суперечить умовi твердження.

3.9) Якщо r = 0 i s = q, то отримаємо випадок 3). В iнших випадках,

якщо p ≥ 2, то вiдкинемо ap-ю точку, якщо q ≥ 2 - bq-ю точку, якщо ж

r ≥ 2 - cr-ю точку. В кожному з цих трьох випадкiв одержимо пiдмножину

з (n− 1)-ї точки, яке належить P , що суперечить умовi твердження.

Отже, розглянувши всi можливi випадки, ми довели, що ч. в. множина

iз n > 8 точок належить P , якщо будь-яка її пiдмножина з (n−1)-ї точки

належить P , а тому твердження доведено.
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4.10. Формулювання основного результату

Отже, iз результатiв попереднiх параграфiв цього роздiлу випливає

наступна теорема, яка описує скiнченнi ч. в. множини з додатно

визначеною формою Тiтса.

Теорема 4.27. Ч. в. множина S має додатно визначену форму Тiтса

тодi i лише тодi, коли виконується одна з наступних умов:

1) S — одностороння мiнiмаксна сума двох ланцюгових пiдмножин

(зокрема, пряма сума двох ланцюгових пiдмножин);

2) S — пряма сума ланцюгової i майже ланцюгової пiдмножин;

3) S iзоморфно або антиiзоморфно однiй з зазначених в таблицi 2

ч. в. множин 1–108.

Зауважимо, що в 1) i 2) деякi з зазначених ланцюгових пiдмножин

можуть бути порожнiми.

Таблиця 2 наведена в наступному параграфi цього роздiлу.
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4.11. Таблиця не серiйних частково впорядкованих

множин з додатно визначеною формою Тiтса

Частково впорядкованi множини з додатно визначеною формою Тiтса

вказанi в таблицi 2 з точнiстю до iзоморфiзму та антиiзоморфiзму (iншi

пояснення, що стосуються таблицi, див. у попередньому параграфi пiсля

формулювання теореми 4.27).
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4.12. Висновки до роздiлу

Основним результатом цього роздiлу є опис ч. в. множин iз додатною

формою Тiтса; таких множин нескiнченне число. Показано, що не серiйнi

множини iснують лише тодi, коли її порядок дорiвнює 5, 6 або 7; загальна

їх кiлькiсть (з точнiстю до iзоморфiзму та дуальностi) дорiвнює 108. Опис

не серiйних множин отримано методом “(min, max)-еквiвалентностi”.

Результати цього роздiлу опублiкованi в роботах [45], [46], [48], [50], [51],

та [53].
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Роздiл 5

ДЕЯКI ЗАСТОСУВАННЯ РЕЗУЛЬТАТIВ

РОЗДIЛIВ 3 ТА 4 В ТЕОРIЇ ЗОБРАЖЕНЬ

ЧАСТКОВО ВПОРЯДКОВАНИХ МНОЖИН

5.1. Iн’єктивнi зображення частково впорядкованi

множин

Нехай A — (скiнченна) частково впорядкована множина.

Нагадаємо, що категорiю зображень A ми позначаємо через RepA. Для

морфiзму α = (µ, ν) : X → Y в RepA, ми пишемо

0 ⇒ X
α→ Y

якщо µ i всi νxx є iн’єктивними.

Зображення X ч. в. множини A називається iн’єктивним, якщо будь-

яка дiаграма
0 ⇒ R′ → R

↓

X

продовжується до комутативної дiаграми

0 ⇒ R′ → R

↓ ↙

X

.

Категорiю iн’єктивних зображень ч. в. множини A (тобто повну

пiдкатегорiю в RepA, що складається з усiх iн’єктивних зображень)
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будемо позначати через InjA. Будемо говорити, що A є ч. в. множиною

inj-скiнченного типу, якщо InjA має rep-скiнченний тип.

Серед нерозкладних зображень ч. в. множини A найбiльш простими є

наступнi зображення, якi називаються елементарними:

a) Ia0 = (0, U, 0), де U = Ua = k (a ∈ A);

b) I0 = (k, 0, 0);

c) Ia1 = (k, U, 1), де U = Ua = k, 1 = 1k (a ∈ A).

Будова iн’єктивних об’єктiв категорiї RepA добре вiдомо (див. [63],

[64]). Вони описуються наступним твердженням, просте доведення якого

наведено в роботi [47] (ми не приводимо цього доведення тут, тому що

воно належить першому авторовi, а не дисертантовi).

Твердження 5.1. Нехай X = (V, U, γ) — зображення ч. в. множини

A. Тодi наступнi умови еквiвалентнi:

1) зображення X є iн’єктивним;

2) вiдображення γ сюр’єктивне;

3) зображення X iзоморфне прямiй сумi зображень виду I0 i Ia1:

X ∼= (I0)
s ⊕

(⊕
a∈A

(Ia1)
sa

)
(s, sa — цiлi невiд’ємнi числа).

У силу визначення форми Тiтса категорiї Крулля-Шмiдта ми можемо

замiсть категорiї InjA розглядати її головний спектроїд Λ = Inj0A.

Опишемо цю категорiю.

Її об’єктами є елементарнi зображення Ia1 (a пробiгає A) i I0.

Одиничний морфiзм об’єкта Ia1 (вiдповiдно I0) позначаємо через 1a1

(вiдповiдно 10), а тотожне вiдображення k → k позначаємо (як i ранiше)

через 1k. Далi, легко бачити, що Λ(Ia1, Ia1) = 1a1k, Λ(I0, I0) = 10k,

Λ(I0, Ia1) = 0 i Λ(Ia1, Ib1) = 0 для будь-яких a 6≤ b. Якщо ж a < b,

то Λ(Ia1, Ib1) = αabk, де αab = (1k, 1k). Нарештi, Λ(Ia1, I0) = αa0k, де
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αa0 = (1k, 0). Зауважимо, що нульовий морфiзм — це морфiзм (0, 0).

Оскiльки вiдповiдно до визначення категорiї RepA морфiзми множаться

покоординатно — (x, y)(x′, y′) = (xx′, yy′), то маємо αabαbc = αac i αabαb0 =

αa0; в iнших випадках композицiя неодиничних морфiзмiв дорiвнює нулю.

Безпосередньо з опису категорiї Λ випливає, її сагайдаком є наступний

сагайдак Q = QΛ = (Q0, Q1): Q0 = A ∪∞, а Q1 складається зi стрiлок

виду (a, 0) : a → 0, де a — максимальний елемент A, i стрiлок виду

(a, b) : a → b, де a i b — сусiднi елементи A i при цьому a < b

(зображенню Ia1 вiдповiдає елемент a ∈ A, а зображенню I0 — елемент

∞); позначимо через
−−−−→
A ∪∞ вiдповiдний комутативний сагайдак (див.

визначення й позначення з роздiлу 1). З опису категорiї Λ маємо наступне

твердження.

Твердження 5.2. Категорiя Λ iзоморфна категорiї шляхiв

комутативного сагайдака
−−−−→
A ∪∞.

5.2. Формулювання основних теорем

Основнi теореми цього роздiлу вивчають зв’язок мiж inj-скiнченнiстю

типу та додатною визначеннiстю форми Тiтса (для ч. в. множин).

Поставимо у вiдповiднiсть ч. в. множинi A сагайдак
−→
A = (

−→
A0,

−→
A1) iз

множиною вершин
−→
A0 = A i множиною стрiлок

−→
A1 = {i → j | i < j, i i j — сусiднi}

(нагадаємо, що елементи i i j > i називаються сусiднiми, якщо не iснує

елемента s, такого, що j > s > i). Ми розглядаємо
−→
A як комутативний

колчан.

Зауважимо, що введене в попередньому пунктi позначення
−−−−→
A ∪∞ є

частинним випадком позначення, яке ми щойно ввели. Для цього треба
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розглянути A ∪∞ як ч. в. множину, де a < ∞ для довiльного елемента

a ∈ A.

Ч. в. множину A назвемо квазiпримiтивною, якщо
−→
A є неперетинним

об’єднанням ланцюгiв (у випадку, коли всi стрiлки кожного iз ланцюгiв

мають один i той же напрямок, ч. в. множина називається примiтивною),

i без циклiв, якщо граф
−→
A не має циклiв.

Сформулюємо тепер основнi теореми цього роздiлу.

Теорема 5.3. Нехай S — частково впорядкована множина з додатно

визначеною формою Тiтса. Тодi S має inj-скiнченний тип.

Теорема 5.4. Нехай S — квазiпримитивна частково впорядкована

множина, що не є самодуальною. Тодi S i Sop одночасно мають inj-

скiнченний тип в тому i лише в тому випадку, коли форма Тiтса S є

додатно визначеною.

Зауважимо, що твердження, яке є оберненим до твердження теореми

5.3, не має мiсця. Наприклад, ч. в. множина A = {1 ≺ 2 ≺ 3, 1 ≺
5, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7} має inj-скiнченний тип, а її форма Тiтса не є додатно

визначеною.

5.3. Доведення теорем

Для доведення теорем ми будемо користуватися наступною теоремою, яка

випливає iз теореми 1.4 i твердження 5.2.

Теорема 5.5. Частково впорядкована множина A має inj-скiнченний

тип тодi i лише тодi, коли комутативний сагайдак
−−−−→
A ∪∞ не мiстить

(з точнiстю до антиiзоморфiзму) пiдсагайдакiв виду I–XII, вказаних в

умовi теореми 1.4.

Переходимо до доведення теорем 5.3 та 5.4.
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Теорема 5.3 випливає iз теорем 4.27, 5.5: треба розглянути кожну iз

частково впорядкованих множин A iз додатно визначеною формою Тiтса

(такi множини описує теорема 4.27) i безпосередньо впевнитися в тому,

що комутативний сагайдак
−−−−→
A ∪∞ не мiстить пiдсагайдакiв I–XII, про якi

йде мова в теоремi 5.5.

Доведемо тепер теорему 5.4.

Необхiднiсть. Нехай форма Тiтса ч. в. множини S не є додатною. Ми

доведемо, що S або Sop не є inj-скiнченного типу. За теоремою 3.10 S

мiстить (з точнiстю до iзоморфiзму i антиiзоморфiзму) одну iз наступних

ч. в. множин:

1) 1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 7, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7;

2) 1 ≺ 2 ≺ 8, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8;

3) 1 ≺ 2, 3 ≺ 4, 5 ≺ 6;

4) 2 ≺ 3 ≺ 6, 4 ≺ 5 ≺ 6;

5) 2 ≺ 3 ≺ 4, 5 ≺ 6 ≺ 7;

6) 1 ≺ 2, 3 ≺ 7, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7;

7) 1 ≺ 2 ≺ 4, 3 ≺ 4, 3 ≺ 7, 5 ≺ 6 ≺ 7;

8) 2 ≺ 3, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8;

9) 2 ≺ 8, 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8;

10) 2 ≺ 3, 2 ≺ 8, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8;

11) 1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4, 5 ≺ 8, 6 ≺ 7 ≺ 8;

12) 1 ≺ 2 ≺ 3 ≺ 4, 5 ≺ 6, 5 ≺ 8, 7 ≺ 8;

13) 1 ≺ 3, 2 ≺ 3, 2 ≺ 8, 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8;

14) 1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4, 2 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8;

15) 1 ≺ 4, 2 ≺ 3 ≺ 4, 2 ≺ 8, 5 ≺ 6 ≺ 7 ≺ 8;

16) 1 ≺ 7, 2 ≺ 3 ≺ 4 ≺ 5 ≺ 6 ≺ 7, 2 ≺ 8;

17) чотири елемента 1, 2, 3, 4 попарно непорiвняльнi.

Зауважимо, що ч. в. множини 1)–16) складаються iз елементiв

1, 2, . . . , p, де в кожному випадку p — найбiльше iз вказаних чисел.
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За теоремою 5.5 кожна з множин A = 1)–13), 14op), 15), 17) не є inj-

скiнченного типу (навiть коли вона самодуальна). А саме
−−−−→
A ∪∞ мiстить

в собi вiдповiдно пiдсагайдак IV, V, III, III, IV, IV, IX, V, V, VIII, V, VII,

VI, XI, X, II.

Ч. в. множина P = 16) є самодуальною i має inj-скiнченний тип. Але

якщо S мiстить P , то воно мiстить ч. в. множину Q = P ∪ 9, де або 9 є

непорiвняльним з будь-яким i ∈ P , або 9 є непорiвняльним з будь-яким

i ∈ P \ 8 i 9 ≺ 8, або 9 є непорiвняльним з будь-яким i ∈ P \ {2, 8} i

9 � 8 (випадок S = P неможливий, оскiльки S не є згiдно умови теореми

самодуальною); в першому випадку Q мiстить ч. в. множину 17), а в

другому i третьому випадках Q не є ч. в. множиною inj-скiнченного типу,

бо
−−−−→
Q ∪∞ мiстить пiдсагайдак IV. Отже, S або Sop не має inj-скiнченний

тип.

Достатнiсть випливає iз вiдповiдної частини теореми 5.3.

Теорема 5.4 доведена.

5.4. Висновки до роздiлу

У цьому роздiлi доведено, що ч. в. множина S має inj-скiнченний

тип, якщо її форма Тiтса додатно визначена. У випадку, коли S є

квазiпримiтивною, описано всi ч. в. множини S inj-скiнченного типу; при

цьому доведено, що ч. в. множина S має inj-скiнченний тип тодi i лише

тодi, коли її форма Тiтса є додатно визначеною.

Результати цього роздiлу опублiкованi в роботах [47], [52], [55], [56].
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ВИСНОВКИ

Дисертацiйна робота присвячена вивченню квадратичної форми Тiтса

скiнченних частково впорядкованих множин та застосуванню отриманих

результатiв в теорiї зображень.

Основними результатами дисертацiї є повний опис ч. в. множин з

додатно визначеною формою Тiтса (роздiл 4) та P -критичних ч. в.

множин (роздiл 3). Доведено, що будь-яка ч. в. множина з додатно

визначеною формою Тiтса порядку n > 7 та n < 5 є серiйною. Число

несерiйних множин (порядку 5, 6 i 7), з точнiстю до iзоморфiзму та

дуальностi, дорiвнює 108. Доведено, що ч. в. множина є P -критичною

тодi i лише тодi, коли (min, max)-еквiвалентна деякiй критичнiй множинi

Клейнера. Число таких множин (з точнiстю до iзоморфiзму та дуальностi)

дорiвнює 75.

Опис несерiйних ч. в. множин з додатно визначеною формою

Тiтса та P -критичних ч. в. множин отримано методом “(min, max)-

еквiвалентностi”, який запропонував науковий керiвник. Детальне

вивчення властивостей (min, max)-еквiвалентних ч. в. множин

проводиться у роздiлi 2. Доведено, що (min, max)-еквiвалентнiсть

множин рiвнозначна min-еквiвалентностi. Описано алгоритм, який

дозволяє класифiкувати всi ч. в. множини, min-еквiвалентнi фiксованiй

ч. в. множинi; саме вiн ефективно використовується в роздiлах 3 i 4.

Вказанi результати застосовуються в останньому роздiлi дисертацiї для

вивчення ч. в. множин inj-скiнченного типу.

Доведено, що ч. в. множина з додатно визначеною формою Тiтса має

inj-скiнченний тип. Доведено, що для квазiпримитивної ч. в. множини S,

що не є самодуальною, категорiї iн’єктивних зображень множин S та Sop

мають (одночасно) inj-скiнченний тип тодi i лише тодi, коли форма Тiтса

S є додатно визначеною.
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– 1989. – Vol. 6, N6. – Р. 419–435.



117

7. Corovei I. Some functional equations connected with quadratic forms //
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64. Dräxler P., Reiten I., Smal∅ S., Solberg O. Exact categories and vector

space categories // Trans. Amer. Math. Soc. – 1999. – Vol. 351, N2. –

P.647–682.


