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П С Е В Д О О Б Р А Т Н Ы Й  О П Е Р А Т О Р  К  М А Т Р И Ч Н О М У  В 
Б Е С К О Н Е Ч Н О М Е Р Н О М  Г И Л Ь Б Е Р Т О В О М  П Р О С Т Р А Н С Т В Е

The paper covers the formula of the single pseudoinversed operator for m atrix normally solvable 
operators in Hilbert spaces. The author has introduced the notion of the unilaterally pseudoin
versed operators for matrix normally solvable equations which function in Hilbert spaces. The 
paper also highlights the methods of their construction.

В роботі отримано формулу для єдиного псевдооберненого оператора до матричного нормаль
но розв’язного оператора в гільбертовому просторі. Введено поняття односторонньо псевдо- 
обернених операторів до матричних нормально розв’язних, які діють в гільбертових просто
рах, розглянуто способи їх побудови.

В ведение. Известно [1, с. 29], что в фиксированном базисе соответствие 
между операторами, действующими в бесконечномерных гильбертовых про
странствах, и бесконечными матрицами взаимно однозначно и обладает 
обычными алгебраическими свойствами. Если базис меняется, то одному опе
ратору ставится в соответствие множество матриц. С другой стороны, в отли
чие от конечномерного случая, не каждой бесконечной матрице соответствует 
оператор. Необходимым условием того, чтобы матрица отвечала какому-нибудь 
оператору является квадратичная суммируемость последовательностей элемен
тов строк и столбцов матрицы. Но оно не является достаточным. Достаточным 
будет условие квадратичной суммируемости последовательности всех элемен
тов матрицы, но оно не является необходимым. Этим существенно отличается 
теория бесконечных матриц от теории конечных: каждому оператору в фикси
рованном базисе соответствует матрица, но не каждой матрице соответствует 
оператор.

Всюду в дальнейшем мы будем рассматривать Q : Щ  ^  Щ — линейный 
ограниченный оператор, действующий из гильбертова пространства числовых 
последовательностей Щ  в гильбертово пространство числовых последователь
ностей щ  (символ s— от англ. sequence), который определяется с помощью 
бесконечномерной матрицы Q = {q j ф°=1 °=1.

О пределение 1. Оператор Q-  : Щ  ^  Щ , удовлетворяющий свойствам

1. QQ- Q = Q;
(1)

2. Q- QQ-  = Q-

Q.
Известно [2], что обобщенно-обратный оператор не определяется однозна

чно. Однако, благодаря наличию в гильбертовых пространствах скалярного 
произведения, однозначного разложения их в прямые суммы ортогональных 
замкнутых подпространств, изоморфности взаимно сопряженных пространств, 
из множества обобщенно-обратных операторов удается выделить единственный 
псевдообратный.
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О пределение 2. Оператор Q+ : H2 ^  H1, удовлетворяющий свойствам:

1. QQ+Q = Q;

2. Q+QQ+ =  Q+;
(2)

3. (QQ+)* =  QQ+ = ІЩ — PN (Q*)'

4. (Q+Q)* = Q+Q = ІЩ — PN (Q)

Q
PN(q) : H1 ^  N (Q) и PN(q*) : H2 ^  N (Q*) ортопроекторы на нуль-пространства 
N (Q) и N (Q*) операторoe Q и ему сопряженного Q*, соответственно.

1. П остановка задачи . Пусть Q— линейный ограниченный нормально ра
зрешимый R(Q) = R(Q) матричный оператор, действующий из гильбертова 
пространства H1 в гильбертово пространство Щ , Q : H1 ^  Щ . Обозначим
Q* : H* ^  H] — сопряженный к oneратору Q матричный оператор, действу
ющий из сопряженного гильбертова пространства (H2)* в сопряженное гиль
бертово пространство (H1)*. Поскольку в гильбертовом пространстве линей
ный функционал порождается элементом того же пространства [5, с. 181], то 
(H1 )* = Щ , (H2)* =  Щ,  т.е. пространство, сопряженное гильбертовому сов-

Q*
действует из пространства H2 в пространство Щ .

Так как нуль-пространство N (Q) С Щ  и образ R(Q) С H2 оператоpa Q 
замкнуты, а любое замкнутое подмножество гильбертова пространства допол-

Q
ограниченные ортопроекторы PN(q) : H1 ^  N (Q) и PN(q*) : H2 ^  N (Q*),
которые индуцируют разбиение Щ и  Щ  в прямые ортогональные суммы [8]

Щ  =  N (Q) ф R(Q*),
(3)

Щ  =  N (Q*) ф R(Q), 

где N (Q) =  Pn (Q)H1 ,N(Q*) = Pn т Щ , R(Q) = (Іщ  — Pn (q))H£,R(Q*) =
(IHJ -  PN(Q))H 1-

В дальнейшем множество линейных ограниченных нормально разрешимых, 
а, следовательно, обобщенно обратимых матричных операторов, действующих 
из гильбертова пространства Щ  в гильбертово простр анство Щ  будем обозна
чать GI(H1, H2) (Generalized Inverses).

Ставятся следующие задачи: 1) построить односторонне псевдообратные опе
раторы Q+ и Q+, определения которых даны в п. 4; 2) построить единственный 
псевдообратный оператор Q+.

2. В спом огательны й результат. Пусть гильбертовы пространства Щ  и 
H2 имеют базисы. Это могут быть счетные базисы Шаудера или более общие 
базисы. Обозначим Щ  i = 1, 2— множества произвольной мощности, { f a} ,a  Є 
U1 и { р в } ,в  Є U2— полные системы ортонормированных бесконечномерных 
векторов с постоянными компонентами, которые составляют, соответственно, 
базисы нуль-пространств N (Q) С Щ  и N (Q*) С Щ  [9, с. 239].
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Определим операторы PN(q) : Щ  ^  N (Q) и PN(q■ ) : H i ^  N (Q*) следую
щим образом

PN( Q)X ^ ^ (x , f a) f a ,
аЄ&і

(4)

PN ( Q*) y = ^ 2 (У,Р@ )фв ■ 
вей2

Известно [9], Ч Т О , если множество U i  несчетно, то для любого x Є H1 не более 
чем счетное число коэффициентов xa = (x, fa) отлично от нуля. Если множе
ство Ui является счетным, то вместо знака пишут знак 5^^=1, подчеркивая

аЄЯі
счетность множества U1.

Поскольку в гильбертовом пространстве любое замкнутое подпространство 
дополняемо [10], [11], то операторы PN(q) : H i ^  N (Q) и PN(q*) : H i ^  N (Q*) 
ограничены. А так как для любых элементов x Є N (Q) и y Є N (Q*) имеют 
место равенства Парсеваля [9], то ряды (4) сходятся по нормам пространств H1 
и Щ , соответственно.

Операторы (4) являются ортопроекторами, так как очевидно, что PN(q) =

PN ( Q) = Pn(q), PN ( Q*) = PN ( Q*)  = Pn(q*)-
Составим из базисных элементов нуль-пространств N (Q) и N (Q*), соответ

ственно, матрицы:
X  = ( f l  f2 fa . . .  fa ...) ,

Ф = (фі  ф2  фЪ , . . .  Фв ■■ .).

Определим скалярные произведения базисных вектор-столбцов { f a}, а Є U1 

на некоторый элемент (вектор-столбец) x Є H i как произведение матрицы X 
x

(X ,x )Hf = X * ■ x,

результатом которого будет бесконечномерный вектор-столбец чисел, а-я ком
понента которого есть скалярное произведение ( fa ,x )h i =  fa ■ x, оде f  * — вектор- 
строка, транспонированная к вектор-столбцу f a , а Є U i .

Тогда, используя свойства скалярного произведения, проекторы (4) PN(q) :
H i ^  N (Q) и Pn (q*) : H i ^  N (Q *)

Pn (q)x = X  ■ (X,  x)h 1 =  X  ■ X * ■ x, Vx Є H i,

(5)

PN( Q■ ) У = Ф ■ (ф, у)н2 =  Ф ■Ф* ■ y, Vy Є H N

Ортопроекторы (5) являются ограниченными операторами и разбивают про
странство H i в прямые суммы взаимно ортогональных замкнутых подпространств 
по формулам (3).

В зависимости от соотношения мощностей множеств Ur и U2 для нуль-пространств 
N (Q) и N (Q*) возможны три случая:
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1. Если мощность множества U1 меньше мощности множества U2, |Ui| < |U2|, 
то нуль-пространство N (Q) линейно изоморфно некоторому подпространству 
N (1)(Q*) С N (Q*): N (Q) =  N (1)(Q*).

В этом случае существуют:
i) линейный ограниченный обратимый оператор U1 : N (Q) — N (P(Q*) та

кой, что U1N (Q) = N (1)(Q*), U-1 N (1)(Q*) = N (Q);
ii) ограниченный ортопроектор PNo)(q*) : H2 — H2, разбивающий подпро

странство N (Q*) в прямую сумму замкнутых подпространств

N (Q*) = N (1\Q*)  ф N (2\Q*),  (6)

где N  (1')(Q*) =  Pn (1)(q*)H 2 j N  (2\ Q*) = PN(2) (Q*)H 2, PN(2)(Q*) = PN (Q*) —
PN(i) (q*) — ограниченный ортопроектор.

2. Если мощность множества U1 больше мощности множества U2, |U1| > 
\U2\, то некоторое подпространство N (1)(Q) С N (Q) линейно изоморфно нуль- 
пространству N (Q*) : N (1)(Q) =  N (Q*).

В этом случае существуют:
i) линейный ограниченный обратимый оператор U2 : N (1)(Q) — N (Q*) та

кой, что U2 N (1)(Q) =  N (Q*), U- 1 N(Q*) = N (1)(Q);
ii) ограниченный ортопроектор PN(i)(q) : H1 — Щ , разбивающий подпро-

N(Q)

N (Q) = N (1)(Q) ф N2(L), (7)

где N(1)(Q) =  PN(i)(Q)H 1, N2(L) =  PN2(L)H 1, PN2 (L) = PN(Q) — PN(i)(Q) — ОГР&- 
ниченный ортопроектор.

3. Если мощности множеств U2 совпадают, |U1| =  |U2|, то нуль-пространство
N (Q) линейно изоморфно нуль-нространству N (Q*): N (Q) = N (Q*).

Тогда существует линейный ограниченный обратимый оператор U3 : N (Q) —
N (Q*) такой, что U3N(Q) = N (Q*), U - 1N(Q*) = N (Q).

Обозначим расширения операторов Ui ,i = 1, 2, 3 на пространство H1 через 
Pn( 1)(q*) : H1 — N (1)(Q*) С N (Q*) , а через P n W q  ■ Щ  -  N (1)(Q) С N (Q) -  
расширения операторов U - 1,i = 1, 2, 3 на пространство Щ . В третьем случае 
N (1)(Q*) = N (Q*), N (P(Q) = N (Q) и поэтому P n 0)(q*) = Pn(q*),  a P n(P(q) =
P N (Q)-

По формулам, аналогичным [12, с. 172, 173], построим ограниченные опера
торы P n (i)(q*) : H1 -  N (1)(Q*) С N (Q*), P n (i)(q) : Щ  -  N (1)(Q) С N (Q)

P N0 )(q*)X = Ф Х *x, Wx Є H1,

p n (D(q)V = Х Ф *У, Wy Є H 2>

где матрица X  составлена го элементов матрицы X , составляющих ортонорми- 
рованный базис подпространства N (1)(Q), а матрица Ф— из функционалов ма
трицы Ф, составляющих ортонормированный базис подпространства N (P(Q*).

Оператор P N(i)(q*) : H1 — N 1(Q*) является расширением на все пространс
тво H1 оператора, осуществляющего изоморфизм N (Q) — N 1(Q*) С N (Q*),
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а оператор P N(i)(q) : Щ  ^  N (1)(Q) С N (Q) — расширением ему обратного на 
пространство Щ .

Л ем м а  1. Пусть Q є  GI(H1, H2). Тогда оператор Q = Q +  P Ni (q*) на 
подпространстве R(Q) имеет ограниченный обратный

Ql,r

  _ I
(Q +  P N(i)(Q*))l — левый, если |Ui| < \U2\,

  _ I
(Q +  P n (Q*))r — правый, если |Ui| > |U-21.

Общий вид односторонне обратных операторов Qlo Г0 задается формулой

{Qi 1(Ih 2 — Pn(2)(q*))— левый, если |Ui| < |U-21,

  —

(Іщ — _ N(2 )(Q))Qr — правый, если |Ui| > |U-21,

где _ n (2)(q) : H i ^  N (2)(Q) и _n(2)(q*) : H2 ^  N (2)(Q*) — 
чномерные ограниченные косых проекторы.

Доказательство. Пусть для определенности |U1| > Дф.
Покажем, что оператор Q = Q +  P N(q*) имеет ограниченный правый обра

тный. Поскольку N  (Q) дополняем о в H i, то в силу равенства (5) и ограничен
ности ортопроектора PN(2) q  подпространство N (Q) дополняемо в H i. Таким 
образом, для доказательства существования правого обратного оператора не
обходимо и достаточно показать что [7]:

R(Q) = R(Q  +  P n1(q*)) = H2

Поскольку |Ui| > |U21 ̂  ^^^^^^^странство N (Q*) изоморфно подпространс
тву N (1)(Q) С N (Q) и PNi (q*) = P n (q*) : H i ^  N (Q*). А так как подпространс
тва R(Q)  и N (Q*) взаимно дополняемы в гильбертовом пространстве H2, то 
по определению операторов Q, P N(q*) и  и з  соотношения (6) для произвольного 
элемента x є  H i, x = x 1 +  x2 и (x1, x 2) = 0 имеем:

Qx = Qx + P  N (q*)x .

Ho Qx = x 1 є  R(Q), P N(q*)x = x 2 є  N (Q*). Следовательно, R(Q) = H2.
Таким образом, оператор Q +  P n1(q*) имеет правый обратный.
Поскольку оператор Q осуществляет взаимно однозначное соответствие про

странства H i Є N (2)(Q) на пространство H2 =  R(Q),  то правый обратный опе
ратор Qr на пространстве H2 в силу теоремы Банаха [13] ограничен.

Известно [7], что общий вид правых обратных операторов представляется 
  — 1   — 1следующим образом: Qr0 = _ N(q)Q , где _ Nq )— некоторый косой проектор 

на нуль-пространство оператора Q. Как следует из (5), таким свойством обла
дает проектор IHi — _ n (2)(q), т.е. N (IHi — _ N(2)(q)) =  N (Q), значит общее пред
ставление левых обратных операторов можно записать в виде

  —1 ~    —1
Qr0 = (IH1 — _  N (2)(Q))Qr .
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В общем виде косой проектор можно построить с использованием леммы 
А. Собчика [10].

Для случая, когда N (Q) изоморфно подпространству N (P(Q*) С N (Q*), 
лемма доказывается аналогично.

Лемма доказана.
3. Левый, правый псевдообратный операторы.
Известно [2] что, псевдообратный оператор минимизирует нормы невязок 

исходного Qx = у и сопряженного Q*f = g уравнений. Однако каждый в от
дельности минимум может достигаться с помощью разных операторов. Дей
ствительно, если обобщенный обратный оператор Q-  удовлетворяет условиям 
1—3, то он будет давать решение x = Q- y минимизирующее норму невязки

Q-
выполняются условия 1, 2, 4, то достигается минимум нормы невязки только 
сопряженного уравнения. В связи с этим введем следующие определения. 

О пределение 3. Оператор Q+ : H 2 ^  Щ , удовлетворяющий условиям

1. QQ+Q = Q,

2. Q+QQ+ = Q+, (8)

3. (QQ+)* = QQ+ =  Іщ  — PN (Q*)

называется правым псевдообратным оператором к матричному оператору Q Є 
G I(H 1, H 2).

О пределение 4. Оператор Q+ : H 2 ^  Щ , удовлетворяющий условиям

1. QQ+Q = Q,

2. Q+QQ+ = Q+, (9)

3. (Q+Q)* = Q+Q =  IHJ — PN (Q),

называется левым псевдообратным оператором к матричному оператору Q Є 
G I(H 1, Щ ).

Естественно, что оператор, являющийся и левым и правым псевдообратным 
одновременно, будет псевдообратным в смысле Мура-Пенроуза.

Конструкции односторонне псевдообратных операторов дают следующие те
оремы.

Теорема 1. Пусть Q Є G I(H 1, H 2). Тогда оператор

{Qi (IH2 — p n(q*)) , если |Яі| < |U2 I,
  1

Qr (IH2 — PN(Q*)) , ЄСЛU |U1| > |U2|

Q
Д оказат ельст во.  Заключается в проверке выполнения свойств (8). Пусть 

для определенности |Ui| > подпространство N (1)(Q) С N (Q) изомор
фно нуль-пространству N (Q*). Это значит, что существует правый обратный 
оператор Qr0 .
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Сначала проверим выполнение свойства 3.

QQr — QQr (IHS2 — PN (Q*)) — (IH| — PN (Q*))(IHS2 — PN (Q*)) —

=  IĤ  — P N (Q*) — PN (Q*) +  P N (Q*)PN (Q*) —

— ІЩ — PN (Q*) =  (ІЩ — PN (Q*))* =  (Q Q r)*,
поскольку PN(q*)Pn (q*) — PN(q*), ще PN(q*) : H | ^  N (Q*)-  некоторый ограни
ченный косой проектор.

Далее проверим выполнение свойств 1 и 2 из (8).

QQ+Q — (IH2 -  PN(Q*))Q — Q -  PN(Q*)Q — Q ,

поскольку PN(Q*)Q — 0.

^  - 1 ,
Q~+QQr  — Q+(IH2 -  PN(Q*)) — Q+ -  Qr0 (IHS2 -  PN(Q*))PN(Q*) —

-1  ,
— Qr  -  Qr0 (PN(Q*) -  PN(Q*)) — Q+,

так как P^(q*) — Pn (q*)■
Легко проверить, что условие 4 из (2) не выполняется. Действительно,

Q+Q — Qro (IH2 -  PN(Q*))Q — Qr0 Q — IHJ -  PN(Q),
  _ I

так как Qr Q — І щ — PN(q), где PN(q*) : H | ^  N (Q )-  некоторый ограниченный 
косой проектор [7].

Теорем а 2. Пусть Q є  G I(H |, Щ ). Тогда оператор

_  . (IHJ -  PN(Q)) Ql0 , если |Яі| < \U2\,
Qt  — (IHJ -  PN(Q)) Qlo,ro — i  _  і (n )

(IHJ — PN(Q)) Qr0 , eCAU > \U2\

Q
Доказательство теоремы 2 аналогично доказательству теоремы 1.
4. П севдообратны й оператор.
Теоремы 1, 2 позволяют предложить формулу для псевдообратного опера

тора к нормально разрешимому в гильбертовом пространстве.
Теорем а 3. Оператор

( Q+ (IH2 — PN(Q*)) , если Ді\ < \U2 \,
Q+ — i  (12)

[ (IHJ — PN (Q)) Q+, если Ді\ > \U2\

является единственным ограниченным псевдообратным к линейному ограни
ченному матричному оператору Q є  GI(H1, Щ ).

Д оказат ельст во.  Проверим выполнение свойств (2), которые определя
ют псевдообратный оператор. Для определенности рассмотрим случай, когда 
Д ^  < Д ф  т.е. нуль-пространство N (Q) изоморфно подпространству N (1)(Q*) С 
N (Q*). Это значит, что в силу леммы 1 существует левый обратный оператор

Qi- 1.
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Так как

Я{1щ — PN(Q)) = Q ; {ІЩ — PN(Q*))Q = Q'; PN(Q*)Q = 0, 

то имеем равенство, доказывающее первое свойство

QQ+Q =  Q (/h j -  PN(Q))Ql0 {ІЩ2 — PN(Q*))Q =

= QQl0 Q = (Ihs2 — PN(Q*))Q = Q ,
где PN(q*) : Щ  ^  N (Q*)— ограниченный косой проектор.

Поскольку QQlo = /щ| — PN(Q*), a PN(Q*)PN(Q*) = PN(Q*), TO

Q+QQ+ = Q+Q(/h j — PN (Q))Ql0 (Ih s2 — PN (Q*)) =

= Q+QQl- (IH2 — PN (Q*)) = Q+(Ihs2 — PN (Q*) )(ІЩє2 — PN (Q*)) =

= Q+(Ih2 — PN (Q*) — PN (Q*) + PN (Q*)) = Q+ ■
Проверим выполнение свойства 3:

QQ+ = Q(Ihi — Pn  (Q))Ql0 1(1щ2 — PN (Q*)) =

= QQl01(IH2 — PN (Q*)) = (IH2 — PN (Q*))(Ih -2 — PN (Q*)) =

= Ihs2 — PN (Q*) = (QQ+)*.

И в заключение проверим свойство 4:

Q+Q = Q+(Ihi — PN (Q*))Q = Q+Q = ІЩ{ — PN (Q) = (Q+Q)*,

так как Q+— левый псевдообратный оператор.
Для случая N (Q) D N (1\ Q )  = N (Q*) доказательство проводится аналоги

чно.
Теорема доказана.
Зам еч ан и е 1. Если Q~ : H2 ^  H1— некоторый обобщенно-обратный опе

ратор, удовлетворяющий свойствам (1), то, используя конструкцию анало
гичную (12) теоремы 3, легко доказать, что оператор

Q+ = (ІЩ{ — PN (Q))Q~ (Ih s2 — PN (Q*)) 

будет единственным псевдообратным оператором к оператору Q Є GI(H1, Щ ).

Если нуль-пространства N (Q) и N (Q*) изоморфны, то для построения огра
ниченного псевдообратного матричного оператора Q+ к линейному ограничен
ному матричному оператору Q : H1 ^  H2 можно применить следующую про
цедуру. _  _

Поскольку N  (Q) изоморф но N  (Q), то X  = X ,  а Ф = Ф■ Тогда

P n (q*)X = Ф(Х, х )щ. = Ф ■ X * ■ x, P n (q*) : H1 ^  N (Q*);
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P n {Q)y = X (Ф,у)щ = X  • Ф  • y , P N(q) : Щ  ^  N (Q).

Оператор Q +  P n (q*) действует го пространства Щ  во все пространство Щ  
и по теореме Банаха имеет ограниченный обратный (Q +  P N(q*))-1-

Т еорем а 4. Пусть матричный оператор Q Є GI(H1 ^  Щ ) и N (Q) изо
морфно N (Q*). Тогда на подпространстве R(Q) матричный оператор

Q+ = (Q +  P N (Q*)) 1 — P N (Q)

Q
Доказательство теоремы 4 аналогично доказательству теоремы 3.
Как следствие из теоремы 4 сформулируем утверждение для случая, когда 

матричный оператор Q является самосопряженным, Q : H s ^  H s.
Т еорем а 5. Пусть матричный оператор Q Є G I(H S ^  H s) является са-

R(Q)

Q+ = (Q +  p n (q)) 1 — p n (q) (13)

Q
Д оказат ельст во.  Поскольку матричный оператор —  самосопряженный, 

то N (Q) = N (Q*), X  = Ф и, как следствие, Pn (q*) = Pn (q), Pn (q) = P n (q) = 
P N(q*)- Отсюда следует утверждение теоремы 5.

5. П рим ер.
Рассмотрим построение односторонне псевдообратных и псевдообратного 

операторов к оператору Q, действующему из евклидова пространства R 3 в се
парабельное гильбертово пространство l2, который в некотором фиксированном 
базисе представляется (то х 3)— мерной матрицей

(  1 0 1 \

Q

0 0 0
1 0 14 0 4
0 0 0
1 0 18 0 8
0 0 0

V  : : : /
Оператор Q : R 3 ^  l2 ограничен, поскольку

^  3

)2 £ 2-
i=i j=i

R 3 l2 Q
бертовы, поэтому можно построить ограниченные левый Q+, правый Q+, псев- 
дообратные и псевдообратный Q+ операторы к оператору Q : R 3 ^  l2.

По формулам (4) построим ортопроекторы PN(q) : R 3 ^  N (Q) и PN(q*) : 
l2 ^  N (Q*) :

1 0 - 12 0 2
PN (Q) =  ( 0 1 0

—2 0 2
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N (Q*)

1
4 0 3

8 0 3
16 0

0 1 0 0 0 0
3
8 0 13

16 0 3
32 0

0 0 0 1 0 0
3 0 3 0 61 016 32 64
0 0 0 0 0 1

V /
Далее вычислим ортопроекторы IR3 — PNq ) : R 3 ^  R(Q*) и Ip — PNq *)

l2 ^  R(Q) :

I l2 — PN (Q*)

/ 1 0 1 '
/ 2 2

PN (Q) = ( 0 0 0
\ 1 0 1
\ 2 2 /

3 0 3 0 3
4 8 16
0 0 0 0 0
3 0 3 0 3
8 16 32
0 0 0 0 0
3 0 3 0 3
16 32 64

0
0
0
0
0

V /
Поскольку мощность множества U  меньше мощности множества U1, то по

лемме 1 существует левый обратный оператор Qt .
  —1 --Ql Q

Q—
- 1 0 2 0  1 0 - 2 0 1 0 - 2

0 1 0 1  —1 0  
1 0 2 0 - 8 0

2 0 —1 0 2
16 0 - 32 0 64

Тогда, поскольку имеет место равенство (6), то PN(2)q*) =  PN(q*) — Pn W(q*) 
и ОДИН ИЗ КОСЫХ проекторов ІН2 — р N(2)(Q*) %Дет иметь вид:

Ihs — р N (2)(Q*)

1 
0 
0 
0 
0 
0 
0 
0

. . . .

Ih  — PN (Q*) +  P

0
0
1
0
1
2
0
1
4
0

0
0
0
0
0
0
0
0

0
0
0
0
0
0
0
0

N (1)(Q*) 

\

/

Тогда, следуя лемме 1, общий вид левого обратного оператора Qlo относи
тельно проектора Pn (2) (q*) будет:
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Qlo — Qi (IH  -  PN(2)(Q*))

- 1 0 2 0 0 0 0  
0 1 0 0 0 0 0 
1 0 2 0 0 0 0

Далее, используя формулу (11) теоремы 2, получим левый псевдообратный 
оператор Q+ к оператору Q.

Qt  =  (IR3 -  PN(Q))Ql0 —

1 0 1 2 0 2
0 0 0
1 0 1 2 w 2

1 0 2 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
1 0 2 0 0 0 0

0 0 2 0 0 0 0  
0 0 0 0 0 0 0  
0 0 2 0 0 0 0

А используя формулу (10) теоремы 1, получим правый псевдообратный опе
ратор Q+ к оператору Q.

Q+ — Q- ^  -  Pn (q*)) —

1 0 2 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0
1 0 2 0 0 0 0

3
4 0 3

8 0 3
16 0

0 0 0 0 0 0
3
8 0 3

16 0 3
32 0

0 0 0 0 0 0
3 0 3 0 3 016 32 64
0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
3 0 3 0 3 0 —2 w 4 w 8 w 16

Тогда по формуле (12) теоремы 3 найдем единственный псевдообратный опе
ратор Q+ к операто ру Q.

Q+ — Qt (h 2 -  PN(Q*)) — (IR3 -  PN(Q))Ql0 (Л2 -  PN(Q*)) —
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о 2

1
2
0 0 0
1
2

- 1 0 2 0 0 0 0  
0 1 0 0 0 0 0
1 0 2 0 0 0 0

3 0 3 0 3
4 8 16
0 0 0 0 0
3 0 3 0 3
8 16 32
0 0 0 0 0
3 0 3 0 3
16 32 64
0 0 0 0 0

0 0 2 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 2 0 0 0 0

3 0 3 0 3
4 8 16
0 0 0 0 0
3 0 3 0 3
8 16 32
0 0 0 0 0
3 0 3 0 3
16 32 64
0 0 0 0 0

I 0

I 0

0 16 0
0 0 0 0 0

3 
8 0 16 0
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