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Исследование разрешимости и построение ре­
шений слабонелинейных краевых задач для ши­
рокого класса обыкновенных, функционально­
дифференциальных, импульсных и др. систем 
дифференциальных уравнений [ 1) представляет 
собой проблему, решение которой существенным 
образом зависит от возможности построения 
обобщенного обратного оператора к оператору 
линейной части исходной краевой задачи. Обоб­
щенное обращение нётеровых операторов в 
функциональных пространствах опирается на те­
орему Аткинсона [2] о представлении линейных 
ограниченных нётеровых операторов (с^тЛ/(^) * 
*  <1 1тУУ(£*), Ш тМХ) < «■, {Щп/У(£,*) < °°), которая 
обобщает известную теорему Никольского [3], 
описывающую класс фредгольмовых операторов 
(ШшЛ/(£,) = (ЯтЛ^£.*}, йтМ{1*) < °°).
Используя теорему Аткинсона с помощью обоб­
щения известной леммы Шмидта [4], удалось раз­
работать способы обобщенного обращения в ба­
наховых и псевдообращения в гильбертовых про­
странствах нормально разрешимых операторов, 
являющихся нётеровыми [!}.

Однако эти способы обоснованы и “работа­
ют” только в случае конечномерности ядра и ко­
ядра оператора /. и не охватывают большого 
класса нормально разрешимых операторов с бес­
конечномерными ядрами и коядрами.

Поскольку не всякое бесконечномерное под­
пространство в банаховом пространстве имеет 
прямое дополнение, для обеспечения ограниченно­
сти обобщенного обратного оператора 1г\ В2 —* 8] 
на оператор V. В\ —»Вг накладывается условие до­
полняемости [5] ядра и образа /?{/.) в банахо­
вых пространствах В, и В2 соответственно. Такие 
операторы называют топологически нётеровы­
ми |6]. Если ядро топологически нётерова 
оператора Ь изоморфно ядру /'/{А*) оператора Ь*,
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сопряженного оператору Ь, то оператор I, назы­
вается топологически фредгольмовым.

Из определения топологически нётерова опе­
ратора следует, что любой такой оператор явля­
ется нормально разрешимым {/?(£) замкнуто). 
Обратное утверждение не имеет места.

Очевидно, что всякий нётеров оператор явля­
ется топологически нётеровым, а всякий фред- 
гольмов - топологически фредгольмовым.

Ставится задача получить аналог теоремы Ат­
кинсона для нормально разрешимых операторов 
V. В, —» В2 в банаховых пространствах, ядро /У(£) 
и образ Я(Ь) которых дополняемы в В, и В2 соот­
ветственно и сІітЛ^(£,) < «в, <ИтЫ(Ь*) < «■.

Пусть В, —» Вг - линейный ограниченный 
оператор, действующий из банахова пространст­
ва В| в банахово пространство В2.

Т е о р е м а  1. Д ля линейного ограниченного 
оператора и. В \ —* В2 следующие утверждения 
эквивалентны:

а1) оператор £  топологически нётеров] 

а2) оператор Ь представим в виде

/, = Р + 5, (1)

где оператор Г имеет ограниченный левый Т7, 1: 

В2 —* В| (или правый Рг 1: В2 —!► В|) обратный, а

-Г,"' 5: В, -> с В 1 (- Г ,' 5: В, -> N^1) с  Щ Л  с  

с  В[) — ограниченный проектор; 

аЗ) оператор Ь представим в виде 

£  = Р + 5,

где оператор Р  имеет ограниченный левый Р, 1:

В2 —» В| (или правый 1 : В2 —> В,) обратный, а

-5*7': Вг -> У, с  У с  В2 (- 5 ^ ' : В2 -* У с  Вг) - ог­

раниченный проектор;

а4) оператор £. представим в виде

і- = г<2і,
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где оператор F имеет ограниченный левый F ,1:

В2 —* ß] (или правый F ”': В2 —» Вх) обратный, а 

Q\.B\ —> 5, QN(L) (Q,: -* Bt О <V,(Z,)) - ограни­

ченный проектор',

а5) оператор L представим в виде

L = Qifr

где оператор F имеет ограниченный левый F,

В2 -> ßj («ли правый F"': Вг —> ß t) обратный, д 

(?2 : ^ 2  ~> ® Ш г: ^ 2  ”■* ограничен­
ный проектор, где = У© JV

Д о к а з а т е л ь с т в о .  а1)=Ф а2). Пусть L - то­
пологически нётеров оператор. Тогда возможны 
два случая:

либо N{L) изоморфно У| с  У; 

либо N(L) :э N t(L) изоморфно Y.

Пусть для определенности N(L) изоморфно 
К, с  К. В этом случае существует линейный огра­

ниченный обратимый оператор Pyt: В, —» В2, та­

кой, что

Pr,N(L) = P~i\Yl = N(L)

и существует ограниченный проектор Руо.В 2-*В2, 

разбивающий подпространство Y в прямую сумму 
замкнутых подпространств

Y =Y 09 Y U (2)

где YQ= Р у^В 2, Y] = Ру}В2, Ру! = Ру- -

Покажем, что оператор L + Рух имеет ограни­

ченный левый обратный. Для этого необходимо и 
достаточно показать, что:

])N(L+ Рг,)=  10} и

ii) R(L + Р г<) дополняемо в В2-

Д о к а з а т е л ь с т в о .

i) Пусть существует дг0 *  0, такое, что

(L + P Yi)x0 = Lx0 + Py,x0 = 0. (3)

Из (3) имеем, что

Lx0e R{L), Ру,х0е Y}.

Подпространства R(L) и Y взаимно дополняют 
друг друга, следовательно, R(L) Г, У= {0} [5), от­
куда следует, что они имеют только один общий 

элемент - нулевой, т.е. Lxq = 0, Ру^х0 = 0. Таким 

образом, из л0 е N(L) и jc0 е N( Р У[) следует, что 

л0 = 0. Полученное противоречие доказывает, что 

N (L+ Pr, ) = {  0).
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іі) Дополняемость R{L + Ру,) следует из огра­

ниченности проектора Руя. Таким образом, опе­

ратор £  + Р г имеет ограниченный левый обрат­

ный.

Взяв в качестве Р  оператор Ь + Ру1, а в качест­

ве 5 оператор -Ру,, получим представление (1) 

для топологически нётерова оператора.

а2) => а1). Пусть £  = ґ  + 5, где Р  имеет ограни­

ченный левый обратный F(~l , а В, —> Ы{Ц -

ограниченный проектор.

Уравнения 1л: = у и Р , = х + Р ;' Бх = Р1' у, 

у є В7 О N^(1**) эквивалентны. Рассмотрим одно­

родное уравнение

х + Р/'Бх - 0 или х = - Р ,18х.

Оператор - ̂  5 - Р переводит элементы про­

странства В | в себя и по условию теоремы ограни­

чен, следовательно, Рщц. В | —► В[ - ограниченный
2

проектор {Рщі> = Рщ}). который разбивает про­

странство В, в прямую сумму замкнутых подпро­

странств

В , = М(£) Ф X, (4)

гдеХ = й(/в - Р мо).

Из обратимости оператора Р\ В, —* В2 слева 

следует, что F осуществляет взаимно-однознач­
ное соответствие пространств В] и В20  К0. Следо­

вательно, £  = F(^B1 - Рти), /?(/>) = ™ </Й1 - Рад ), 

к, = и

Ва 0  1̂ 0= Г, ©«(£.).

С учетом (2) имеем

й2 = ГФВД,). (5)

Из (4) и (5) следует топологическая нетеровосгь 
оператора £.

а2) <=> аЗ). Равносильность утверждений следу­
ет из существования ограниченного обратного

оператора Р1', ограниченности оператора Руа и 

равенств

І.ДГ - /Г(/В] + Г, '5)дг + Ру^х =

= + = (/*, +■$/*?’ )£ *  = у. (6)

так как FF / ' = /й) - Р Уг и = 0.

а2) «  а4), аЗ) а5). Эквивалентность этих ут­
верждений следует из существования ограниченного
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обратного оператора F , ограниченности опера­

тора Ру и равенств (6).

Теорема доказана.

Для случая, когда N^L) изоморфно У, теорема 
доказывается аналогично.

З а м е ч а н и е  1. Если dim/?(- S # 1) < -  и

dim S) < «>, теорема 1 переходит в теорему

Аткинсона [2], которая описывает класс нор­
мально разрешимых операторов, являющихся нё- 
теровыми.

Если подпространства N(L) и У изоморфны, 
справедливо следующее утверждение.

Т е о р е м а  2. Для линейного ограниченного 
оператора L: В\ —> В2 следующие утверждения 
эквивалентны.

al) оператор L топологически фредгольмов; 

а2) оператор L представим в виде 

L = F + S,

где оператор F  имеет ограниченный обратный 

F-1; В2 —» В|, a -F~lS: В] —> N(L) - ограниченный 

проектор;

аЗ) оператор L представим в виде 

L = F + S,

где оператор F имеет ограниченный обратный 

f'-1: В2 —> Ви а -SF"1: В2 —> У - ограниченный про 

ектор\

а4) оператор L представим в виде 

L = FQt,

где оператор F имеет ограниченный обратный 

В2 —» В], й Qt: В, —» В, © N(L) - ограниченный 
проект ор ;

а5) оператор L представим в виде

l  = q 2f ,

где оператор F имеет ограниченный обратный 

F~l: В2-+ Ви а Q2 : В2 —» R(L) - ограниченный про­

ектор.

З а м е ч а н и е  2. Если dimR(-5F7') < 00 и

dimR(-FJ1S) < «> и эти размерности совпадают, то 

теорема 2 переходит в теорему Никольского |3], 
которая описывает класс нормально разреши­
мых операторов, являющихся фредгольмовыми.

Используя теорему 1, можно доказать следую­
щие утверждения.

Л е м м а  1. Пусть L :BX —» В2 - топологически 
нётеров оператор. Тогда существует ограни­
ченный оператор U: В2 —> такой, что

UL = Iat- P lt Lt/ = /8;-/>2, (7)

где P t: В, —> N(L), l B} - Р г: В2 —» R(L) - ограничен­

ные проекторы.
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Л е м м а  2. Пусть L: Bt —> В2 - ограниченный 
оператор и существуют такие ограниченные 
операторы Uh U2: В2—> В |, что

U,L = l Bi-T l. Ш г = 1Ві-Т 2. (8)

где Т|, Т2 - ограниченные операторы. Тогда опе­

р ат ор  L топологически нётеров.

Леммы 1 и 2 позволяют доказать утверждение 
об устойчивости свойства топологической нёте- 
ровости оператора к малым возмущениям.

Т е о р е м а  3. Пусть L: В| —» В2 - топологиче­
ски нётеров оператор. Тогда существует є > О 
такое, что для любого ограниченного операто­
ра to , ||Loll < Е, оператор L + Lo топологически нё­
теров.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Построим такой огра­
ниченный оператор U: В2 —> В(, чтобы выполня­
лись условия (7). Существование такого операто­
ра U вытекает из леммы 1. Пусть е = Ц1/Ц"1 и 
||Loll < Є. Тогда с учетом (8) имеем

U(L + L0) = /ві- Р , +UL0.

Обозначим D, = (18 + ULqY1U. Существование 

обратного оператора к оператору ( /Ві + ULn) га­

рантировано условием ||Lo(| < є. Тогда

D X(L + L0) = ( lBt + UL0y 'U (L  + L0) =

= (/Я] + ULq) 'U I Bl + ^ L 0) -/\] =

= = /Йі + Г,.

Оператор Г, офаничен как суперпозиция ограни­

ченных операторов. Аналогично строится опера­

тор D2 = (/(/в| + ULо)-1 такой, что

(L + Ц ) О г = lBi + Т 2,

где оператор Т2 ограничен. По лемме 2 оператор 

L + Lp топологически нётеров.
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