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ЧАСТИЧНО УПОРЯДОЧЕННЫ Е М НОЖ ЕСТВА  
ИНЪЕКТИВНО-КОНЕЧНОГО ТИПА

In this paper we describe all finite posets, for which the category In jA  of injective representations of A 
over a field к has finite type.

В цій статті описуються скінченні частково впорядковані множини A, для яких категорія In jA  
ін’ективних зображень A над полем к має скінчений тип.

В работе [1] П. Габриель ввел для (конечного) колчана Q с множеством вершин 
Q0 и множеством стрелок Qi квадратичную форму Qq : ZQo ^  Z, названную им 
квадратичной формой Титса колчана Q:

Qq(z) = Y 1  А2 - Y 1  ZZ ’
ieQo i tj

где i ^  j  пробегает множество Q1. В этой же работе доказано, в частности, что 
колчан имеет конечный тип над полем к тогда и только тогда, когда его форма 
Титса является положительно определенной.

В работе [2] Ю. А. Дрозд рассматривает некоторую квадратичную форму для 
(конечного) частично упорядоченного множества Л, построенную на основе тех же 
соображений, что и форма Титса для колчана. Это форма qa : ZAu0 ^  Z, которая 
задается равенством

dr a (Z) = z0 + Z2 + 2̂ ZiZj -  z o £  Zi
ieA i<j,i,jeA ieA

(при этом нужно считать, что Л не имеет елемента 0). Теперь эта форма называется 
квадратичной формой Титса частично упорядоченного множества Л.

В [2] доказано, что частично упорядоченное множество Л имеет конечный тип 
над полем к тогда и только тогда, когда его форма Титса является слабо положи
тельной (т. е. принимает положительное значение на любом ненулевом векторе с 
неотрицательными координатами).

Напомним, что согласно определению частично упорядоченное множество Л име
ет конечный тип над полем к, если категория его представлений RepkЛ имеет, с 
точностью до изоморфизма, конечное число неразложимых объектов.

Кроме изучения представлений частично упорядоченного множества конечного 
типа, мы можем, в свою очередь, изучать представления категории RepkЛ (это фун
кторы из RepkЛ в категорию конечномерных векторных к-пространств); в частности, 
можно рассматривать задачу о тех или иных подкатегориях категории RepkЛ, кото
рые имеют конечный тип. Одна из таких задач и рассматривается в этой статье.

На протяжении всей статьи к — произвольное фиксированное поле; поэтому в ра
зличных обозначениях мы часто опускаем символ к (например, вместо RepkЛ пишем 
RepA). Векторные пространства, которые мы рассматриваем, являются, как пра
вило, конечномерными (исключением являются случаи, когда рассматриваются об
щие определения). Все рассматриваемые частично упорядоченные (сокращенно ч. у.)
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множества являются конечными; при этом мы предполагаем, что они не содержат 
элементов 0 и ±то. Линейные отображения, морфизмы категорий и т. п. умножаются 
слева направо.

1. Категории над полем и колчаны с соотношениями. Поскольку в этой 
статье мы пользуемся категорным языком, напомним некоторые факты из теории 
категорий, уделяя особое внимание категориям над полем к ; при этом мы считаем, 
что читатель знаком с основными понятиями теории категорий. Далее, мы рассмо
трим вопросы, связанные с представлениями категорий и колчанов. Наконец, мы 
напомним нужные для нас факты, которые касаются колчанов с соотношениями и 
их связи с категориями.

1.1. Категории над полем. Множество объектов категории Ф обозначается че
рез Ob Ф, а множество ее морфизмов — через Mor Ф; множество морфизмов из объе
кта X  в объект У обозначается через Н отф(Х, Y ) или Ф(X, Y). Вместо X  Є Ob Ф 
часто пишут X  Є Ф; запись X  = Y  означает, что X  и Y  изоморфны. Изоморфизм на
зывают еще обратимым морфизмом; другими словами, морфизм а Є Ф(X, Y ) обра
тим, если существует морфизм в  Є Ф( Y,X ), такой, что ав = 1х и ва  = 1у, (1Z 
обозначает единичный морфизм объекта Z).

Напомним, что скелетом категории называется ее полная подкатегория, состоя
щая из представителей всех классов изоморфных объектов.

Ковариантный функтор, как правило, называется просто функтором. Функтор 
F  : Ф ^  Ф называется строгим, если для произвольных объектов X, Y  категории Ф 
отображение

F (X, Y ) : Нотф (X, Y ) ^  Н отФ (X F ,Y F )
(которое определяется отображением F  : МогФ ^  МогФ) инъективно, и полным, 
если это отображение сюръективно. Далее, фуктор F  : Ф ^  Ф называется плотным, 
если для каждого Y  Є Ф существует изоморфный ему объект вида X X , X  Є Ф. В 
силу хорошо известной теоремы функтор F  является эквивалентностью категорий 
тогда и только тогда, когда он строгий полный и плотный.

Категорией над полем к или просто k-категорией мы называем произвольную 
категорию Ф, все множества морфизмов которой являются (не обязательно конечно
мерными) векторными пространствами над к, такими, что композиция морфизмов 
k-билинейна; тогда множества Ф(X, X ) являются к-^гебрами. Назовем к-категорию 
конечномерной, если все Ф(X, Y ) являются конечномерными пространствами. Эле
мент X Є Ф называется нулевым, если Ф(X, X ) =  0 или, что то же самое, 1х =  0 
(заметим, что в к-категории не всегда существуют нулевые объекты). В связи с рас
сматриваемым ниже отметим, что локальная алгебра — это алгебра с 1 =  0, все 
необратимые элементы которой образуют идеал.

Функтор F  : Ф ^  Ф между к-категориями Ф и Ф называется к-линейным, если 
все соответствующие ему отображения F (X, Y ) являются к-линейными; иногда такой 
функтор называют к-функтором. Как правило, между к-категориями рассматрива
ют только к-линейные функторы.

Каждой категории Ф можно естественным образом со поставить к-категорию кФ, 
которая называется к-линейной оболочкой или к-линеаризацией Ф; она имеет те же 
объекты, что и категория Ф, а kФ (X ,Y ) — это векторное к-пространство с базисом 
Ф(X, Y ). Очевидно, что произвольный функтор F  : Ф ^  Ф, где Ф — к-категория, 
однозначно продолжается до к-линейного функтора F к : кФ ^  Ф.

Двусторонним идеалом (или просто идеалом) I к-категории Ф называется набор 
подпространств 1 (X ,Y ) С Ф(X, Y ), где X ,Y  Є Ф, таких, что Аау Є Ф( W ,Z) всякий
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раз, когда а Є 1 (X ,Y ), А Є Ф( W ,X), 7 Є Ф(У, Z ). С каждым йде алом I связана 
фактор-&-категория Ф/I  с теми же объектами, что и категория Ф, и множествами 
морфизмов (Ф/1)(Х, Y ) =  Ф ( Х ^ )/1 (X ,Y ) для всех X ,Y  Є Ф. Заметим, что если 
1х Є I, то объект X  категории Ф/I является нулевым. Канонические проекции (про
странств) Ф (X ,Y ) ^  Ф /1(X ,Y ) задают функтор-проекцию П : Ф ^  Ф/1.

В качестве важного примера, связанного с этими понятиями, можно указать сле
дующий пример. Пусть F  : Ф ^  Ф — k-функтор между ^-категориями, который 
является полным и плотным. Обозначим через KerF ядро функтора F, то есть мно
жество всех морфизмов а, таких, что aF  = 0  очевидно, что KerF — идеал в Ф. Тогда 
F  индуцирует эквивалентность Ф/K erF =  Ф.

Конечномерная k-категория Ф называется спектроидом, если ее объекты попарно 
неизоморфны и все алгебры эндоморфизмов Ф ^ ,  X ) локальны. Заметим, что усло
вие о локальности алгебр эндоморфизмов эквивалентно тому, что все необратимые 
морфизмы Ф образуют идем. Этот идем называется радикалом спектроида Ф; мы 
обозначаем его через Таким образом, мы имеем R ^ (X ,Y ) =  Ф (X ,Y ) для X  =  Y, 
a R ^ (X ,X ) — это максимальный идеал (радикал) локальной алгебры Ф ^ ,X ).

Если I — идеал спектроида Ф и I С R^, то, очевидно, Ф/I также является спе
ктроидом; если же I те принадлежит R^, то множество P  =  {X  Є Ф І їх  Є 
непусто и значит фактор-категория Ф/I не является спектроидом (поскольку объе
кты X Є P  становятся нулевыми объектами Ф/J, алгебры эндоморфизмов Ф/1 (X ,X ) 
не являются локальными). Однако во втором случае спектроидом является полная 
подкатегория категории Ф/J, состоящая из ненулевых объектов.

Аддитивной ^-категорией (или k-аддитивной категорией) называется произволь
ная к-категория, которая является аддитивной (то есть имеет конечные прямые сум
мы и нулевой объект). Отметим, что каждой k-категории Ф можно естественным 
образом сопоставить аддитивную k-категорию ®Ф, которая называется аддитив
ной оболочкой Ф. Ее объектами являются конечные последовательности (X i,. . . ,  X s) 
объектов из Ф, а морфизмы (X1, .. .  ,X s) ^  (Y1, .. .  ,Yt) отождествляются с “матри
цами” д =  (^ij) Є ф i j Ф(Xi,Yj); композиция морфизмов определяется правилом 
умножения матриц.

Очевидно, что произвольный k-линейный функтор из Ф в Ф, где Ф — адитивная 
k-категория, можно естественным образом продолжить до k-линейного функтора из 
0Ф В Ф.

Конечномерная аддитивная k-категория называется категорией Крулля-Шмидта, 
если каждый ее объект раскладывается в прямую сумму неразложимых объектов с 
локальными алгебрами эндоморфизмов. Полную подкатегорию категории Крулля- 
Шмидта Ф, состоящую из представителей всех классов изоморфизмов неразложи
мых объектов, будем обозначать через Фо; очевидно, что категория Фо определена 
однозначно с точностью до изоморфизма категорий и является спектроидом. Мы 
называем ее главным спектроидом категории Ф.

Имеет место следующая теорема.
Теорема К рулля-Ш м идта. Категория над полем k является категорией 

Крулля-Шмидта тогда и только тогда, когда любой ее идемпотент расщепля
ем, (т. е., если а 2 =  а Є Hom(X, X ), то существуют м,орфизм,ы, А : X  ^  Y  и 
Y : Y  ^  X , такие, что Ay  =  а и y A =  1у).

Понятие радикала, которое мы ввели выше для спектроидов, можно ввести также 
и для категорий Крулля-Шмидта.

Пусть Ф — категория Крулля-Шмидта. Морфизм а Є Ф (X ,Y ) называется ради
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кальным, если для каждого в  С Ф(¥, X ) морфизмы 1Х + аЗ  и 1у  + /За обратимы (на 
самом деле достаточно требовать одно из этих условий). Все радикальные морфи
змы образуют идеал, который называется радикалом категории Ф; мы обозначаем 
его через $ф. Заметим, что между пространствами $ф(®ХФ ®j¥j ) И ® i , j (Xi,¥j ) 
существует естественный (канонический) изоморфизм.

1.2. Представления fc-категорий. Пусть Ф — некоторая к-категория и mod к — 
категория конечномерных векторных к-пространств. Под представлением категории 
Ф мы понимаем k-функтор из Ф в mod к. Два представления называем эквивален
тными или изоморфными, если изоморфны соответствующие функторы. Другими 
словами, категория представлений Rep Ф категории Ф — это категория Funct^ , 
mod к) функторов из Ф в mod к. Из хорошо известных общих теорем следует, что 
Rep ф — категория Крулля-Шмидта. Заметим, что категория F u n c t^ ,  mod к) яв
ляется законной (с точки зрения современной теории множеств) только тогда, ко
гда объекты Ф образуют множество (такая категория называется малой). Легко по
казать, что если категории F u n c t^ , mod к) и Funct(Ф, mod к) эквивалентны, если 
эквивалентными являются Ф и Ф (для этого нужно зафиксировать пару взаимно 
квазиобратных функторов между Ф и Ф и после этого посмотреть на связь между 
функторами F  : Ф ^  mod к и G : Ф ^  mod к). В частности, эквивалентными яв
ляются категории Funct(Ф, mod к) и Funct(Ф, mod к), где Ф — скелет категории Ф. 
Отсюда видно, что в случае, когда Ф является малой категорией, мы можем по су
ти считать категорию Funct(Ф, mod к) законной даже тогда, когда категория Ф не 
является малой.

Часть из только что сказанного мы сформулируем в виде утверждения, которым 
будем пользоваться в дальнейшем.

Предложение 1. Если Ф — категория Крулля-Шмидта и Ф0 — ее главный 
спектроид, то Ф =  ®Ф0 и категор ии Rep Ф и Rep Ф0 эквивалентны.

Мы называем к-категорию Ф категорией конечного типа, если категория Rep Ф 
имеет (с точностью до изоморфизма) конечное число неразложимых объектов.

Представления к-категорий самым прямым образом связаны с представлениями 
алгебр. Поговорим об этом более подробно.

Пусть Ф — к-категория; будем считать, что число ее объектов конечно. Этой 
категории можно естественным образом сопоставить конечномерную к-^гебру А(Ф). 
Именно положим

А(Ф) = ф  Ф (Х .¥ )
Х,у ЄФ

(здесь рассматривается прямая сумма векторных к-пространств). Произведение в 
А(Ф) достаточно определить для произвольных морфизмов а С Ф(Х, ¥ ) и З С 
С Ф(Е, T ): произведение а и в  равно морфизму а в, если ¥  =  Z, и нулевому эле
менту (пространства А(Ф)), если ¥  =  Z.

Алгебру А(Ф) можно определить и для к-категории с бесконечным числом объе
ктов (см. [3,§2]).

Понятно, что между представлениями к-категории Ф и к-^гебры АФ имеется 
взаимно однозначное соответствие; более того, их категории представлений изомор
фны. В частности, категория Ф имеет конечный тип тогда и только тогда, когда 
конечный тип имеет алгебра А(Ф).

1.3. Представления колчанов. Пусть Q — колчан, т. е. ориентированный граф. 
Множество вершин колчана Q будем обозначать через Q0, а множество его стрелок —
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через Qi; колчан Q называют конечным, если Qo и Qi конечны. Начальную вершину 
стрелки А (т. е. вершину го которой выходит А) обозначаем через s(\)  и концевую 
вершину стрелки А (т. е. вершину в которую входит А) обозначаем через t(X). Запись 
А : x ^  у означает, что А является стрелкой, такой, что s(X) = x  и t(X) = y.

Пусть x ,y  Є Qo. Путем дли ны n > 1 с начальной верш иной x и концевой вершиной 
у называется последовательность а = a ia2 ■■■ ап стрелок аі7 такая, что s ^ )  =  x, 
t(ai) = s(ai+i) для любого 1 < і < n и t(an) =  у. Кроме того, имеется путь а = 1Х 
длины 0 (для которого начальная и концевые вершины совпадают с x). Начальная и 
концевая вершины пути а  обозначаются соответственно через s(a) и t(a). Два пути 
а и в  называются паралельними, если s ^ )  = s(fi) и t (а) =  t(fi).

Каждому колчану Q можно естественным образом сопоставить категорию его 
путей PQ, объектами которой являются вершины колчана, а множество морфизмов 
PQ(x, у) состоит го всех путей с начальной точкой x  и концевой точкой у; композиция 
путей определяется естественным образом.

Линейная оболочка kPQ  категории PQ называется k-категорией путей колчана 
Q; она обозначается просто через kQ. В случае, когда Q конечный, можно рассмо
треть алгебру A(Q) его путей; это конечномерная алгебра, базис которой состоит из 
всех путей. (В предыдущем пункте мы определили конечномерную алгебру по любой 
конечномерной k-категории, и если эту конструкцию применить к k-категории kQ, 
то получим как раз алгебру A(Q).)

Представление U колчана Q = (Qo, Q0 над пол ем k состоит из конечномерных 
векторных k-пространств Ui,i Є Qo, и линейных отображений уа : Ux ^  Uy, где
а : x ^  у пробегает Qb Вектор d = (dx),x  Є Qo, где dx = dimUx (i = 1,. ■ ■ ,n), на
зывается вектор-размерностью представления U. Морфизм ф из U в U1 состоит ли
нейных отображений фx : Ux ^  U'x,x  Є Qo, таких, что для каждой стрелки а : x ^ у  
диаграмма

Ux Uy

фх фу

UL + Uy
коммутативна.

Для представления U колчана Q положим U = {Ux | x Є Qo у = {ya | а Є Q-і} . 
Используя эти наборы, U можно записать в краткой форме: U = (U,y).

Категорию представлений колчана Q (которая является категорией Крулля- 
Шмидта) будем обозначать через RepQ.

Очевидно, что между представлениями колчана Q и k-категории kQ имеется есте
ственное взаимно однозначное соответствие; более того, их категории представлений 
изоморфны. Отсюда и из сказанного в предыдущем пункте следует, что взаимно 
однозначное соответствие имеется между представлениями конечного колчана Q и 
представлениями конечномерной алгебры A(Q).

Переходим теперь к представлениям колчанов с соотношениями.
Соотношением для колчана Q = (Qo, Qi) называют произвольную k-линейную 

комбинацию его паралельных путей. Пусть А =  {Xi | і Є I } — некоторый набор соо
тношений для Q. Представлением колчана Q с соотношениями А^ і Є I, называется 
произвольное представление U = (U,y) колчан a Q, такое, что при подстановке в 
каждое Аі вместо всех его стрелок соответствующих им линейных отображений по
лучается нулевое отображение (если в Аі входит какой-либо путь 1x длины 0, то ему 
сопоставляется тождественное отображение пространства Ux). Исходя из последнего
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определения, в этой ситуации часто говорят, что мы имеем колчан Q с соотношени
ями Xi =  0 (і Є I ).

Заметим, что колчан с соотношениями (Q,X) = (Qo,Qi, X) определяет k-катего
рию kQ/З, ще З =  З(Х) — идеал в kQ, порожденный Xi (і Є I ). Обратно, если рас
смотреть идеал З категории kQ и зафиксировать в нем морфизмы Xi7 которые его 
порождают (в частности, в качестве таких морфизмов можно взять все морфизмы 
из З), то мы будем иметь колчан с соотношениями (Q, X), где X обозначает множество 
всех Xi.

Представлением колчана с соотношениями (Q,X) образуют категорию, которая 
является полной подкатегорией категории RepQ. Очевидно, что между представле
ниями колчана Q с соотношениями Xi = 0 (і Є I ) и представлениями k-категории 
kQ/З, ще З =  З(Х), существует естественное взаимно однозначное соответствие; бо
лее того, соответствующие категории представлений изоморфны. То же самое можно 
сказать и о связи между представлениями рассматриваемого колчана с соотношения
ми и представлениями алгебры A(Q)/3°, где З° = З°(X) — идеал в A(Q), порожденный 
Xi (заметим, что A(Q)/3° =  A(kQ/3)).

1.4. Колчан с соотношениями категории Крулля-Шмидта.
Пусть Ф — спектроид. Будем считать, что число его объектов конечно. Колчан Qф 
категории Ф определяется следующим образом. Qф имеет в качестве вершин объекты 
из Ф. Число стрелок из вершины X в вершину Y  равно размерности пространства 
Rф( X ,Y ) /R \ ( X ,Y ). Далее, сопоставим каждой стрелке а : X  ^  Y  колчана Qф ра
дикальный морфизм а Є R ^ (X ,Y ) таким образом, чтобы для каждой пары ( X , Y ) 
пространство R ^ ( X , Y ) являлось прямой суммой подпространства R \( X ,Y ) и под
пространства, порожденного всеми морфизмами а : X  ^  Y . Мы имеем функтор 
F : kQxj, ^  Ф, такой, что X F  = X  для каждой вершины X и aF  = а для каждой 
стрелки а  Поскольку k-категория Ф конечномерна и число ее объектов конечно, то 

=  0 для некоторого натурального s, и легко видеть, что функтор F  полный. 
Значит мы имеем эквивалентность категорий kQф/K erF ^  Ф.

Если теперь зафиксировать в идеале KerF морфизмы Xi7 і Є I, которые его по
рождают, то мы будем иметь колчан с соотношениями Qф =  (Q^X), где X обозна
чает множество всех Xi (см. предыдущий пункт). Будем его называть колчаном с 
соотношениями спектроида Ф. Заметим, что колчан Q^ категорией Ф
однозначно, а колчан с соотношениями Qф — нет.

В случае, когда Ф — k-категория Крулля-Шмидта, имеющая (с точностью до 
изоморфизма) конечное число неразложимых объектов, мы называем ее колчаном с 
соотношениями Q# колчан с соотношениями Q$0, где Ф0 — главный спектроид Ф.

1.5. Форма Титса колчана с соотношениями и категории Крулля-Ш мид
та. Пусть Q = (Q, X) — конечный колчан с соотношения ми и пусть X =  {Xi | і Є I }. 
Положим Г =  kQ и обозначим через R радикал Г. Обозначим, далее, через З идеал 
в Г, порожденный всеми Xi7 через J идеал в Г, порожденный всеми стрелками и 
через X  идеал в Г, порожденный идеалами З и J. Будем считать, что каждое Xi 
принадлежит R2 и что категория Г =  kQ/З конечномерна (тогда Г — спектроид). 
Квадратичной формой Титса колчана с соотношениями Q называется следующая 
форма Qq  : ZQo ^  Z:

qQ(z) = zx ZxZy + ГхуZxZy ’
x€Qo x——y x,yeQo

r xy zxzixyXxXy ,

где x ^  y пробегает множество Q1 и rxy = dim3(x,y) — dimX(x,y).xy
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Определим теперь форму Титса q^(z) для спектроида Ф с конечным числом объе
ктов: q^(z) — это форма Титса qq(z) для колчана с соотношениями Q спектроида Ф 
(см. предыдущий пункт).

В случае, когда Ф — fc-категория Крулля-Шмидта, имеющая (с точностью до изо
морфизма) конечное число неразложимых объектов, мы называем ее формой Титса 
q$(z) форму Титса q$0(z), где Фо — главный спектроид Ф.

1.6. Представления частично упорядоченных множеств. Напомним опре
деление представления ч. у. множества A [4] в терминах градуированных векторных 
пространств 5 (в [4] используется матричный язык).

Пусть A — ч. у. множество и к — произвольное поле.
Дадим сначала определение категории A-градуированных векторных пространств 

над к [5]. A-градуированное векторное пространство над к (или просто А-градуиро- 
ванное к-пространство) — это прямая сумма U =  ф Х&А Ux векториых к-пространств 
Ux. Целочисленный вектор d = d(U) =  (dx),x Є A, где dx =  dim Ux, называется 
вектор-размерностью пространства U; его размерность dim U = xA  dx обозначае
тся сокращенно через d = d(U).

Линейное отображение ф : U ^  U7, где U, U7 — A-градуированные к-пространства, 
называется A-отображением, если фЪс =  0 всякий раз, когда b ^  с, где фxy обозначает 
линейное отображение Ux в U'y, индуцированное отображением ф (т. е. фxy = ixфп7y, 
где ix — вложение Ux в U,зп 'у — проекция U' на Uy). Множество всех A-отображений 
U в U7 (которое есть подпространством в Hom(U, U')) обозначаем через HomA(U, U7). 
A-отображение ф естественно отождествлять с матрицей (фxy), x ,y  Є A; тогда сум
ма и произведение A-отображений определяются соответственно суммой и произве
дением этих матриц (откуда, в частности, следует, что сумма и произведение A- 
отображений являются A-отображениями).

Категория A-градуированных векторных пространств над полем к — это ка
тегория, объектами которой есть A-градуированные векторные пространства над 
к , а морфизмами — A-отображения. Эту категорию, которая является категорией 
Крулля-Шмидта, будем обозначать через modA^ по аналогии с категорией конечно
мерных векторных к-пространств mod к.

“Диагональная часть” отображения ф Є HomA(U, U7) обозначается через фд, т. е. 
фд — это следующее A-отображение: фХx = ф ^  и фд1,у = 0 при x  =  у . В случае, когда 
ф = фд, A-отображение ф будем называть диагональным (A-)отображением.

Очевидно, что A-отображение ф : U ^  U' является биективным тогда и только 
тогда, когда биективным является отображение фд : U ^  U7 (или, что то же самое, 
биективными являются все отображения фxx). Но в случае, когда речь идет об инъе
ктивных или сюръективных A-отображениях, аналогичные свойства уже не выпол
няются. A-отображение ф : U ^  U7 назовем или 5-мономорфизмом
в modA^, если отображение фд инъективно (или, что то же самое, — мономорфизм 
в mod к). Далее, A-отображение ф : U ^  U7 назовем ^^^^^^^гавным или 5-эпи
морфизмом в modA^, если отображение фд сюръективно (или, что то же самое, — 
эпиморфизм в mod к).

Заметим, что термин “5-мономорфизм” (соответственно “5-эпиморфизм”) оправ
дывается тем, что такой морфизм является мономорфизмом (соответственно эпи
морфизмом) в modAL

В дальнейшем нам понадобятся следующие утверждения.
Лемма 1. Если A-отображение ф : U ^  V  является 5-биективным, то отобра

жение ф-1 также является, A-отображением (а следовательно ф — изоморфизмом
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в modAfc).
Действительно, произведение Л-отображений (фд)-1 : V ^  U ж ф : U ^  V  явля

ется Л-отображеним вида 1V + ф, где 1V : V ^  V  — тождественное отображение и 
ф : V  ^  V  — нильпотентное A-отображение (а именно фп =  0, ще n =  |Л|); значит 
ф-1 = (фд)-1 £ п=0(-1 )гфг, откуда имеем требуемое утверждение.

Л ем м а 2. Произвольное д-инъективное Л-отображ;ение ф : U ^  V  можно пред
ставить в виде произведения (инъективного) отображения фд и биективного Л- 
огпображения а : V  ^  V . Более того, можно считать, что ад = 1у.

Действительно, поскольку все фхх — мономорфизмы, то для любых a,b Є Л, a = b, 
существует отображение ааЬ : Ua ^  Vb, такое, что фаь = фааааЬ. А тогда в качестве а 
можно взять Л-отображение (aab),a,b Є щце ааа = 1уа.

Л ем м а 3. Пусть ф : U ^  V  и ф : U ^  W  — морфизмы в modAfc, причем, ф 
является д-мономорфизмом. Тогда существует морфизм, X : V  ^  W, такой, что 
ф\ = ф.

Действительно, в силу предыдущей леммы ф = фда, где а : V  ^  V  — изоморфизм 
в mod к. И легко видеть, что уравнение фХ = ф имеет следующее решение: X =  а -1Х' , 
где X  — такое Л-отображение, для которого произвольное Х'ху : Vx ^  Wy задается 
равенством фххХху = фху.

Переходим теперь к определению представлений ч. у. множеств.
Представление ч. у. множества Л — это тройка X =  (V, U, j ), состоящая из про

странств V Є mod fc, U Є modAfc и линейного отображения у : V ^  U. Мы ото
ждествляем отображение у с вектор ом (уа), а Є Л, ще уа — отображе ниє V  в Ua, 
индуцированное у. Прямой суммой представлений X =  (V,U,y) и X ' = (V ',U ',у') 
называется представление X  ф X ' = (V ф V ',U  ф U',у  ф у').

Вектор d = d (X ) =  (d0,d1,d2, .. .  ,dn), туе d0 = dim V  и di = dim Ui, называется 
вектор-размерностью представления X, а число d = d (X ) =  dim V  +  dim U — его 
размерностью.

Морфизмом из (V,, U,y) в (V ', U', у ' ) есть произвольная пара (у, v) линейных ото
бражений у Є Hom(V, V') ж v Є HomA(U, U' ), таких, что диаграмма

V U

а V

V' —^  U'

коммутативна. Перемножаются морфизмы покоординатно. Очевидно, что морфизм 
(у, v) является изоморфизмом тогда и только тогда, когда у  — изоморфизм в mod к 
и v — изоморфизм в modAfc.

Категория представлений (над полем fc) ч. у. множества Л обозначается нами 
через RepkЛ или просто через ЯсрЛ. В силу основного результата работы [6] она 
является категорией Крулля-Шмидта.

Морфизм (у, v) категории Rep^ даагональным, если v — диаго
нальный морфизм категории modAfc- Далее, морфизм (у, v) назовем д-мономорфиз- 
мом (соответственно д-эпиморфизмом), если у  — мономорфизм (соответственно эпи
морфизм) в mod fc и v — д-мономорфизм (соответственно д-эпиморфизм) в modAfc- 
Очевидно, что морфизм (у, v) является изоморфизмом в RepЛ тогда и только тогда, 
когда он является д-мономорфизмом и д-эпиморфизмом.

Заметим, что термин “д-мономорфизм” (соответственно “д-эпиморфизм”) оправ
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дывается тем, что такой морфизм является мономорфизмом (соответственно эпи
морфизм) в RepA.

Лемма 4. Произвольный д-мономорфизм (р, v ) : X  = (V,, U ,j) A  X ' = (Vі, Uі ) 
категории RepA можно представить в виде произведения диагонального д-моно- 
морфизма (pl , vl ) : X  A  X і  и изоморфизм,a (p2,v2) : X і A  X і. Более того, можно 
считать, что X і1 = X і и (v2)d = l u<■

Действительно, в силу леммы 2 v = vdv0, где v0 : U1 A  U1 — изоморфизм в mod^fc, 
такой, что v0 = lu'- Тогда (p,v) есть произведение диагонального д-мономорфизма 
(p,vd) : (V,U,y  ) A  (Vі, U1, Y  v - 1) и изоморфизма ( lV' ,v0) : (Vі ,UI ,Y  v - 1) A  (Vі, U ',Y ).

2. Основной результат. В этом параграфе ми сформулируем и докажем основ
ной результат настоящей работы.

2.1. Формулировка основного результата. В случае, когда морфизм а = 
= (p,v) : X  A  Y  категории RepA является д-моно морфизмом, мы будем писать 
0 А  X  A  Y, а в случае, когда от является эпиморфизмом, — X  A  Y  А  0. Мы на
зываем д-точной последовательностью в RepA любую точную последовательностью
ВИДЯ

0 А  X A  Y  A  Z  А  0.

Представление X  ч. у. множества A назовем инъективным, если каждая диаграм
ма

0 А  R  A  R
і
X

вкладывается в коммутативную диаграмму

0 А  R1 A  R
і  А  .
X

Очевидно, что представление X 1 ф .. .  ф Xs является инъективным тогда и только 
тогда, когда таковым есть каждое из представлений X 1, . . . ,  X s. Категорию инъектив
ных представлений ч. у. множества A (т. е. полную подкатегорию в RepA, состоящую 
из всех инъективных представлений) будем обозначать через In jA .

Проективные представления ч. у. множества A определяются двойственным обра
зом. Мы не будем подробно говорить о таких представлениях, так как в этой статье 
они не рассматриваются.

Основным результатом статьи является следующая теорема.
Теорема. Пусть A — произвольное конечное ч. у. множество и к — произволь

ное поле. Пусть, далее, A обозначает ч. у. множество A U {фто}, где a < фто для 
любого a Є A. Тогда следующие условия эквивалентны:

A) I n j A  — категория конечного типа;
B) алгебра инцидентности ч. у. множества A им,ест конечный тип;
C) форма Титса категории I n j A  слабо положительна.

2.2. Описание инъективных представлений. Среди неразложимых представ
лений ч. у. множества A наиболее простыми есть следующие представления, которые 
называются элементарными:

a) Iao = (0, U, 0), где U = Ua = k (a Є A);
b) Io =  (к, 0,0);
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с) Iai = (к, U, 1), где U = Ua = к, 1 = 1k (а Є A).
Следующее утверждение описывает инъективные объекты категории RepA. 
П редлож ение 2. Пусть X  = (V,U,y ) — представление ч. у. множества A. 

Тогда следующие условия эквивалентны,:
1) представлениє X  является инъективным;
2) отображение у сюръективно;
3) представле ниє X  изоморфно прямой сумме представлений вида I0 и Ia1:

X  =  (Io)s 0 (фол'-)
\aeA /

(s, sa ^  целые неотрицательные числа).
Доказат ельство. Обозначим через Rep0A подкатегорию в RepA, состоящую из 

всех объектов и всех диагональных морфизмов RepA  Категория Rep0A изоморфна 
категории RepQ  представлений колчана Q с множеством вершин Q0 =  {pa | а Є AU0} 
и множеством стрелок Q1 = {aa : 0 ^  pa | а Є A }; RepQ  — абелева категория Крулля- 
Шмидта. В качестве функтора F : Rep0A ^  RepQ, являющегося изоморфизмом 
категорий, естественно взять функтор, сопоставляющий объекту (V,, U, у) Є Rep0A 
объект (W ,\) Є RepQ, где W0 = V,Wa = Ua, Aa- = j a (а Є A) и морфизму (p,v) : 
(V, U,y ) ^  (Vі, U',y ' ) b3 Rep0A морфизм A =  {Аж | x Є Q0} из RepQ, где A0 =  p и 
Aa = vaa (а Є A). Обратный функтор F -1 : RepQ ^  Rep0A задается следующим 
образом: (W,A)F-1 =  (V,U,j),  ще V = W0, Ua = Wa и pa = Aa- (а Є A), и AF-1 = 
=  (p, v^^i,e p = A0 и vaa = Aa (а Є A). В дальнейшем мы отождествляем категории 
RepQ  и Rep0A.

Заметим, что поскольку категория Rep Q изоморфна (конечномерной) к-алгебре 
A(Q)  путей колчана Q, то ^^и рассмотрении свойств представлений колчана Q мы 
можем использовать известные факты из теории конечномерных алгебр (например, 
о явном виде неразложимых инъективных представлений алгебр и т. и.); мы будем 
делать это, не говоря об указанном изоморфизме.

Нам понадобится следующая лемма об инъективных объектах категории Rep0A.
Л ем м а 5. а) Неразложимые инъективные объекты категории Rep0A исчерпыва

ются (с точностью до изоморфизма) объектами Ia1, где а пробегает A, и I0.
b) Объект X  = (V, U, y ) категории Rep0A является инъективным тогда и толь

ко тогда, когда, отображение у сюръективно.
Доказат ельство. Утверждение а) хорошо известно. Утверждение о сюръектив

ности отображения ^ ^^^ктивного объекта X  =  (V,U,y) следует из
утверждения а) (с учетом того, что Rep0A — категория Крулля-Шмидта).

Нам осталось показать, что объект X  =  (V, U, у ) явдяется инъективным, если у  
сюръективно.

Положим V0 = Kery и зафиксируем подпространство W  в V, такое, что V = 
= V0 0 W. Тогда, очевидно, X  =  (V0,U ,y0) 0 (W, 0, 0), где у0 — ограничение у  на
V0; и так как у  — сюръективное отображение, то отображение у0 биективно. Сле
довательно, если положить da = dimUa в h = dimW, то (V0Д , у 0) = ф a&A(Ia1)d- и 
(W, 0, 0) =  (I0)h; значит в силу утверждения а) объект X  инъективный.

Лемма 5 доказана.
Переходим теперь непосредственно к доказательству предложения.
Импликация 2) ^  1). Пусть X =  (V, U, у ) — представление ч. у. множества A с сю

ръективным отображением у. Пусть, далее, (а, в ) : Y  = (M, N,A) ^  Z  = (M1, N 1, A1)
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— произвольный (фиксированный) 5-мономорфизм и (p,v) — произвольный (фикси
рованный) морфизм из Y  в X; тогда Ав = аА' и Av = r y - Покажем, что существует 
морфизм (а, 8) : Z  A  X, такой, что (а, в)(а,8) = (p,v).

Поскольку X  изоморфен (не только в RepA, то даже в Rep0A) прямой сумме 
объектов (V0,U, До) и (W, 0 ,0), где V0 = Ker^ и y0 — ограничение у на V0 (см. до
казательство утверждения Ь) леммы 5), то достаточно показать, что X является 
инъективным объектом категории RepA в следующих случаях:

a) y  — биективное отображение;
b) U = 0 (тогда y  =  0).
Рассмотрим сначала случай а).
В силу леммы 3 существует A-отображение 8 : N ' A  U, такое, что /38 = v; 

положим а = A'8y -1. Легко видеть, что (а, 8) — морфизм из Z  в X: uy = (A'8y -1)y =  
= А'8. Кроме того, аа = ц: аа = a(A8Y-1) = (aX)8Y-1 = (Ав)8y -1 = A(^8)y -1 = 
= Avy- 1 = (Av)y -1 =  (r y )y -1 =  R  Таким образом, (а, 8) — требуемый морфизм.

Рассмотрим теперь случай b).
Поскольку U = 0, то y  = 0 и v =  0. Зафиксируем отображение а : M' A  V, такой, 

что аа = р (оно существует в силу того, что отображение а : M  A  M ' инъективно). 
Легко видеть, что если положить 8 = 0, то А'8 = uy =  0, т. е. пара (а, 8) является 
морфизмом из Y в X; кроме того, (а, в)(а,8) = (а, в)(а, 0) =  (р, 0) =  (p,v). Таким 
образом, (а, 0) — требуемый морфизм.

Импликация 3) ^  2). Эта импликация очевидна, поскольку каждое элементарное 
представление X =  (V, U, y ) вида, Ъ) и с) имеет в качестве y  сюръективное отображе
ние.

Импликация 1) ^  3). Пусть теп ерь X  — инъективный объект категории RepA. 
Рассмотрим его как объект категории Rep0 A и пусть і — мономорфизм из X  в не
который инъективный объект R  ( in  R  принадлежат Rep0A), который, как мы уже 
знаем, изоморфен прямой сумме объектов вида Ia1 и I0. Отметим, что всякий моно- 
морфим из Rep0A является S-мономорфизмом. Поскольку X — инъективный объект 
категории RepA, то для некоторого морфизма а : R A  X  (из RepA) имеет место 
коммутативная диаграмма

0 ^  X  A  R
II А  а ,

X

т. е. іа = 1х . И поскольку RepA является категорией Крулля-Шмидта, то из после
днего равенства следует, что X  выделяется прямым слагаемым из R, т. е. R  =  X  ф X ' 
для некоторого объекта X '. Значит (снова в силу того, что RepA — категория Крулля- 
Шмидта) X является прямой суммой объектов вида Ia1 и I0, что и требовалось до
казать.

Предложение 2 доказано.
2.3. Д оказательство теоремы. В силу предложения 1 и определения формы 

Титса категории Крулля-Шмидта мы можем вместо категории I n j A  рассматривать 
ее главный спектроид In j0A.

Опишем сначала категорию Л =  In j0A. Ее объектами являются элементарные 
представления Ia1 (а пробегает A) и I0. Единичный морфизм объекта Ia1 (соответ
ственно I0) обозначаем через 1a1 (соответственно 10), а тождественное отображение 
k A  k обозначаем (как и раныие) через Д. Далее, легко видеть, что Л(Ia1, Ia1) = 1a1k, 
Л(I0,I0) =  10k , Л(I0,I a1) =  0 и Л(И1 ,Ib1) = 0 для любых а ^  Ъ. Если же а < b, то
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Л(Іаі,Іьі) = ааьк.тщ aab = (1k, 1k). Наконец, Л(Іаі,Іо) = aaofc, где aa0 = (1k, 0). Заме
тим, что нулевой морфизм — это морфизм (0, 0). Поскольку согласно определению 
категории RepA морфизмы умножаются покоординатно — (x,y)(x' ,y ' ) =  (xx',yy'), 
то имеем aababc = a ac и aabab0 = аа0; в остальных случаях композиция неединичных 
морфизмов равна нулю.

Непосредственно из описания категории In j0A следует, что алгебра A( I n j 0A) изо
морфна алгебре инцидентности ч. у. множества A. Поэтому условия A) и B ) теоремы 
эквивалентны.

Докажем теперь эквивалентность условий A) и C).
Легко видеть, что колчаном категории Л = In j0A является следующий колчан 

Q = Qa ' Q0 = A, & Qi состоит из стрелок вида (a, 0) : a ^  0, где a — максимальный 
елемент A, и стрелок вида (a, b) : a ^  6, где а и b — соседние элементы A и при 
этом a < b (элементы x  и y называются соседними, если не существует элемента z, 
такого, что x < z < y или y < z < x). Если говорить о колчане с соотношениями 
Q = Qa категории Л =  In j0A , то мы имеем коммутативный колчан, т. е. любые два 
пути в колчане Q = Qa, начальные и концевые точки которых совпадают, равны. 
Коммутативные колчаны конечного типа описаны в [7]. Поскольку по определению 
форма Титса категории Л =  In j0A — это форма Титса колчана QA, то эквивален
тность условий A) и C) вытекает из результатов работы [7]. Заметим, что в нашем 
случае колчан QA определяется кате г орией Л однозначно.
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