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СЛАБОНЕЛИНЕЙНЫЕ КРАЕВЫЕ ЗАДАЧИ 
ДЛЯ ОПЕРАТОРНЫХ УРАВНЕНИЙ 
С ИМПУЛЬСНЫМ ВОЗДЕЙСТВИЕМ

We consider the problem of finding conditions of solvability anil algorithms for construction of solutions 

of weakly nonlinear boundary-value problems for operator equations (with Noether linear part) with 

pulse influence at fixed times. The method used is based on passing by methods of Lyapunov-Schmidt 

type from a pulse boundary-value problem to an equivalent operator system that can be solved by 

iteration procedures based on the principle of fixed point.

Розі ляпу i о задачу про знаходження умой розн'язносі і іа алі орп і мін побудонп розіГмзкін слаб- 
копелпіінппх краііошіх задач для опера горних ріпплін, {з не іероною лініппою час т н о ю ) з ім
пульсною д іїю  it t >̂іксон:иli чомен і н часу.

Схему дослідження побудонапо на переході за допомогою ме годім іппу Ляпупоиа-Ш мід  і а 
іид імпульсної краионої задачі до ек ічкад ет поі опера горіюї сисіемії. для розп'язашія якої мо
жу п. буї л засіосопапі і іераніїіпі процедурі!, які і руп іую і ься па іірмпцнт нерухомої ючки.

Изучение проблем качественной теории дифференциальных систем с импульс

ным воздействием, начате її [1, 2 ]. и дальнейшем получило свое разните и 

обобщение іі многочисленных публикациях. Так, подход к исследованию им

пульсных периодических краевых задач для обыкновенных дифференциальных 

систем [ 1 ] успению развит п применен па случаи слабопслпиейпых импульсных 

краевых задач (с петеровой линейной частью) для обыкновенных дифференци

альных систем |ЗЇ и линейных краевых задач для дифференциальных систем с 

сосредоточенным запаздыванием [4]. С 'точки зрения теории операторов одной 

пз сущес твенных особенностей зтпх задач является всюду разрешимость [5| за

дачи Копш для исходных дифференциальных систем. Однако [6 ] существует 

достаточно широкий класс краевых задач для фупкцпопалыю-дпффереп- 

цпальных уравнений, у которых исходное операторное уравнение не является 

всюду разрешимым. Они п будут предметом рассмотрения дайной работы, в 

которой ставится задача получить критерии разрешимости и формулы для пре

дставления решений линейных краевых задач для нстеровых операторных урав

нен]]!] с импульсным воздействием в фиксированные моменты времени. Для 

слабопслинейных (с нетеровой линейной частью) импульсных краевых задач 

найдены условия разрешимости, построен сходящийся итерационный алгоритм 

для нахождения решении. Полученные в [3] критерии разрешимости и ф о р 

мулы для построения решений линейных нетсровых опера торных уравнений в 

банаховых и гильбертовых пространствах позволяют решить эту задачу. Схема 

исследования основана на переходе с помощью методов типа Ляпунова - Шмид

та от импульсной краевой задачи к операторной системе, для решения которой 

применимы сходящиеся итерационные процедуры, основанные на принципе не

подвижной точки [7. 8].

Обозначим через /[„./>] промежуток -«>< а < /< / ? <  + °о ; /[о.е(1] —  проме

жуток 0 < є < £ 0; R "—  пространство /t-мерных векторов х = со! [.v .v?, ... , .v„]

с нормой || .V || = max l <,<„) -v,-1, R /lX" —  пространство (// x n )-мерных матрице 

нормо і і, согласованной с нормой в /?", X х(0  —  функция Хевисайда: x z(t) = 0. 

если / < т, и ^ (г)= 1, если / > т. По аналогии с [6, с. 123] введем в рассмо тре

ние следующие пространства функций л: [a, b] —» R 11: L" ■— пространство сум

мируемых функции с нормой

h

1 М 1 „ . =  1 ll-v(.v)|U/.v;
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D ” —  пространство абсолютно непрерывных функций, [| д: |[D„ =|| х (а) || +

+ || х \\г ,ш, С  —  пространство непрерывных функций, ||х||с = maxv6 [л/,] ||*(s) j|;

В V —  пространство функций с ограниченной вариацией ||.v||flV/ =||а-(й)|| +

+ var^x; SP  —  подпространство пространства В V, состоящее из функций 

скачков:

SP = | у g BV | у = ^  aj x z.. я, е /?", Т,- е [а, 6), ( = 1,..., п, т, ^  X j, если i *  j  |

с индуцированной из В V нормой; D nS —  подпространство пространства В V, 

состоящее из функций, представимых в виде суммы абсолютно непрерывной 

функции и функции скачков

D ”S - { z c  BV\3x<= D'\ З у е  SP : z = x + y } t |J г ||0 ™s = [| x\\D„ + \\y\\SP. 

Постановка задачи. Рассмотрим слабонелинейное операторное уравнение 

(L z)(t) = f ( t )  + eZ(z, t, г), ( 1)

где L : D n —> L" —  линейный ограниченный нетеров оператор [5, с. 38] ( indL = 

= dim kcrL- dim kcrL* = s - k), L* —  оператор, сопряженным к оператору L, Z : 

D nx l[a,b) x / [0.Ed] L 11 —  нелинейный оператор, t  —  малый неотрицательный

параметр.

Пусть t j ,  т2, ... , т —  фиксированная строго упорядоченная система точек 

промежутка [«, /;) и в моменты времени т,-, / = 1, 2, ... , решения уравнения 

( 1) имею т скачки, определяемые равенствами

Az]l^ r S iz(xi - ,z )=  rt/ + £yi-(z(x/ - ,e ) ,e ) , (2)

где Д г |( = т = z(Tj +, е ) -z(X j - £), 5 ,- е/? '1* "  такие, что det (Е  + 5,-) Ф 0, У , :

D '1 х Ло.£1()] ~> R п —  нелинейный векторный функционал, cij е R n.

Пус ть решения системы (1), (2) удовлетворяют условиям

/г(-, £) = а  + е), е), (3)

где /: D " x У : £>"х /fo.e0] -> R т — /и-мерпые соответственно ли

нейный и нелинейный ограниченные векторные функционалы.

Линейные краевые задачи. Прежде чем исследовать слабонелинейную 

импульсную краевую задачу (1)-(3), рассмотрим задачу о нахождении критерия 

разрешимости и формул для представления решений порождающей линейной 

краер^й задачи, которая получается из задачи (1)-(3) при £ = 0:

(L z )(t) te  [а,Ь], (4)

Дг|,=Т1- З Д т ; - ,0 ) = fl/. (5)

tz(-, 0 ) = а .  (6)

Решением линейной импульсной краевой задачи (4)-(6) называется функция

z ( t )e  D "S , удовлетворяющая уравнению (4) при почта всех t е [а, Ь] и усло

виям (5), (6).

Известно [3, с. 53], что линейное нетерово операторное уравнение (4) раз

решимо для тех и только тех / ( 0  е которые удовлетворяют условию 

{Pyf ){t) = 0 , и имеет решение вида
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(7)

где X (t)  —  (//х  s ) -мерная матрица, составленная из базисных векторов нуль- 

пространства N(L) оператора L; Р у: Ln —> Y —  проектор на подпространство

Y е L", изоморфное нуль-пространству N (L*) оператора L * ; L ~ —  обобщен

ный обратный оператор к нетерову оператору L.

Для импульсного нетсрова операторного уравнения (4), (5) справедливо сле

дующее утверждение.

Теореми 1. Нетерово операторное уравнение с импульсным воздействием

(4), (5) разрешимо для любых а , є R n, і = 1, 2........р , и тех и только тех

/ ( / )  е L'\ которые удовлетворяют условию

—  (п х з)'М (’рная матрица, составленная из базисных векторов нуль- 

пространства импульсного нетсрова оператора Л = col [L, А - .S', ];

—  обобщенныИ обратный оператор к оператору импульсного уравнения (4), (5).

где Х*{х , ) —  {V х п)-мерная единственная псевдообратная матрица к (п х  

х л ) -мерной постоянной матрице X (т(); Р 1: /?л —>Л/(Х(т,-)) —  (м х $ ) -мерная 

матрица-ортопроектор евклидова пространства на нуль-пространство 

Л'(Л7т,)) матрицы Х (х 1).

Д оказательство. Пусть выполнено условие (8) разрешимости нстерова 

операторного уравнения (4). Тогда его общее решение на промежутках [а, X , ] 

п ) г |, ] представимо в виде

(РуЛ(П=  О, (8)

и имеет общее решение вида

(9)

где

і  =  1 V = і

ґ - Г л  1
ІУ (/) = (L ’ f ) ( !) +

V - -  )

к-1

Здесь

(ц/)(п = хи) П 5v(b7/)(-t,).
v = і +1

x,(t) = X (t) П  ‘% Х +Ы ,  Л) = E „  П  5V =

S, = ^ " (T ,) (£  + S,).Y(T,); (/-;7)(t,) = X + (T,.)S,.(L-/)(t; ),
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2 , ( 0  = * (г )с  + ( £ - / ) ( 0 , /е [ а ,Х | ] ,

(Ю)

. г 2( 0  = Х{1)с2 + {Ь~/){1\ г е  3x1, т 2].

Из импульсных у СЛОВИ II (5) имеем

Х(т 1+ )с2+ а - /) (Т | + ) =

= ( £  + 5 , ) { А - ( т | - ) с  + ( £ - / ) ( г , - ) }  + а , .  ( И )

С целью упрощения записей, не нарушая общности, всюду в дальнейшем будем 

полагать

Х(т,--) = Х (т ; +), (£- /)(т ,-- )=  (^ 'Л (Т /+ ).

Обозначим через Р ( (.V х .у)-мерную матрицу-ортопроектор, проектирующий 

евклидово пространство /?л на нуль-пространство уУ(Х(Т|)) постоянной 

х /})-мерной матрицы Х (х  |), Р| : /?Л —>Л^(Х(т |)) , а через (« х « )- м е р 

ную матрицу-ортопросктор, проектирующий евклидово пространство /? " на 

нуль-пространство Л,(Лг*(т1)) (п х 5) -мерной матрицы ЛГ*(х!), сопряженной к 

матрице Х (х ,) , Р{*] : /Г- »  ЛГ(Х*(т [))■

Известно, что система ( I I )  разрешима относительно с е /?' тогда и только 

тогда, когда

^ * ) { ( £  + 5 , ) Х ( т 1)с + 5 | (/ .-/)(Х|) + а | }  = 0. (12)

Так как (п х у)-мерная матрица Х(/) составлена из полной системы 5 линей

но независимых базисных лекторов = то постоянная матрица Х(Т])

имеет полный ранг (гапкЛ'(т |) = п, п < .у), поэтому Р ^  = 0 и, следовательно, 

условие (12) всегда выполнено. При э том система (11) имеет (г0 = .у - п ) -пара

метрическое семейство решений

с 2 = Р ]с + Х +(х1)(Е  + 5 1)Х (х ^ с  + Х +(х ]) 3 1( ^ Л ( т 1) + Х +(х 1) а 1,

где ^ ( т  ]) —  единственная (£ х /г)-мерная псевдообратная матрица к матрице 

Л^т }), которую можно построить по формуле [3, с. 91]

Х +(т , )  = Х ‘ ( т | ) [ Х ( - [ , ) Х * ( т 1) ] ' 1,

имея в виду, что Рм(х'{ х,)) - 0; Р\ с € Л/(А'(х |)), где с е  И х —  произвольный 5- 

мерный вектор.

Подставив полученное значение с 2 в формулу (10), получим выражение 

для общего решения г 2(0  импульсного операторного уравнения (4), (5) на 

промежутке ] Т ] , X 2 ] :

г2(/) = Х(()[Р|+А'+(х|)(£ + 5|)Х(т|)]с + 

+ (/-■/)(') + Х(Г)Х+(Т,)Х, (£.-/)(Т!) + Х(г)Х+(т,)в„

которое после ввода обозначений

5, = Х+(т, ){Е + 5, )Х(т,), (17/)(Т|) = Х+('С|)5|(/.-/)('С1)

запишем в виде

г , ( 0  = Х ( 0 [ Х ,  + Я | ] с + ( 1 - / ) ( 0  + Х ( / ) (1 Т /) (т 1) + Л ' ( г ) Х +( т | )а , .
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На промежутке ]т2, т3] решение нетерова операторного уравнения (4) име

ет вид

г3(0  = Х ( / ) с 3+ ( І " / ) ( 0 ,  / є ] х 2, х 3]. . (13)

С учетом импульсных условий (5) имеем

Л"(Х2 +) с 3 + ( £  / ) ( ^ 2 + ) =

- ( £  + 5 2){ Х (т 2-)[5, + Р []с + а - / ) ( т 2-) +

+ Х(т2-)(/-7/)(т|) +Х(т: -)А,+ (т1)Л| } + а 2. (14)

Как и ранее, обозначим через Р 2 ( л'х .у)-мерную матрицу-ортопроектор,

Р2 : Р ' —>N (X (x2)), а через Рт*'* ( п х н)-мерную матрицу-ортопроекгор, Я,**1:

/?"—> М(А’*(т2)).

Так как постоянная (п х .г)-мерная матрица ^ (т ?) имеет полный ранг, то 

= 0, н уравнение (14) всегда разрешимо относительно с 3 е /?Л и имеет 

(г0 = .V - п )-параметрическое семейс тво решений

с ,  = Р2с + Х+(х 2)(Е  + 5 2)Х (х 2)[3 1 + Р ,] с  +

+ Л'+(Т2)5 2( ^ “/ ) (Т 2) + Х + (т: ){ /: + 5’2)Лг( і 2) (^7 /)(т!) +

+ Х +(т2) ( £  + 52)Х (х2)^ (Т|)Л| + Х +(х2) а 2.

После ввода обозначений

52 =  Х +(х 2) ( £  + 5 2 ) Х ( х 2), ( Г 2/ д т 2 ) =  Х +( х 2 ) 5 2 ( і . - / ) ( х 2Х

подставив найденное значение с 3 в уравнение (13), получим выражение для ре

шения на промежутке ]т2, т3]:

с.,(О = Х(г)[ 5, 5, + ?,/>, + />2]е+ (£-/)(<) +

+ Х(1)[ ( ц / ) ( т , )  + ( Г 2/ ) ( т 2) ] + Х(,)[ 5 ,Х^(т , )я , + Х +( т , ) я : ].

Аналогичными рассуждениями на промежутке ] т3, х 4] для решения г4(/) 

будем иметь

-̂ 4(0 ” ^  (0 [ З̂ “̂2 1̂' “̂3 2̂ ̂  1 ̂3 Р 2 Р 3 ] ^ /КО +

+ Х(г) [  ї ,  Ї ,  (£7/)ст,) + 5, ( Г , / ) ( Т 2) + ( ц / ) ( х , ) ]  +

+ .Х,(/)[534?->Х (т ])с/ ] + (т а -> + X  (т 3 )д 3 ].

Продолжая этот процесс дальше, для нетерова операторного уп.-пшеиия с 

импульсным воздействием получим утверждение теоремы.

Замечание 1. Если уравнение (4) имеет решение при любых / ( / )  є Е'\ то в 

теореме 1 условие (8) всегда выполнено. В этом случае импульсное операторное 

уравнение (4), (5) является всюду разрешимым, что верно, например, для им

пульсных обыкновенных дифференциальных систем [3, с. 235], импульсных 

систем с запаздыванием [4]. Более того, в случае обыкновенных дифференци

альных систем формула (9) значительно упрощается [1].

Далее рассмотрим вопросы разрешимости и представления общего решения 

порождающей краевой задачи (4)-(6). Для того чтобы решение (9) импульсно

го нетерова операторного уравнения (4), (5) удовлетворяло краевым условиям 

(6), необходимо и достаточно, чтобы /~ (■, с) = а , откуда для определения век

торной константы с е 7?Л получим алгебраическую систему
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г - f
\

Qc  = ос - / 17

\ - ai - /
(О, (15)

где Q = IX  (■) —  (m x  s )-мерная постоянная матрица. Пусть rank Q -  г{.

Уравнение (15) разрешимо относительно с е R* тогда и только тогда, когда

Pn (q*),,\ а ~ 1

f Л

t

V

(•) \ ~ 0, d ~ т  - г.

и при этом имеет (г = п - Г]) -параметрическое семейство решений

С — РN(Q)Cr + Q ос - 2  I

г
V л

Г

V . - /

(■). (16)

Здесь 0 *  —  единственная псевдообратная к 0, (£ х т)-мерная матрица; Р ^ ^ )

—  (л- х г)-мерная матрица, столбцы которой —  полная система г линейно не

зависимых столбцов матрпцы-ортопросктора Р ^ д у  /?' —>N((2)', Р ! —  

((1 х т )-мерная ма трица, строки которой —  полная система ё  линейно незави

симых строк матрпцы-ортопросктора Р/у((Г) [3- с- 911.

Подставив решение (16) в (9), получим общее решение линейной краевой за

дачи для импульсного петерова операторного уравнения вида

z ( t ,c r)~  X (t)PN[Q] cr + X (t)Q +a  + (L f ) ( t )~

k-1 !>

I
і =1 1=1

к-1 p

- X (i)Q * I(L - /)(■)+ £ ( / , “/ ) « -  І а д 8 * і ( І , 7 ) ( )  +

і = І / = І 

Таким образом, справедлива следующая теорема.

Теорема 2. Ли не иная импульсная краевая задача (4)-(6) для нетерова опе

раторного уравнения разрешима для тех и только тех  / ( / ) є  С\ ос є Р"\ 

а і є /?", которые удовлетворяют условиям

(P y f)(t) = О,

• \
( \

t

{ V -а , -У

(•) = О,

(17)

(18)

и при этом  имеет общее решение вида 

z{t, cr) = X(t)c,. +

/ '/ • л
+ G

\ -  я,- - J
(/) + X (t)Q +a> (19)

где Xr(t) = X(t)Pft(Q) —  (п х г)-мерная матрица, составленная из базис}пах  

векторов нуль-пространства оператора А , = сої [Л, /];

ISSN 00-11-6053. Укр. мат. ж\/>//., 1997. т. 49, /V" 2



278 А. М. САМОЙЛЕНКО. А. А. БОЙЧУК, В. Ф . Ж УРАВЛЕВ

(Г) = (/."/КО-

- - /)(•)+  ] £ ( і , ' / ) ( 0 - +

і = І 1=1

Л-1 _ />

+ X  * ,( ') « ,-  X - Г (0 Й +/ * ,( )«,. г є ]т ,_ ,,т * ]  (20)

І = І 1 = 1

—  обобщенный оператор Грина соответствующей  (4)—(6) полуодпороднои 

( а  = 0 ) импульсной краевой задачи.

Замечание  2. Если линейное операторное уравнение (4) является всюду 

разрешимым [5, с. 8], что имеет место, например, для импульсных дифферен

циальных сисгсм с запаздыванием и без него, то в теореме 2 условие (17) отсут

ствует и она переходит в известные теоремы [3, с. 238; 4 і для соотве тствующих 

классов систем.

Слабопслнпсйпыс краевые задачи. Рассмотрим слабопслпнейную им

пульсную краевую задачу

(L z )(0  = / (0 +  £2(1, (, £),

^z\l = X|- S iz(1 l - г )  = а- + г J i {z.(тi - є), є), (21)

/ї(-, є) = а  + гJ{z(■, є), є).

Предположим, что:

а і ) і  : О п —» / /  —  линейный ограниченный петером оператор;

а і )  2 : В !> х / 1 о, /і| х /|о,і;0| —  нелинейный оператор, непрерывный по

непрерывно дифференцируемый по Фреше в окрестности порождающег о реше

ния по ’ и непрерывный по є,

2 (С и ,0 ) = 0, дZ(0,t,Q)\дz = 0;

а^) ] О " х /[о £()] —> к и J  : £> "х/[о.Є|)]—» /?ж —  иелппенпые соответст

венно п- п ш-мерные функционалы по непрерывно дифференцируемые по 

Фреше в окрес тности решении порождающей краевой задачи и непрерывные 

по £,

7,(0, 0) = О, ЭУ,/0, 0 )\Эг = 0; 7(0,0) = 0, дУ: (0. 0 )\3с = 0;

ад) I: 0 " С —» /? '"— линейный ограниченный т-мерпый вектор-функцио

нал;

а 5) / ( О є  Ь", а  € }<"\ « ,- £/?",/=  1,2........р.

Решением импульсной краевой задачи (21) называется непрерывная по £  функ

ция ;г.(̂ >£)- удовлетворяющая уравнению (!)  при почти всех ( е  [а, Ь], усло

виям (2), (3). В дальнейшем пространство 'таких решений будем обозначать че

рез £>"5С.

Ставится задача об определении условий существования и алгоритма по

строения решений г(г, є), принадлежащих пространству 0 " 6'С, обращающих

ся при £ = 0 в одно из порождающих решений £{)(/,£■■,.) (19) порождающей 

краевой задачи (4)~(6). Пространство таких решений будем обозначать через 

/У '5 С 0.

Постав лепную задачу будем решать с применением построенного выше обоб

щенного оператора Грина (20) путем сведения исходной краевой задачи (21) к 

эквивалентной операторной системе с последующим применением к пей метода 

простых итераций в предположении, что выполнены условия теоремы 1, т. е.
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что f ( t ) e  V\ а  е R m, а,- е /?", i = 1, 2........р, удовлетворяют условиям (17),

(18) и порождающая краевая задача (4)~(6) имеет r-параметрическое семейство 

решений (19).

Ответ на вопрос о необходимых условиях существования решений z(t> 

е) е D '’SCq слабонелиненной импульсной краевой задачи (21) дает следующая 

теорема.

Теорема 3- Пусть слабонелинейная краевая задача (21) имеет решение 

z [t, £ ) е  D nSC , обращающееся при е = 0 в одно из порождающих решении 

порождающей для (21) линейной импульсной краевой задачи (4)~(6) с констан

той cr — Cq е R '. Тогда вектор с 0 удовлетворяет системе уравнений

(P y Z (z0( ;C r) , ; 0 ) ) ( l )  = 0,

(22)

J(z0(;C r), 0 )-  I

Ґ ‘ Z(zQ(s> cr),s, 0) ' \

L~

V - Л (ч А -  <v). 0). /

(■) =  0.

Доказательство, Пусть выполнены условия теоремы. Следовательно, при 

0 < е < £ 0 и почти всех г е [а, Ь] выполняются тождества

( и ) ( 0  з  + Л е),

Az\l = X|- S l■z('tl - е) = ^  + £У,(г(т, - £), г),

/-(-, е ) = а  + еУ(-(-, £), £ ).

Тогда из теоремы 2 следует, что операторы 7, У, У,- удовлетворяют при

0 < £ < е0 условиям вида (17), (18). т. е.

(/>у.г(-0(-,сд-,£))(о = о.

wo*),/ 17(z0(-, сД  е) - /

' Z(zQ(s, c,.), s, є) ‘ \

t

V .JiiZoiXi-, cr ), £ ) . )

О  =  0.

Пусть условие (22) не выполняется. Тогда, поскольку г{(, £ ) —> с'0) при

є —> 0, оператор 2(г, Л £) непрерывен по £ и z в окрестности є = 0 и г о (Л 

с о), найдется достаточно малое є > 0 такое, что условие (22) не будет выпол

няться. Полученное противоречие доказывает теорему.

По аналої пи с [3, с. 110; 7, с. 247] систему уравнений (22) будем называть 

уравнениями для порождающих амплитуд.

Ес.пи система уравнений (22) имеет решение, то вектор б' 0 определяет то 

порождающее решение Zo(t! C0), к которому при £ —> 0 будет стремиться ре

шение z{t, £ ) є  /У'ЗХ'о исходной слабоиелипейной краевой задачи с импульс

ным воздействием, если оно существует. Однако, если система уравнений (22) 

не имеет решении, то и краевая задача (21) не имеет решений из пространства

О пБС0. Поскольку здесь и далее все выкладки проводятся в вещественной 

форме, то речь идет о действительных решениях системы уравнений для по

рождающих амплитуд.

Найдем достаточные условия существования решений краевой задачи с им

пульсным воздействием (21) в случае, который назовем критическим первого 

порядка. Для него характерно то, что ответ на вопрос о существовании реше

ний исходной задачи дается после анализа краевой задачи, служащей для на

хождения первого приближения к искомому решению.

Выполнив в (21) замену переменных

г(/, £) = z 0(t, с 0) + x(t, є),
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в которой вектор констант с 0 е /?' удовлетворяет системе уравнений для по

рождающих амплитуд (22), приходим к следующей задаче. Найти достаточные 

условия существования и алгоритм построения решения х((, е )е  £>"5С, обра

щающегося в нулевое при е = 0, краевой задачи с нмульсным воздействием

(/,.у) (0  = г Z (z 0( ,̂ с 0) + л(г, е), (, е), Г* т,,

Дл'|,=Т|- 5 л\'(т— ) = £У,-(г0(Т;-. с 0) + .х(х,- е), е), (23)

1х = еУ(го(-, Со) + д:(-, е), е).

С учетом условий аз), аз) иа нелинейности в окрестности порождающего 

решения 2о(Л с о) выделим у нелинейных операторов линейные части

по Л‘ и члены пулевого порядка по е. Получим следующие разложения в ок 

рестности л- - 0, е = 0 :

2 (^о + .V, Л £) = %{)(?, ер) + (£, |-V(■, £ ))(/) + /?(л', (, £), (24)

где

2^о(^ с о) ~ ^ 0 ): О "  х 1\0'}У] —> £/';

/.) : О " 5 С — линейный ограниченный оператор, представляющий соПой

производную Фреше от оператора с 0) + д(/, £), /, е ) но ’ при с =

- ~о(̂ > с ());

НЦХ /. 0) = 0, Э/?(0, Л 0)\Эл- = 0;

./Д-п + л-, е) - ^ ^ (Т ;- , с (,)+Л длЧт,-- ,£ )+ /?ДдЧХ;-, £ ) ,£ ) , (25)

где

Л о ( т / с'о) ~ ^ / (- о ( т / ~ с о)- ^)> 

д (] = Л , |(с0) = д^(z., 0)\дz\z = Zî x._ 'Vn), /=1  

/?,■((),()) = 0, Эй;(0,0)\3л- = 0 ;

+ е )  =  У()(-, с 0) + / 1-V(-, е )  + о ( л ( ' ’ £ )- е ) ’ (26 )

где Р{>(\ с 0) = */(^о( с'о)- 0 ) :  ̂1 : —  линейный ограниченный /л-

мерпый вектор-функционал, представляющий собой производную Фреше от

век горного функционала J(z^)(■, с* ) + .V(-, £), е) при z~ z^ )(t,c (i)\

Я 0 (0 , 0 )  -  0, Э /? 0((), 0)\Эл- =  0.

Рассматривая нелинейности в краевой задаче (23) как неоднородности и при

меняя к ней теорему 2, для ее решения .V({, е) получим следующее выражение:

Х( Г ,Е )  =  Х г(Г)сг + Х < 1>(Г.Е),

в котором неизвестный вектор сг = с ( !у £) определяется из условий типа (17), 

(18) сущест вования решения

( М 2 0(-, с 0) + I ,  [ Хг(-К +Л-С )(•,£)] ,£ ) ) )  (!) = 0,

р У( - Сц) + I ][Хг(')сг + Л'( 1 )(-, £)] + /?о(л(-, £) , £ ) +
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+ / U (■) =  0.

с0) + а ,[ Х г( )су + Л:Ш(-, е)](лг) + К(л, I. Е)

.л-0 со) + Л,,[Хг(х,-)сг + х("(т,-  е)] + «,( . г(Т,-,£)

Неизвестная вектор-функция л:(| >(Г, £) определяется по формуле

X« >(/, е) = еХ (()б+̂ (г0(-. с0) + *<-. £).£) +
' [  2 ( г 0 ( ^ с 0 ) + д г (л е ),^ , е )

+ £  О

V I  с о) +  * (т 1- £)■ £)

Учитывая разложения (24)-(26) и тот факт, что векторная константа с 0 е 

е R l необходимо удовлетворяет уравнению для порождающих амплитуд (22), 

для нахождения решения х{1, Е )е £ )"5С , *(?, 0) = 0 слабопелнпейпой краевой 

задачи с импульсным воздействием (23) приходим к эквивалентной операторной

( 0 .

системе:

j c ( f , £ ) =  Xr(t)c(t, £) + *<>>(/, Є ) ,

(Pr {L, л">(-,£) +

(В0С(-,Е))(0  = -
/>«e-)J | ' l Jc(l)( - E) + «oW-.E).e) + 

+R(x(; £),/,£)})(/)

+ //--Г М ’( ' .ф і  + * (- М ,Е ) о (27)

-  є

-1 л

(О  +

где

.Л,-1Х(|)(т (- ,  £) +  Rj(x(т,~, є), є)

д:С1 >(Г, Є) =

Zq(s, с0) + L[[X,.(5)c + * (|)(5, є)] + R(x(s, £), .V, є)

_ с о) +  Au[Xr(ij- )c  + £)] +  /?,(л ( і, - ,  £), є)

+ eAr(f)G+{^o(‘,c0) + /,[Xf (-)c + Jf(1,(*.£)] + ^ (^- , є), є)}.

Вп =

—  линейный ограниченный матричный оператор.

Разрешимость этой системы зависит от разрешимости второго уравнения.

Пусть оператор В 0 —  нетеров ( in d # 0= dim кег В 0- dim ker В*0 - р - г;).

Обозначим через Ры(,в{)) и Р У проекторы соответственно на нуль-пространство

N (B 0) и подпространство Y{, изоморфное нуль-пространству N(B*0) операто

ра В*0\ Bq —  оператор, обобщенно-обратный к нетерову оператору й0 

13, с. 53].

Второе из уравнений операторной системы (27) разрешимо тогда и только 

тогда, когда выполняется условие типа (8)

'  г (Pr { L lXW(,£) +

М )

{pYL{x rm

f _
/ ' L {X,.(s) -\

l

l\Xr ^  + / L~
_АИХг(хг ) V()}J

PN{Q*)d y \ x  ('• £) + £)> £) +
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+ /?(.v(-, Є),/, £)})(*)

+ /
(L,.V(1)(-, Є))(.ї ) + /?(*(*, £ ) ,J ,  є ) 

Д(1Л-(І)(Т,-, Є)] + є), є)_

' \
1

о
J J. )

(f) = 0. (28)

Если

= о,

то условие (28) всегда выполняется, и 1зторое уравнение системы (27) имеет ре

шение, которое можно представить в виде

(Рк{ ^ |л-{!}(\ е) +{

с (Л Є )=  4 !)( / )-  В0
Pn{Q’ ),i у  іл'(і)(-. є )+  /?ц( л'(', Є), е ) +

+ К(.ї(-,Є), £)})(*)

+ /
(L lx{'}(-,£)){s)+ R(x(s, £ ) ,J ,  є) 

Дла(і)(т,-, є)] + Rj{x(xj —, є), є)_

А

1

о

J. )
(/). (29)

где f.pW(0 = PN(Iŝ nc(t) є /V(50), JpJv(/jnj — матричный оператор, составленный
іа "\>'р ............................

из р линейно независимых столбцов матричного оператора Р^п  )■ 

С учетом (29) операторная система (27) принимает вид

c(L є ) = с<!)(ґ) -

Л-(/, є ) =  Х Д / )г (Л  £ )+  ,Y< 1 Є).

< Г {Л { i,.v (l4 . Е) +

в,

Рх({2'),і і ̂ іл" + ^о(л'( ’ £)' є) +

+ R(x(, Є), £ )})(*)

\ ^ х 0}(; z)(s) + R{x(s, г), S, г)
+ / L

..f)/

\
‘ Л 1

о
. ) J. J

( 0 .

(30)

= є (t)

л-С )(/ , Є) =

с 0) + Е\[Хг(і )с + т (і)(.ї, є)] + Л(л'(.т, є), 5, є )

Л у '1, с о) + Л\І[ХГ(Х,-)С + Л-(І)(Т,- £)]+  /гДл-(Т,-, Є), є ) _

+ єХ(/)<2+{-/0Ь ^ 0) + /| [ ^ ( )с  + х(,)(-,є)] + /?0(л-(-, є), є)}.

Операторная система (30) принадлежит классу систем, для решения которых 

применим метод простых терапий [7].

Итерационный процесс для нахождения решения ,г(Л є) є £ )"5С , х(г, 0) = 0 

краевой задачи (23) будем строить следующим образом. Приближения

-^[(г, £) к *0 )(г, є) будем искать как решения краевых задач 

(Ь с*+1)(/) = г { 2 0( ! , с 0) + ( /,,[Х(-)с* + 4 ,)(->£)] ) (0 + /?(**('• £), и £ )} , 

к+ I !,= т.“ 5 /-Ч+| (^ / — ~ ЄУ|(^/ —> С о) +
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+ е[Л/|[Х('с(-)сх. + х[[)(х1- Е)] + 6), £)],

1хк+](-,£) = е[У0(-,С0)+ /1[Х(-)с* + ^ (- »Е )]  + *<>(■**(•. £)*£)]■

По теореме 2 с учетом разложении (24)-(26) найдем решение 4 +1̂ ’ £) этой 

краевой задачи по формуле

4 и ( Г . е )  =

-  є (0 +
с 0 ) + Ц [ Х г{х)ск + £)] + /?(-**(.*’, е), е)

. Л о(Т|- с о) + Ац[ХЛ*г)ск + 4 1)('г/- е)]+ £)> е)

+ е Х ( / ) е +{У0 ( , С0) +  / , {  х г( )ск + л{!)(-, £ )}  + /?0 (* * (- ,£ ) , €) } .

Из необходимого и достаточного условия разрешимости этой краевой задачи 

приходим к операторному уравнению

(М М °М ) +

Р М },/ ’11 іаІ !)('- є ) + ^ о ( Л> ( '» є )- е ) +

+ Л(л*(-.£), ■. є ) } ) (0

+ /
(^[л{П(-. £))(-г) + К(хк(.ч, С), л', є ) 

_Апх{1}(Х,~, є) ] + /?,-(** (т,- , є), є)
(■)

(3

из которого находится £-е приближение с к(г, £) к с (Л є). Критерии разреши

мости систем вида (31) будут выполнены на каждом шаге итерационного про

цесса, если

Ру 1
=  0.

Приближение л>+](?, £) к х(г, є) запишется в виде

Хк+\(ї, є) = Хг(()ск + 4 '+},(г,е).

Таким образом, справедлива следующая теорема.

Теорема 4 (д ост аточное  условие). Пусть краевая задача (21) удовлет

воряет условиям а Д - а Д  а порождающая краевая задача (4 )- (6) — условиям 

теоремы 2. Тогда для каждого значения вектора с {)е КГ, удовлетворяющего 

системе уравнении (22) для порождающих амплитуд, при выполнении условия

=  0 (32)

краевая задача (21) имеет р -параметрическое семейство решении г (г, е ) е  

е £ )"5 С 0. Эти решения можно определить с помощью сходящегося на [ 0, 

£ * ] С  [0, £ ()] итерационного процесса

г*+1(Л £) = г0(Л с 0) = дг*+1(Л е),

х к+10 ,£ )  = Х р0 )с{̂ ( 1) + Хг(1)ек(!,я)  + 4+1 ( '.£ ) .
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С , ( / , £ )  =  4 П ( 0 - Вп

{ Р є) +

і є) + *о(** (ч є), є) +

+ Я(-ї*(ч Є). £)})(■)

+ /
' ( i , 4 l,(-.E))(j)+/î(.ïfc(J ,£ )1 J ,e ) 

Лл.4І)(т(-,є) + Л,(л^(х,-є), є)_

Д'й [ ( / ,£ )  =

(•)
(0 .

(33)

(0 +
Z q(s, с о ) + /.^ХД -Ос* +A'Jl)( j, £)]+  R(xk(s, £), J, є)

_4 о(т,-, С0) + /41(-[^г(т ,- )^  +д{І)(т,-. є)] + Я,(л-;.(т,- Є), £)_

+ єХ(/-)2 +[-/о(ч £’0) + І^ Х г( )ск + л]І}(ч £)]+ /?о(л'(*> є)> є )}-

Промежуток [0, £*J С  [0, £ ()], на котором итерационной процесс (33) сх о 

дится, можно определять с помощью мажорирующих уравнений Ляпунова [8] 

аналогично тому, как это сделано в случае краевых задач для обыкновенных 

дифференциальных систем [3,1).

Замечания . 3. Если линейный оператор В$ —  петеров и dim ker N (B ()) - 

= 0 , то слабопелинейпая краевая задача (21) имеет единственное решение г(/, 

є) є D ”SC0, обращающееся в порождающее решение г(/д '()) с константой с 0, 

удовлетворяющей системе уравнений для порождающих амплитуд (22).

4. Если линейный оператор В п —  фредгольмов и dim ker N (B Q) = 0, то 

вследствие того, что Р уі = 0, Р,\>(іі )̂ = 0, условие (32) будет авт омат ически вы

полняться. В этом случае слабонелппеймая импульсная краевая задача (21) 

также будет иметь единственное решение и в итерационно]! процедуре (33)

вместо обобщенного обратного оператора Bq будет стоять обратный опера

тор Во’ -

5. Если исходное операторное уравнение (4) является всюду разрешимым 

(dim ker// =0 ), то проектор Ру будет равен нулю и условие (32) примет вид

Ру Р =  0 .

В качестве примера такой краевой задачи приведем слабо нелинейную крае

вую задачу для импульсной дифференциальной сист емы с запаздыванием.

Слабонелинейные краевые задачи для импульсных дифференциальных 

систем е запаздыванием. В обозначениях [4] рассмотрим слабонелинейную 

краевую задачу для импульсной дифференциальной системы с запаздыванием

(L z)(t) = z ( t )- A ( t ) (S hz)(t) = / ( 0  + £ 2 ( (5 л; ) ,/ ,е ) .

Д|,= т̂ Я - ( т , - )  = Я; + £У7.((В Д (т ,- - ,є ),є ). (34)

lz = а  + eJ((Shz){-, є), є),

в предположении что:

b|) столбцы (n x i\)-мерной матрицы A(t) и /j-мерный вектор f{ t )  при

надлежат пространству L n\

Ьз) Sh : Dn —> i N —  оператор внутренней суперпозиции, определенный ра

венством S і, = col [Sh , S ... , S /,] , h j(t) измеримы па [a, h J, h ,• (r) < t, і - 1, 

2, ... , к, N = nk;

h}) ne линейна я «-мерная вектор-функция Z(y, г, є) непрерывно дифферен-
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цпруема по у, непрерывна по е и суммируема по ( в окрестности е = 0 и 

решении z(t,CQ) порождающей краевой задачи;

Ь4) нелинейные п~ и /«-мерные функционалы У-(у(т •- ,£), е ) и У (>’(-, Е),

е ) п о  первому аргументу непрерывно дифференцируемы (по Фреше) в окрест

ности z(t, с 0), е = 0, непрерывны по £, е е  (0, е0] ;

Ь 5 ) / —  линейный ограниченный т -мерный векторный функционал, 

Г: £>"5-»/?"'; К'\ у = 1, 2, ... , р ;

Ь 6 ) а е

Ставится задача об определении условий существования и алгоритма по

строения решения z(t, £), принадлежащего пространству О пЗ  по первому ар

гументу и пространству непрерывных функций С[0, е0] по второму аргументу, 

обращающегося при е = 0 в одно из порождающих решений г0(^  с г) поро

ждающей краевой задачи, получающейся из (34) при € = 0.

Предположим, что для / ( 0  е а  е Дуб/?" выполнены условия те

оремы 2, которые вследствие всюду разрешимости (условие (17) всегда выпол

нено) задачи Коши для системы с запаздыванием будут иметь вид [4]

где

рто-),\а  ~ t]K (:s ) f is )d s -  = о.

/+І

К, (t.s) = Х ( / ) П ^ ' ( т , ) ( £  + В .)Х (т .)Х - |Сс1-)Я1-«’(1:,-,е),

/t-І

Здесь

Х ,(1 )  =  >■(/) Г Г  А- 1 + 1 ( т Д

v = k

a < X k_ i < s < X i < X k< t < X k+[<b .

(+1

n ^ ' ( t v) ( £  + B v)A'(Tv) = E,

V = k

если k > і + 1; K ( t ,s )-—  матрица Коши дифференциально]! системы с запазды

ванием. В этом случае порождающая краевая задача для (34) имеет' /--парамет

рическое семейство решений, которое для импульсных систем с запаздыванием 

записывается в виде [4]

z ( t ,c r) = X,.(t)cr + G
/ О

О :

(t) + X (!)Q +a ,

где Х г(/) = ХГ(Т)РМ{0] —  (п х г)-мерпая фундаментальная матрица однород

ной импульсной краевой задачи (5), (6);

'  *

КО

—  обобщенный оператор Грппа полуоднородной импульсной краевой задачи (5), 

(6), имеющий вид
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(г) =  \ К « ,5 ) П ; ) < 1 5  - Х ( ; ) 2 +/|  К(-, +

ь ь

и а

* ' _  _  _
+ X |К,(М)/(5)*- Х(02*Х 1$ К,(-,*)/(5)(15 +

к

к р

+ - Х ( ' ) 2 + £  ' Х / О Н  + Х ( ( ) 2 +а .

1 = 1

Необходимое и достаточное условия существования решении краевой задачи 

(34) состоят в следующем.

Теорема 5 (необходимое условие). Пусть слабонелинейная краевая задача 

(34) с импульсным воздействием в фиксированные моменты времени имеет

решение г(г, е )е  О п5С обращающееся при е = 0 в одно из порождающих ре 

шении г о {(, с г) порождающей для задачи (34) линейной петеровой краевой за 

дачи с константой сг = Сц е г. Тогда вектор с<-, удовлетворяет уравнению 

для порождающих амплитуд типа (22):

где — (^  х т )-матрица, строки которой — (I-линейно независимые

строки матрицы Рщд*)- ), ( ) = 1 Х (  ), Х (г ) —  фундаментальная

матрица импульсной дифференциальной системы с запаздыванием.

Заметим, что вследствие всюду разрешимости исходной импульсной д иф ф е

ренциальной системы с запаздыванием система (22) состоит из одного урав

нения.

Для нахождения достаточных условий существования, а также алгоритма 

построения решения краевой задачи (34) она описанным выше способом сво

дится к эквивалентной операторной системе, анализируя которую, получаем 

достаточное условие существования решения z(t, е) исходной краевой задачи.

Проведя замену переменной г((, £) = г0(Л с 0) + х(г, г), где г о (г ,с ()) —  по

рождающее решение с векторной константой е /?г, удовлетворяющей урав

нению для порождающих амплитуд (35), получим краевую задачу

для нахождения отклонения л*(г, е) от порождающего решения, принадлежа

щего пространству £)"5С и обращающегося в нуль при е = 0.

Используя условия Ьз) и Ь4), на нелинейности Z, J •, J  в окрестности по

рождающего решения г0(/, с о) ььщелим у вектор-функций 2 ( 5 /([го + -̂ 1. Л

+ а:], е), У ( ^ л[<:о + л], е) линейную часть по д- и члены нулевого по

рядка по е:

ь

^ « Г ) П А ( ^ Х - . с Д 0) - ДГ,(ч , )О Д г б ) ( ч С г Х * и 0 )4 г

а

(.1х)(г) л-(/)~Д(г)5/гг(/) + 2 ( ( 5 ;,[с0(-, с-0) + х(-, е )1), г, с), 1 + х

Д|1=т.- Я улг(Т;-) = е7у(5 /|[’ 0( ч с ()) + .г(-,е)](т; - ),е ),

/.* (•) -  £ ^ ( 5 /|[ : 0 (-1с 0 ) + а-(-, £ ) ] , £ )
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2 ( ( 5 , |[ ; 0 ( - . с 0) + .г (- ,е ] ) ( г ) ,Л Е )  =  2 ( ( 5 ;,-0 ( . , с 0 ) ) ( 0 , л О )  +

+ Л , ( 0 (З Д - . є ) ) (0  + * ( (  ЗД - . £ )( '). и є).

где

А | (г) - А і ({, с 0) -
Э2(5,,с, г, 0)

(■5,А;)(0 = (5,Ам,)(г^о)

—  ( / ї х /V)-матрица класса 11\

К{0, г, 0) = 0, Э/?(0, /, 0 ) /Э5/гг = 0,

•6-(5„[го(-,со) + ^ , є ) ] ) ( ^ - ) , е )  = Уу ( ^ 0(- ,со))(ту- ) ,0 ) + 

+ Д ч (5 л.ї(-, е))(т; -)+/?, (5л(*(-, е)(т,- -), є),

где

Э У /5 лг ,0 )

А Ч ~ . > = 1---

“ Ці)

—  ( / ї х /V)-мерные постол иные матрицы,

Я,-(0 , 0 ) = 0, Э/^(0,0)/Э5/,д- = 0,

Л ^ о Ь ‘Ч> +*(•,€)](•)♦£) = - / ( ^ о ( * ^ о ) ) ( - ) .0 ) + 

+ /1(5 /гї(-,є))(-) + « о ( а д - .е ) ( - ) , Е ) .

/ 1 —  линейная часть векторного функционала

•/(г0{-, с о) + А' ( ’> £ )> е Х 

Э/?о (0 ,0)
Л 0(0. 0 ) = О,

Э5.д
= 0 .

Теорема 6 (д ост ат оч н ое  условие). Пусть краевая задача (ЪА) у д ов 

летворяет условиям Ь|)-Ьб), а порождающая краевая задача ~~ условиям 

теоремы 2. Тогда для каждого значения вектора с0 є К уд овл етворяю щ его  

уравнению (35) для порождающих амплитуд, при выполнении условия

^(Д(; А(ЄЧ, = 0

краевая задача (34) имеет р -параметрическое семейство решении і( ( ,  є ) є  

є 1)"5С, обращающееся в порождающее Zo(t, с 0) при є = 0. Эти  решения 

можно определить с помощью сходящегося на [0, £*] С  [0, е 0] итерационного 

процесса

г 1с+ ](!’ £■) = ~о({' 6‘о) + х к+\ Е)>

**+,(/, г) = х р(/)ср + Х ,(0 4 °  + 4+1 ('• £) ’

с к ~ Р Ш п) ^  рб-.+ с і” =

- РЫ[В{)) с р + ^0^У((Г),/') Є) + ^о(^/гг;( ’ £ ) ’ е ) -
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- i j  + « (S r t(- ,e ) ) ( j) . j .£ ] r f j-

/де

4 ' > , е ) =  Е Х ( О б +{ Д 5 , ,г о ( ' , с 0 ) , 0 )  + і 15/і[Х г( ) с і  + х<І)0 ,£ ) ]  +

Г Г  Z((S„JoC,c0)(» )) ,,,O ) +
+- R 0(S lrxk(-, є ) ) } + є  G

l  LJ j ( f e ( ^ o ) ) ( t r ) ,0) +

+ * £)](*)+ R((Shxk('' £H*)> *’ e) ^

+ A4S,,[Xr(-)ck + 4 I)0, £)](îj-) + tf/(V * (s  e)(ty-), e)_ 

л0(г,є) = 4 ° M )  = О,

B0 = PN{tn L s ,X (  )-  l\K(->x)Ms)ShXr( )<!>-

(36)

(0.

- 5 > /О Л | М 5 /Л ) ( * / ) |

—  (d x  n i)-мерцал постоянная матрица.

Замечания. 6. В случае, когда PNili ^- 0 , слабонелнпеипая импульсная

задача (34) будет иметь единственное решение z(t, є) є D "S C , обращающееся и 

порождающее при є = 0.

7. В случае фредгольмовых краевых задач (т  = п) из условия Р д,(д } = 0

следует P/v(fî(; ) - 0  и условие Ph (H‘)}PN(Q‘ ) , = 0 автоматически выполняется. 

Из Рщ ви) - 0 следует, что cletS0* 0  ив  итерационной процедуре (36) вместо

#о будет Вц].
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