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П Е Р Е Л ІК  У М О В Н И Х  П О З Н А Ч Е Н Ь

R n

I

H  ( I , R n) 

B ( I , R n) 

C ( I , R n)

C ^ I , R n)

Ln( I , R n)

D  П (І, R n)

D ( I \{ T i} / , R n)

C ( I , B)

n -вимірний евклідів простір; 

скінченний проміжок [a,b];

гільбертовий простір вектор-функцій z : I  ^  R n;

банаховий простір вектор-функцій z : I  ^  R n;

простір неперервних на проміжку 

I  вектор-функцій z : I  ^  R n;

простір неперервно-диференційовних на проміжку 

I  вектор-фун кцій z : I  ^  R n;

банаховий простір сумовних зі степенем p

(1 <  p <  то) вектор-функцій z : I  ^  R n з нормою

b n
|z ||Ln =  I f  E |zi(t)|p dt

1 /p

i= 1

банаховий простір абсолютно неперервних на 

проміжку I  вектор-фун кцій z : I  ^  R n 

з нормою ||z | |Dn =  | |z ||Ln +  ||z (a ) ||Rn;

простір абсолютно неперервних на кожному з 

проміжків [а, ті), [ті, т2) , . . .  , [тп, b] вектор-функцій

z (t), неперервних справа в точках ті , і =  1 , п, які 

мають у цих точках розриви першого роду, таких, 

що z(t) Є Lp( I , R n);

I

z(t) зі значеннями у банаховому просторі B;

H ( I , Н і) z(t)
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зі значеннями в гілвбертовому просторі И р

L (B i, B 2) 

G I(B i, B 2)

І2

c

Со

m

im L (R (L))

ker L ( N (L))

dim im L 

dim ker L

6ij

( G * m

банаховий простір обмежених вектор-функцій z (t), 

які визначені на скінченному проміжку I  зі

B

з рівномірною нормою \\\z(t)\\\ =  supte I \\z(t) ||B;

L

клас лінійних обмежених нормалвно

L

гілвбертовий простір числових послідовностей 

З нормою ||x|| =  у / ж2 ; 

банаховий простір числових послідовностей 

З нормою \\x\\ =  \х і\Р>
банаховий простір обмежених збіжних до скінченної 

границі числових послідовностей з нормою 

||x|| =  sup j \ п \,

банаховий простір збіжних до нуля числових 

послідовностей з нормою ||ж|| =  sup j |nj \; 

банаховий простір обмежених числових 

послідовностей з нормою ||ж|| =  sup j \nj \ ; 

образ лінійного оператора L;

ядро (нулв-простір) лінійного оператора L;

розмірність образу оператора L; 

розмірність ядра оператора L;

символ Кронеккера;

узагалвнений оператор Гріна напіводнорідної 

крайової задачі;

ІР
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G (t,T ) -  узагальнена матриця Гріна;

Г (X ) -  стала матриця {yj(ж*)} значень вектор-функціо-

налів Yj(•) =  [уд ( 0  • • • , 7 j m(•)], як і складають 

матрицю Г (•) =  col [у ф ф . . . ,  Ym(0 ]j на вектор- 

стовпцях ж* =  col [xii, • • • , x mi] матриці 

X  =  [жі, • • • ,Xm];

Г  (ж) -  сталий вектор-с товпець {yj (ж)} значень вектор-

функціоналів yj (•) =  [yj 1( )̂ • • • , Yjm(0 ], які скла­

дають вектор-стовпець Г (•) =  col [уД -),. . .  , ym(̂ )] 

на елементі ж =  col [ж1, • • • , ж™,];

(ж,у)н _ скалярний добуток елементів ж Є И  та у  Є И;

(X * ,X )н -  стала матриця, яка складена із скалярних

добутків { ^ j , ж*)};

(X*,ж)н _ сталий вектор-стовпець, який складений із

скалярних добутків {(жj, ж)};

K (t,T ) -  матриця Коші;

£ ............. лінійний векторний функціонал;

Sh -  оператор внутрішньої суперпозиції;

L -1  -  обернений оператор до оператора L;

L -  L

L+ -  псевдообернений оператор до оператора L;

L++r) -  лівий (правий) псевдообернений оператор

L;
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L- !) _ лівий (правий) оператор, обернений до

оператора L;

P n (l) -  лінійний оператор (косий проектор), який проектує 

банаховий простір B на нуль-простір N (L) 

оператора L;

PN ............. лінійний оператор (ортопроектор), який проектує

гільбертовий простір Н  на нуль-простір N (L)

оператора L;

0  -  знак прямої топологічної суми;

© -  знак прямої топологічної різниці.
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В С Т У П

Багато задач математичного моделювання природних, фізичних техніч­

них, економічних, соціалвних та інших процесів зводятвся до лінійних, 

нелінійних або слабконелінійних крайових задач для різноманітних класів 

операторних рівнянв. Розробка конструктивних методів аналізу лінійних 

та слабконелінійних крайових задач для широкого класу систем функціо- 

налвно-дифференціалвних рівнянв: систем звичайних дифференціалвних 

рівнянв, систем диференціалвних рівнянв з відхиленням аргументу, сис­

тем з імпулвсним впливом, інтегралвних, інтегро-диференціалвних систем 

та ін. займає одне з централвних і принципово важливих місцв в якісній 

теорії диференціалвних та інтегралвних рівнянв [9], [29], [53], [56], [75], [76], 

[126], [127], [138], [142], [217], [236], [280] та ін.

Періодичні крайові задачі для систем звичайних диференціалвних 

рівнянв вивчалися М. М. Боголюбовим, Ю. О. Митрополвсвким,

A. М. Самойленком [25] [26], І. Г. Малкіним [148], [149], Є. О. Гребеніковим, 

Ю. О. Рябовим, Д. К. Лікою [69] [141], А. А. Андроновим, А. А. Віттом, 

С. Е. Хайкіним [7], В. А. Якубовичем, В. М. Старжинсвким [217].

Періодичні крайові задачі для систем диференціалвних рівнянв із 

запізненням досліджувалися А. Д. Мишкісом [157], С. М. Шимановим 

[214], Ю. О. Митрополвсвким, Д. І. Мартинюком [153], В. П. Рубаніком 

[180], Л. Е. Елвсголвцем, С. Б. Норкіним [216], Дж. К. Хейлом 

(J. К. Hale) [207], фредголвмові загалвні крайові задачі — М. В. Азбелєвим

B. П. Максимовим, Л. Ф. Рахматулліною [4].

Системи звичайних диференціалвних рівнянв з імпулвсним впливом 

і періодичні крайові задачі для них вивчалися А. Д. Мишкісом, 

А. М. Самойленком, М. О. Перестюком [158], [190], А. Халанаєм (А. На-
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lanay), Д. Векслером (D. Wexler) [204], загальні нетерові крайові задачі 

А. М. Самойленком, М. О Перестюком, О. А. Бойчуком [36], [186].

Розв’язність інтегро-дифференціальних рівняннь вивчалась 

Ю. К. Ландо [139], [140], проекційно-ітеративні методи побудови розв’язків 

крайових задач для систем інтегро-дифференціальних рівнянь розроблені 

А. Ю. Лучкою [143] і його учнями, методи, які засновані на застосуванні 

функціонального аналізу — А. Б. Антоневичем, Я. В. Радино [8 ].

При дослідженні перелічених вище крайових задач використовувались 

класичні методи дослідження. Класична теорія крайових задач почала свій 

розвиток задовго до появи методів функціонального аналізу. Постановка 

крайових задач у загальному операторному вигляді стали можливими 

з використанням функціонального аналізу, який все частіше почав 

застосовуватися в якості апарату для дослідження загальних крайових 

задач для різних класів операторних рівнянь (Й. Мавін (J. Mawhin) [245], 

С. Швабік (S. Schwabik), М. Тврди (М. Tvrdy), О. Вейвода (О. Veivoda) 

[274], [277], [280], Д. Векслер (D. Wexler)) [281].

Застосовуючи апарат узагальнено-обернених матриць, було доведено 

загальні теореми про розв’язність та представлення розв’язків 

критичних крайових задач для різних класів лінійних і нелінійних 

рівнянь та узагальнено простори, в яких розглядалися ці крайові 

задачі. О. А. Бойчуком та його учнями [27] [28], [29], [33], [41] 

розроблено конструктивні методи аналізу крайових задач для 

автономних та неавтономних систем звичайних диференціальних рівнянь, 

диференціальних рівнянь із зосередженим запізненням, диференціальних 

рівнянь з імпульсною дією у загальному нетеровому випадку, коли 

кількість крайових умов m  не співпадає з порядком n  диференціальної 

системи.

Подальшим узагальненням стала теорія крайових задач для звичайних 

диференціальних рівнянь у банахових просторах, коли скінченновимірний
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евклідовий простір значень шуканої функції замінювався на загальний 

банахів простір [73]. Так, К. Г. Валєєвим та О. А. Ж аутиковим [54] 

вперше було доведено теореми існування та єдиності розв’язків для 

лінійних та нелінійних нескінченних систем диференціальних рівнянь. 

А. М. Самойленком, Ю. В. Теплінським [194] досліджено умови існу­

вання періодичних розв’язків диференціальних і різницевих рівнянь у

m .

множини нерозв’язних задач Коші у множині усіх задач Коші у 

нескінченновимірних банахових просторах досліджено В. Ю. Слюсарчуком 

[198]. О. А. Бойчуком та О. О. Покутним отримані умови біфуркації 

множини обмежених на всій осі R  =  ( - т о , +то) розв’язків лінійних 

та слабкозбурених диференціальних рівнянь у банаховому просторі,

О. М. Станжицьким досліджено експоненціальну дихотомію стохастичних 

систем Іто за допомогою квадратичних форм [199], а В. Ю. Слюсарчуком 

експоненціальну дихотомію розв’язків дискретних систем [195].

З точки зору теорії операторів у функціональних просторах вище 

зазначені крайові задачі мають наступну особливість — операторні рів­

няння Lz =  f  цих крайових задач мають розв’язки при будь-якій 

правій частині. За термінологією С. Г. Крейна [132] такі рівняння 

називаються всюди розв’язними. Значна частина цих результатів фактично

L
L -1

задач досліджувалась у припущенні, що вони фредгольмові. До таких 

задач належать і задачі про умови існування та представлення розв’язків 

рівнянь у частинних похідних [15, 16, 17]. Як було підкреслено в 

монографії М. В. Азбєлєва, В. П. Максімова, Л. Ф. Рахматулліної [4,

L

Lz =  f

вдається побудувати скільки-небудь зміст овної теорії.11 Проте множина
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фредгольмових операторів складає досить вузький клас у множині 

нормально розв’язних операторів з доповнювальним ядром та образом.

Таким чином, клас крайових задач для не всюди розв’язних 

операторних рівнянь значно ширший ніж той, що розглядався раніше. До 

таких задач належать, наприклад, крайові задачі для інтергальних, 

інтегро-диференціальних рівнянь [187], задачі для сингулярних 

диференціальних систем [51, 52, 213, 227, 267] та ін.

А ктуальність теми. Актуальність вивчення крайових задач для 

не всюди розв’язних операторних рівнянь обумовлена, перш за все, 

важливістю їх практичного застосування у різних областях знань: теорії 

нелінійних коливань [7], [9], [25], [26], [28], [29], [69], [124], [134], [141], [146], 

[149], [190], [203], [206], [207], теорії стійкості руху [73], [76], [146], [154], теорії 

керування [211], [259], задачах економіки, радіотехніки, механіки, біології, 

імунології, медицини [55] [60], [124], [134], [150], [151], [20] та ін.

Крайові задачі, в яких вихідне операторне рівняння не є всюди 

розв’язним, а оператор діє у нескінченновимірних банахових або 

гільбертових просторах, вивчались дуже мало. Тому актуальною є потреба 

побудови загальної концепції дослідження крайових задач для операторних 

рівнянь, лінійні частини яких не мають обернених операторів у банахових 

та гільбертових просторах.

З в ’язок  роботи з  науковими програм ам и, планам и, темами. 

Робота виконувалась згідно загального плану досліджень відділу 

диференціальних рівнянь та теорії коливань Інституту математики НАН 

України в рамках держбюджетної теми „Аналітичні та якісні методи 

теорії нелінійних диференціальних рівнянь“ (номер державної реєстрації 

№0105U007978).

М ета та завдання досл ідж ен н я . Метою дисертаційної роботи 

є побудова загальної концепції дослідження лінійних та слабконелінійних 

крайових задач для операторних рівнянь у банахових та гільбертових прос-
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торах з нормально розв’язними операторами, які мають доповнювальні 

ядра та образи.

Обрана мета зумовила наступні завдання дослідження:

1. Довести леми, які узагальнюють лему Е. Ш мідта (Е. Schmidt) 

на випадок нормально розв’язних операторів з доповнювальними 

образами та ядрами і, використовуючи ці твердження, довести 

теореми про загальний вигляд нормально розв’язних операторів з 

доповнювальним ядром та образом у функціональних просторах, які 

узагальнюють теореми С. М. Нікольського про загальний вигляд 

фредгольмових та Ф. В. Аткінсона про загальний вигляд нетерових 

операторів.

2. Використовуючи теореми про загальний вигляд нормально 

розв’язних операторів з доповнювальними образами та ядрами, 

отримати формули для побудови узагальнено-обернених операторів 

у банахових, псевдообернених та односторонньо псевдообернених 

операторів у гілвбертових просторах до узагальнено оборотних 

операторів.

3. Використовуючи загальні підходи до побудови узагальнено- 

обернених операторів у банахових, псевдообернених операторів 

у гілвбертових просторах знайти умови узагальненої оборотності та 

побудувати узагальнено-обернений та псевдообернений оператори 

до інтегрального оператора Фредголвма з виродженим ядром у 

банахових та гілвбертових просторах.

4. Дослідити умови розв’язності та отримати формули для 

представлення загальних розв’язків лінійних операторних рівнянь з 

узагальнено оборотними операторами у банахових та гілвбертових 

просторах з використанням проекторів, узагальнено-обернених 

та псевдообернених операторів. Отримати умови розв’язності та 

формули для представлення загальних розв’язків інтегральних
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рівнянь Фредголвма з виродженим ядром у банахових та 

гілвбертових просторах.

5. Отримати умови існування та вигляд загальних розв’язків лінійних 

крайових задач для не всюди розв’язних операторних рівнянь з 

узагальнено оборотними операторами. Дослідити умови існуван­

ня та побудувати загальні розв’язки лінійних крайових задач для 

інтегральних рівнянь Фредголвма з виродженим ядром у банахових 

та гілвбертових просторах із застосуванням узагальненого оператора 

Гріна.

6 . Дослідити властивості узагальненого оператора Гріна лінійних 

крайових задач для операторних рівнянь з узагальнено оборотними 

операторами та його зв’язок з узагальнено-оберненим оператором до 

оператора лінійної крайової задачі.

7. З використанням умов існування та загальних формул побудови 

розв’язків лінійних крайових задач отримати необхідні та достатні 

умови існування, запропонувати ітераційні процедури побудови 

єдиного та принаймні одного розв’язку слабконелінійних операторних 

рівнянь та слабконелінійних крайових задач з нормально розв’язною 

лінійною частиною та довести їх збіжність. Дослідити умови існу­

вання та розробити збіжні ітераційні процедури побудови розв’язків 

слабконелінійних інтегральних рівнянь Фредголвма з виродженим 

ядром та крайових задач для них у банахових та гілвбертових прос­

торах.

8 . Побудувати узагальнено-обернений оператор до лінійного нетерового 

оператора з імпульсною дією та узагальнений оператор Гріпа лінійної 

крайової задачі для нетерового операторного рівняння з імпульсною 

дією.

9. Отримати умови існування та загальний вигляд розв’язків лінійних 

крайових задач для диференціальних систем із запізненням та
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імпульсною дією, дослідити необхідні та достатні умови існування 

розв’язків та запропонувати збіжні ітераційні процедури побудови 

розв’язків слабконелінійних крайових задач для диференціальних 

систем із запізненням та імпульсною дією.

О б’єктом  д осл ід ж ен н я  є операторні рівняння з узагальнено 

оборотними операторами, лінійні крайові задачі для них та слабконелінійні 

(з узагальнено оборотною лінійною частиною) крайові задачі у банахових 

та гільбертових просторах. У роботі досліджуються інтегральні рів­

няння Фредгольма з виродженими ядрами та лінійні і слабконелінійні 

крайові задачі для них у банахових та гільбертових просторах, а також 

крайові задачі для нетерових операторних рівнянь з імпульсною дією та 

диференціальних рівнянь із запізненням та імпульсною дією.

П редм ет досл ідж ен н я: умови існування та формули для

представлення загальних розв’язків лінійних крайових задач для 

операторних рівнянь з узагальнено оборотними операторами, необхідні 

та достатні умови існування, а також збіжні ітераційні процедури для 

побудови розв’язків слабконелінійних крайових задач з узагальнено 

оборотною лінійною частиною у банахових та гільбертових просторах.

М етоди досл ідж ен н я: методи теорії операторів та функціонального 

аналізу, апарат узагальнено-обернених та псевдообернених матриць та 

операторів, методи теорії диференціальних рівнянь з імпульсною дією. При 

аналізі слабконелінійних крайових задач використовуються методи теорії 

збурень: малого параметра Ляпунова-Пуанкаре, асимптотичних методів 

нелінійної механіки, методів розв’язку некоректних задач.

Н аукова новизна досл ідж ен н я: На захист виносяться наступні

основні результати, що визначають наукову новизну:

1. Вперше доведено аналог леми Е. Ш мідта (Е. Schmidt) для

n

d
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операторів кожного з цих класів у банахових просторах, які 

узагальнюють теореми С. М. Нікольського для фредгольмових та 

Ф. В. Аткінсона для нетерових операторів, відповідно. Отримано нові 

конструкції узагальнено-обернених, лівих, правих псевдообернених та 

псевдообернених операторів до топологічно нетерових, топологічно 

фредгольмових, n -нормальних та d-нормальних операторів у 

банахових та гілвбертових просторах, відповідно. Вперше побудовано 

узагальнено-обернені та псевдообернені оператори до інтегральних 

операторів Фредголвма з виродженим ядром.

2. Вперше визначено критерії розв’язності та запропоновано формули 

для представлення загальних розв’язків операторних рівнянь з 

нормально розв’язними операторами з доповнюваними ядром та 

образом, на основі яких доведено теореми про необхідні і достатні 

умови існування та загальний вигляд розв’язків інтегральних рівнянь 

Фредголвма з виродженим ядром у банахових та гілвбертових прос­

торах.

3. Вперше знайдено необхідні та достатні умови існування та загальний 

вигляд розв’язків лінійних крайових задач для не всюди розв’язних 

операторних рівнянь з нормально розв’язними операторами з 

доповнювальними ядрами та образами у банахових та гілвбертових 

просторах, побудовано узагальнені оператори Гріна для цих задач. 

Отримано умови існування та представлення розв’язків лінійних 

крайових задач для інтегральних рівнянь Фредголвма з виродже­

ним ядром у банахових та гілвбертових просторах. Досліджено 

властивості узагальненого оператора Гріна та його зв’язок з 

узагальнено-оберненим оператором лінійної крайової задачі.

4. Для слабконелінійних операторних рівнянь (лінійна частина яких 

— нормально розв’язний оператор з доповнювальними ядром та 

образом) вперше досліджено необхідні умови існування розв’язків,
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побудовано операторне рівняння для породжуючих елементів, 

визначено достатні умови існування єдиного та принаймні одного 

розв’язків, запропоновано ітераційні алгоритми для їх побудови 

та доведено їх збіжність. Встановлено необхідні умови існування 

розв’язків слабконелінійних операторних рівнянь, лінійна частина 

яких — не всюди розв’язне операторне рівняння Фредгольма з ви­

родженим ядром, отримано достатні умови існування розв’язків, 

запропоновано збіжні ітераційні процедури для їх побудови у 

банахових просторах.

5. Встановлено необхідні та достатні умови існування єдиного та 

принаймні одного розв’язків слабконелінійних крайових задач, 

лінійні частини вихідних рівнянь яких — нетерові оператори. 

Запропоновано збіжні ітераційні процедури для побудови цих 

розв’язків. Побудовано систему операторних рівнянь для породжую­

чих констант та визначено необхідні умови існування розв’язків. 

Встановлено достатні умови існування принаймні одного розв’язку 

слабконелінійних крайових задач для інтегральних рівнянь Фред­

гольма з виродженим ядром у скінченновимірних гільбертових 

просторах. Запропоновано збіжні ітераційні процедури для побудови 

цих розв’язків.

6 . Вперше побудовано узагальнено-обернений оператор до лінійного 

нетерового операторного рівняння з імпульсною дією, знайдено 

необхідні та достатні умови розв’язності та формулу для 

представлення загального розв’язку (за допомогою побудованого 

узагальненого оператора Г ріна) лінійної крайової задачі для 

нетерового операторного рівняння з імпульсною дією.

7. Вперше побудовано оператор Гріна задачі Коші лінійної 

диференціальної системи з запізненням та імпульсною дією. 

Визначено необхідні та достатні умови існування та представлення
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загальних розв’язків лінійної нетерової крайової задачі для 

диференціальної системи з запізненням та імпульсною дією.

8 . Для слабконелінійних крайових задач для диференціальних систем 

з запізненням та імпульсною дією у скінченновимірних банахових 

просторах знайдено необхідні умови існування розв’язків, побудовано 

операторне рівняння для породжуючих констант, із застосуванням 

проекторів встановлено достатні умови існування принаймні одного 

розв’язку та запропоновано збіжні ітераційні процедури для 

знаходження розв’язків таких задач.

П рактичне значення одер ж ан и х результатів. Дисертаційна 

робота має теоретичний характер. Результати, які отримані в роботі, 

можуть бути використані в якісній теорії крайових задач для різноманітних 

класів операторних рівнянь з урахуванням їх специфіки, теорії керування 

та теорії стійкості у випадках, коли вихідне операторне рівняння не є всюди 

розв’язним, дослідженні умов існування обмежених на всій числовій осі 

розв’язків крайових задач у банахових просторах, при моделюванні та 

дослідженні різноманітних фізичних, економічних, біологічних та інших 

процесів.

О собистий внесок здобувача. Загальний план дослідження та 

його основний напрямок визначено спільно з науковим консультантом 

— членом-кореспондентом НАН України О. А. Бойчуком. У спільних 

роботах співавторам належить постановка задач та обговорення можливих 

шляхів їх розв’язання. В цих роботах особистий внесок автора полягає 

у доведенні теорем про існування та загальний вигляд розв’язків 

лінійних та слабконелінійних крайових задач для нетерових операторних 

рівнянь та теорем про умови (достатні та необхідні) існування розв’язків 

слабконелінійних крайових задач з нетеровою лінійною частиною [41], 

у встановленні умов розв’язності та побудові загальних розв’язків 

нетерових рівнянь у банахових просторах [35], у доведенні теореми про
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конструкцію псевдооберненого оператора у гільбертових просторах [39], 

у доведенні теорем про розв’язок задачі Коші та лінійної крайової 

задачі для диференціальної системи з запізненням та імпульсною дією 

та побудова узагальненого оператора Гріна відповідної напіводнорідної 

лінійної крайової задачі [40], у доведенні теорем про існування та загальний 

вигляд розв’язків лінійних крайових задач для нетерових операторних 

рівнянь з імпульсною дією та теорем про умови (достатні та необхідні) іс­

нування розв’язків слабконелінійних крайових задач з нетеровою лінійною 

частиною та імпульсною дією [189], у доведенні аналога леми Е. Ш мідта 

на випадок топологічно нетерових операторів, теорему про конструкцію 

узагальнено-оберненого оператора до топологічно нетерового у банаховому 

просторі [43].

А пробація  результатів дисертації. Результати, викладені у 

дисертації доповідались та обговорювались на:

• науково-технічному семінарі "Моделювання і дослідження стійкості 

фізичних процесів"(м. Київ, 1991 p.);

•

математичної фізики — другі Боголюбовські читання"(м. Київ, 1992 

р-);

cal Systems Modeling and Stability Investigation (м. Київ, 1993 p.); 

ear Differential Equations "(Kiev, 1995);

cal Systems Modeling and Stability Investigation (м. Київ, 1995 p.); 

cal Systems Modeling and Stability Investigation (м. Київ, 1996 p.); 

ня та їх застосування"(Чернівці, 1996 p.);
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• П ’ятій міжнародній науковій конференції імені академіка 

М. Кравчука (Київ, 1996);

функцій та їх застосування "з нагоди 70-ти річчя академіка

А. М. Самойленка (м. Мелітополь, 2008 p.);

cal system modeling and stability investigation"(м, Київ, 2009 p.);

та 70-річчя М.І. Нагнибіди (м. Чернівці, 2009 p.);

М. М. Боголюбова) (м. Київ, 2009 p.);

2010 p.);

функций Ляпунова и его приложения"(Крим, Алушта, 2010 р.);

анализ и информационные технологии"(Киев, 2011 г.);

вопросы", присвячену видатному математику I. Г. Петровському 

(Москва, 2011 г.);

устойчивости динамических систем "(Киев, 2011 г.);

•

їх застосування", присвячена 65-річчю кафедри інтегральних та 

диференціальних рівнянь Київського національного університету ім. 

Тараса Шевченка (Київ, 2011 p.);

•

математики імені академика Я. С. Підстригана КМУ СІІММ-2011 

(Львів, 2011 p.);
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М. Кравчука (Київ, 2012 p.); 

математики (Чернівці, 2012 p.);

(Terechova, Slovakia, 2 0 1 2 );

ential Equations and Their Applications"(Mersin, Turkey, 2012); 

investigation"(Kiev, 2013);

2013. Диференціальні рівняння, теорія функцій та їх застосування" 

(Севастополь, 2013 p.);

•

функцій та їх застосування з нагоди 75-річчя з дня народження 

академіка А. М. Самойленка" (Слов’янськ, 2013 p.), 

наукових семінарах:

теорії коливань (Інститут математики НАН України) та кафедри 

диференціальних та інтегральних рівнянь (Київський національний 

університет імені Тараса Шевченка), керівники — академік НАН 

України А. М. Самойленко та академік НАН України М. О. 

Перестюк, жовтень 2012 p., березень 2013 p.;

•

національний університет імені Тараса Ш евченка), керівник — доктор 

фізико-математичних наук, професор О. М. Станжицький, квітень 

2013 p.;
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керівники: доктор фізико-математичних наук, професор, член- 

кореспондент НАН України Б. Й. Пташник, доктори фізико- 

математичних наук, професори М. І. Іванчов, П. І. Каленюк, 

листопад 2013 р.

•

національний університет імені Тараса Шевченка), керівники — 

доктори фізико-математичних наук, професори Т. А. Мельник та

В. Г. Самойленко, грудень 2013 р.

П ублікації. За темою дисертаційного дослідження опубліковані: 

монографія у співавторстві [41], 19 статей в періодичних іноземних та 

фахових вітчизняних періодичних наукових журналах та збірниках праць

[35], [40], [43], [84], [87], [88], [89], [91], [95], [96], [97], [98], [101], [102], [103],

[104], [110], [111], [189] та 2 статті у збірниках наукових праць [39], [81]. З 

них 15 самостійних робіт автора [84], [87], [8 8 ], [89], [91], [95], [96], [97], [98], 

[101], [102], [103], [104], [110], [111]. 13 статей опубліковано у виданнях, що 

входять до міжнародної наукометричної бази: [35], [40], [43], [84], [87] — [89], 

[91], [95], [96], [110], [111], [189].

Результати дисертації також опубліковані у збірниках матеріалів і тез 

міжнародних та всеукраїнських конференцій [78] — [80], [82], [83], [85], [8 6 ], 

[90], [92] -  [94], [99], [100], [105] -  [109], [112] -  [116], [228], [282], [283].

Всі результати, які включено до дисертаційного дослідження отримані 

автором самостійно.

Автор висловлює щиру подяку науковому консультанту члену-корес- 

понденту НАН України О. А. Бойчуку за підтримку, цінні зауваження та 

поради, постійну увагу до роботи, плідне співробітництво та обговорення 

одержаних результатів.
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Р О З Д ІЛ  1 

О Г Л Я Д  Л ІТ Е Р А Т У Р И

У цьому розділі розглянуто основні етапи дослідження крайових 

задач, зроблено їх аналіз з точки зору теорії операторів та функціонального 

аналізу. Також розглянуто деякі питання теорії лінійних операторів, 

пов’язані з узагальненим оберненням та псевдооберненням нормально 

розв’язних операторів у банахових та гільбертових просторах, які суттєво 

використовуються в роботі.

1.1. О гляд та аналіз основних етапів д осл ід ж ен н я  крайових  

задач

Побудова розв’язків слабконелінійних крайових задач

L z (t) =  f  (t) +  e Z (z, t, є), (l.i)

l z  (•) =  a  +  e J  (z(-),-,e), (1.2)

де відповідно L , l  -  лінійні, a Z, J  -  нелінійні обмежені оператори і 

функціонали, для різних класів функціонально-диференціальних рівнянь є 

задачею, розв’язок якої залежить від розв’язності відповідного (1.1) пород­

жуючого (є =  0) лінійного рівняння Lz(t) =  f  (t) та відповідної (1.1), (1-2) 

породжуючої (є =  0 ) лінійної крайової задачі

A z(t)  =
L

l
z(t) =

f ( t)

a

Найбільш повно і глибоко такі крайові задачі вивчені у випадку, коли

L

L z(t)  =  z(t) — A (t)z (t) =  f  (t) +  eZ  (z, t, є), 

l z (•) =  a  +  eJ(z(-), •, e),
(1.3)
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де L  : C 1([a,b]; R n) ^  C([a,bj; R n); £ : C([a,bj; R n) ^  R m. Такі 

задачі у періодичному (фредгольмовому (m =  n)) випадку вивчалися 

А. М. Ляпуновим [146], М. М. Боголюбовим, Ю. О. Митропольским,

А. М. Самойленком [25], [26], І. Г. Малкіним [149], Е. О. Гребеніковим, 

Ю. О. Рябовим, Д. К. Лікою [69], [141], А. А. Андроновим, А. А. Віттом,

С. Э. Хайкіним [7], В. А. Якубовичем, В. М. Старжинським [217] та ін. 

Переважна більшість досліджень періодичних крайових задач проводилася 

у, так званому, некритичному випадку. Для дослідження періодичних 

систем звичайних диференціальних рівнянь А. М. Самойленком було 

запропоновано чисельно-аналітичний метод [182, 183], який завдяки 

своїй простоті і ефективності був застосований А. М. Самойленком, 

М. О. Перестюком, М. Й. Ронто, С. І. Трофімчуком до дослідження 

широкого кола крайових задач з різного роду крайовими умовами [184, 

185, 261, 262, 266]. В серії оглядових робіт М. Й. Ронто, А. М. Самойленка,

С. І. Трофімчука [176] — [179] зроблено детальний аналіз розвитку 

чисельно-аналітичного методу та його застосування до розв’язання різних 

типів крайових задач.

У нетеровому випадку, коли кількість крайових умов не співпадає з

( m  =  n) ,

слабконелінійних крайових задач для звичайних диференціальних рівнянь 

розроблені О. А. Бойчуком [27], [28], [29] [41].

Крайові задачі для диференціальних рівнянь із запізненням

Lz (t) =  z(t) — A(t) =  f  (t) +  zZ  (Shz, t, z),

(1.4)

£z(•) =  a  +  zJ((Sfcz)(-), •, z)

де L : D)) ̂  БД £ : D ^  ^  R m; S h : L)) ^  L))— оператор внутрішньої

суперпозиції [4], у періодичному випадку вивчалися О. Д. Мишкісом 

[157], С. М. Шимановим [214], Ю. О. Митропольским Д. І. Мартинюком 

[153], Л. Е. Ельсгольцем, С. Б. Норкіним [216], Дж. К. Хейлом [207] та
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ін. У випадку всюди розв’язності крайової задачі — М. В. Азбелєвим,

В. П. Максимовим, Л. Ф. Рахматулліною та їх учнями [2, 3, 4, 147]. 

У нетеровому випадку О. А. Бойчуком та його учнями [41]. Цікаві 

результати для нетерових крайових задач з сталим запізненням отримані

О. А. Бойчуком, Й. Дібліком, М. Ружечковою, Д. Я. Хусаїновим [226], з 

використанням роботи [209]. У нескінченновимірних банахових просторах 

експоненціал із запізненням побудований О. О. Покутним, В. В. Семеновим 

[165].

Системи звичайних диференціальних рівнянь з імпульсним впливом і 

крайові задачі для них вигляду

Lz(t) =  z(t) — A (t)z(t) =  f  (t) +  eZ (z(t), t, e), t =  Ті , i =  1, n,

A |t=ri — Siz(Ti — 0) =  ai +  e J i(z (ті — Ф e )  Ті — Ф e )  (1-5)

l z (•) =  a  +  eJ(z(-), •, e),

де L : C*([a, b] \  {тД /; R n) ^  C([a, b] \  {тД /; R n); l  : C([a, b] \  {тД /; R n) ^  

R m, d e t(E  +  Si) =  0 , i =  1 ,n  У періодичному (фредгольмовому) 

некритичному випадку вивчалися О. Д. Мишкісом, А. М. Самойленком, 

М. А. Перестюком [158], [190], А. Халанаєм, Д. Векслером [204] та 

ін. У періодичному критичному і загальному нетеровому випадках — 

А. М. Самойленком, М. О. Перестюком, О. А. Бойчуком [36], [186]. 

А. М. Самойленком, М. О. Перестюком, С. І. Трофімчуком [266] для систем 

диференціальних рівнянь з імпульсною дією в нефіксовані моменти часу 

введено поняття узагальненого розв’язку, запропоновано класифікацію 

імпульсних систем і вказано умови, достатні для належності імпульсної 

системи до того чи іншого класу. У випадку d e t(E  +  Si) =  0, i =  1,n такї 

крайові задачі вивчалися О. А. Бойчуком, С. М. Чуйком [42], [212].
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Умови існування та побудову розв’язків крайових задач для систем 

інтегро-диференціальних рівнянь

b
Lz(t) =  z(t) — A (t)z(t) — f  В (s)^ (5)ds =  f  (t) +  zZ(z, Щ t, z),

a (1 .6 )
£z(-) =  a  +  zJ(z(^)z(•), •, z)

у класі вектор-функцій: z(-,z) Є D )[a, b], z(^,z) Є L )[a ,6], z(t, •) Є C (0 ,zoj 

досліджували А. М. Самойленко, О. А. Бойчук, С.А. Кривошея [187] 

та їх учні, проекційно-ітеративні методи розроблені Ю. Д. Соколовим, 

А. Ю. Лучкою [143]. Питання нормальної розв’язності та індексу інтегро- 

диференціальних рівнянь розглянуті Ю. К. Ландо [139], [140], методи, що 

засновані на застосуванні функціонального аналізу до дослідження цих 

задач А. Б. Антоневичем, Я. В. Радино [8 ].

Специфіка перелічених крайових задач вигляду (1.1), (1-2) у

скінченновимірних банахових просторах полягає в тому, що в більшості 

випадків їх лінійна частина є оператором, який не має оберненого, що 

не дозволяє безпосередньо застосовувати традиційні методи дослідження 

крайових задач, засновані на використанні принципу нерухомої точки. 

Необоротність оператора А, що задає лінійну частину крайової задачі, 

вносить істотні труднощі в її дослідження і є наслідком того, що або 

кількість крайових умов не співпадає з порядком операторної систе-

L

ня не має оберненого, або те і інше разом. Більшість такого типу 

задач для операторних рівнянь є задачами з нормально розв’язною 

лінійною частиною і включають як недовизначені, так і перевизначені, як 

некритичні, так і критичні крайові задачі [29], [69].

Із застосуванням теорії узагальнено-обернених та псевдообренених мат­

риць і проекторів методи дослідження періодичних крайових задач успіш­

но були узагальнені на крайові задачі для різних класів функціонально- 

диференціальних рівнянь: звичайних автономних [37] та неавтономних
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[27], [29] диференціальних систем у критичних випадках; диференціальних 

систем із зосередженим запізненням в [41]; звичайних диференціальних 

систем з імпульсною дією [36], [225]. Таким чином, з одного боку, були 

розроблені теорії різних узагальнень крайових задач для диференціальних 

систем, доведені загальні фундаментальні теореми про розв’язність і 

представлення загальних розв’язків не всюди розв’язних крайових задач 

для різних класів всюди розв’язних функціонально-диференціальних 

рівнянь. А з іншого — узагальнювались простори, в яких розглядалися 

ці крайові задачі.

Так розв’язки крайових задач для систем звичайних диференціальних 

рівнянь розглядаються у просторі неперервно диференційовних функцій, 

розв’язки крайових задач для систем диференціальних рівнянь із 

запізненням — у просторі абсолютно неперервних функцій, похідні 

яких належать простору сумовних функцій. Розв’язки крайових задач 

з імпульсною дією розглядаються у просторі функцій, які можна 

представити у вигляді суми абсолютно неперервної функції та функції 

стрибків. Більш глобальним узагальненням стала теорія крайових задач 

для звичайних диференціальних рівнянь у банаховому просторі, коли 

скінченновимірний евклідів простір значень шуканої функції замінюється 

на загальний банахів простір.

Так, Ю. Л. Далецьким, М. Г. Крейном [73] отримано формулу 

загального розв’язку неоднорідної звичайної диференціальної системи у 

банаховому просторі, К. Г. Валєєвим та О. А. Ж аутиковим [54] уперше 

доведено теореми існування та єдиності розв’язків для лінійних та 

нелінійних нескінченних систем звичайних диференціальних рівнянь та 

теореми про неперервну залежність розв’язків від параметра. У монографії

А. М. Самойленка, Ю. В. Теплінского [194] досліджено умови існування 

періодичних розв’язків різницевих рівнянь і зліченновимірних крайових 

задач у некритичних випадках у банаховому просторі обмежених числових
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послідовностей m . О. А. Бойчуком, Є. В. Панасенком [46], [47], [48] 

отримано критерій існування розв’язків лінійних та слабконелінійних 

крайових задач для звичайних диференціальних рівнянь у банаховому 

просторі. Існування та неєдиність розв’язків задачі Коші для звичайних 

диференціальних рівнянь досліджувались В. Ю. Слюсарчуком [197].

Якщо проаналізувати задачі (1.3 -  1.6) з точки зору теорії операторів 

у функціональних просторах, то з ’ясуються їх наступні особливості:

частини вихідних рівнянь мають скінченну розмірність;

і крайових задач для них, у більшості випадків замкнуті, тобто 

оператори є нормально розв’язними.

Підхід до крайових задач, як до операторних рівнянь дозволяє 

застосувати методи функціонального аналізу до їх дослідження. Як 

підкреслено в [74, с. 93] "• • • до початку нашого (XX) століття в 

роботах Вольтерра і Фредголвма в області інтегральних рівнянь було 

виявлено усю перевагу цієї "операторної" техніки". Фундаментальна 

робота Ф. Рісса (F. Riesz) [171], яка присвячена оберненню лінійних 

операторів L =  I  — A, ( /  -  тотожний, a A  -  цілком неперервний 

оператори, що діють у просторі C ([a ,b ],R n)— неперервних на відрізку 

[a, b] функцій зі значеннями в евклідовому просторі R n, узагальнювалась 

у двох напрямках. З одного боку простір C([a,b], R n) замінювався більш

A(L)

накладалися менш обмежувальні умови.

Ю. Шаудер (J. Shauder) [275] узагальнив теорію Ф. Рісса на банахові 

простори, ввівши до неї спряжений оператор. С. М. Нікольський [160] 

показав, що теорія Рісса-Шаудера залишається справедливою, якщо

A
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n -а ітерація A n =  AAn —1 цілком неперервна, а в [161] дав необхідні і

L

справедливою. Цей клас операторів, які називаються фредгольмовими, 

і описує теорема, відома як теорема С. М. Нікольського [201, с. 233]. 

Ф. С. Алієв [5], а пізніше А. Г. Рамм (A. G. Ramm) [256] узагальнили 

теорему С. М. Нікольського на випадок замкнених операторів.

Відомо (Ф. Р. Аткінсон [10], М. М. Вайнберг В. О. Треногін [53], 

Ю. П. Питьєв [169], А. Ф. Турбін [202], М.З.Нашед (М. Z. Nashed), Г. Ф. Вот- 

руба (G. F. Votruba) [237], [247], [248], Е. Шмідт (Е. Schmidt) [273]), 

що при побудові узагальнено-обернених операторів до нормально розв’яз­

них класична конструкція Е. Ш мідта [53, с. 339] застосовна лише для 

фредгольмових операторів. Тому її застосування до дослідження крайових 

задач для функціонально-диференціальних рівнянь, як до операторних 

рівнянь з обмеженими нормально розв’язними операторами в лінійній 

частині, обмежувалося вимогою їх фредгольмовості.

Саме з цієї причини більшість робіт, присвячених вивченню 

таких задач, виконувались у припущенні їх всюди розв’язності [132] 

(Ю. А. Митропольський, Д. І. Мартинюк [153], А. М. Самойленко 

М. О. Перестюк, М. Й. Ронто [190], [184], І. Г. Малкін [149],

Е. О. Гребенніков, Ю. О. Рябов, Д. К. Ліка [141], [69], М. В. Азбелєв,

В. П. Максимов, Л. Ф. Рахматулліна [4], О. Вейвода [280], Д. Векслер 

[281] та ін.). Більше того, значна частина результатів фактично отримана

L

крайової задачі має обернений.

Позначимо dim N (L) =  ц, dim N (L*) =  v, де ц та v -  додатні 

цілі числа або нескінченність. Залежно від значень ц та v, розрізняють 

узагальнено оборотні оператори наступних класів:

•  фредгольмові (ц =  v <  то), (I. Fredholm, 1903);

•  нетерові (ц =  v, ц <  то, v <  то), (F. Noether, 1921);
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• n -нормальні (ц <  to, v =  то) з доповнювальним образом R(L), 

(С. Г. Крейн, 1971);

• d-нормальні (ц =  to ,v  <  то) з доповнювальним ядром N (L), 

(С. Г. Крейн, 1971);

• топологічно фредгольмові (ц =  to, v =  то, N (L) =  Yl), 

(А. Р. Абдуллаев, А. Б. Бурмістрова, 1994);

• звідно оборотні (ц =  to, v =  то), якщо оператор діє з банаховою 

простору Ю Б ,  (Королюк В. С., Турбін А. Ф., 1978);

• топологічно нетерові (ц =  то, v =  то), (А. Р. Абдуллаев, 

А. Б. Бурмістрова, 1994).

Лема Е. Ш мідта [273] та її  розвинення теорема С. М. Нікольського 

про представлення обмеженого фредгольмового оператора у лінійних 

нормованих просторах у вигляді суми неперервно оборотного та 

скінченновимірного операторів [160], [161] дають можливість будувати 

узагальнено-обернені оператори до фредгольмових у банахових просторах. 

Теорема, що узагальнює теорему С. М. Нікольського, про те, що будь- 

який нетеровий оператор представляється у вигляді суми односторонньо 

оберненого та скінченновимірного, доведена Ф. В. Аткінсоном [10]. Але 

конструкції для побудови узагальнено-оберненого оператора до нетерового, 

аналогічної конструкції Е. Ш мідта [53] запропоновано не було. Для інших 

класів узагальнено оборотних операторів були отримані деякі результати 

у цьому напрямі В. С. Королюком, А. Ф. Турбіним [130], І. Я. Цуркісом 

[210], А. Р. Абдуллаєвим, А. Б. Бурмістровою [1].

Результати огляду з цього питання приведені в наступній таблиці.

Таблиця 1.

П итання по узагальненом у оберненню  норм ально р о зв ’язних

операторів
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Клас узагальнено 

оборотних операторів

Конструкція узагальнено 

оберненого оператора

Теорема про загальний 

вигляд операторів

Фредгольмові Е. Шмідт С. М. Нікольський

Нетерові ? Ф. Р. Аткінсон

n — (d—) нормальні ? ?

Топологічно ? А. Р. Абдуллаев,

фредгольмові А. Б. Бурмістрова

Звідно- В. С. Королюк ?

оборотні А. Ф. Турбін, І. Я. Цуркіс

Топологічно

нетерові

? ?

У дисертаційній роботі усі питання, які наведені в таблиці 1 — 

розв’язані. Доведені леми, які узагальнюють лему Ш мідта і теореми

С. М. Нікольського та Ф. В. Аткінсона про загальний вигляд 

фредгольмових та нетерових операторів на випадки операторів з усіх 

перерахованих класів узагальнено оборотних операторів. Ці теореми 

дозволили запропонувати конструкції узагальнено-обернених (у банахових 

просторах) та псевдообернених і односторонньо псевдообернених (у 

гільбертових просторах) операторів до операторів кожного з класів 

узагальнено оборотних операторів.

Отримані формули для узагальнено-обернених та псевдообернених 

операторів до нормально розв’язних з доповнювальними ядром та образом 

використовуються при побудові узагальнено-обернених та псевдообернених 

операторів до інтегральних операторів Фредгольма з виродженими ядрами 

у банахових та гільбертових просторах.

Використовуючи і розвиваючи апарат узагальнено-обернених 

операторів [169], [219], [237] і матриць [136], [202], [246], [252], отримано 

критерії розв’язності і структуру загальних розв’язків лінійних крайових
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задач для операторних рівнянь з узагальнено оборотними операторами. 

З єдиних позицій викладено методи побудови узагальнених операторів 

Гріна напіводнорідних крайових задач для цих рівнянь. Вивчено основні 

властивості узагальненого оператора Гріна, зокрема, показано, як з його 

допомогою будувати узагальнений оборотний оператор до оператора 

вихідної крайової задачі.

При аналізі слабконелінійних крайових задач вигляду (1.1), (1.2) в знач­

ній мірі використовуються методи теорії збурень: малого параметру Ляпу­

нова-Пуанкаре [146], [168], асимптотичних методів нелінійної механіки [25],

. . .

ту істотну перевагу, що є методами строго обгрунтованими, придатними 

не лише для кількісного, але також і для якісного дослідження". Метод 

малого параметра Ляпунова-Пуанкаре був використаний І. Г. Малкіним 

[149] при встановленні необхідної і достатньої умов існування періодичних 

розв’язків звичайних диференціальних рівнянь типу (1.3), що обертаються 

при z ^  0  в розв’язок лінійної породжуючої крайової задачі, яка

отримується з (1.3) при z =  0. При цьому розв’язок будувався у вигляді

z

[69] запропонували ітераційний спосіб побудови розв’язків таких задач 

з допомогою зведення їх до еквівалентної операторної системи. У [69] 

повністю досліджений, так званий, критичний випадок першого порядку, 

коли відповідь на питання про існування періодичних розв’язків дається 

після аналізу крайової задачі, що служить для знаходження першого 

наближення до шуканого розв’язку. О.А. Бойчук і його учні розвинули 

ці ідеї на випадок критичних (порядку вище первого) нетерових крайових 

задач для звичайних диференціальних систем [29], [41], диференціальних 

систем з зосередженим запізнюванням [31], [ЗО], систем з імпульсною дією

[36], [186], автономних диференціальних систем [33], [37], [38] з крайовими
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умовами, які задані у вигляді лінійного або слабконелінійного обмеженого 

вектор-функціоналу.

У представленій роботі, використовуючи апарат проекторів та узагаль­

нено-обернених операторів, встановлено умови існування та формули для 

побудови загальних розв’язків лінійних крайових задач з узагальнено 

оборотними операторами, отримано необхідні умови існування, а також 

достатні умови існування єдиного та принаймні одного розв’язку 

слабконелінійних операторних рівнянь та слабконелінійних крайових задач 

з узагальнено оборотною лінійною частиною, лінійних та слабконелінійних 

інтегральних рівнянь Фредгольма з виродженим ядром та крайових 

задач для них у банахових та гільбертових просторах, слабконелінійних 

крайових задач для нетерових операторних рівнянь з імпульсною дією та 

диференціальних систем із запізненням та імпульсною дією. Запропоновано 

ітераційні процедури побудови цих розв’язків, доведено їх збіжність.

1.2. Г ільбертові та банахові простори

Далі зробимо огляд першоджерел з теорії гільбертових і банахових 

просторів, теорії лінійних операторів, які використовуються при 

подальшому викладенні матеріалу. Всі твердження даються без доведень. 

Матеріал викладений з використанням монографій [21], [53], [61], [6 8 ], 

[120], [123], [129], [130], [132], [172], [181], [201], [219], [237], а також робіт 

[119], [240], [247], [248], [252] та ін.

Гільбертові простори — це найпростіший тип нескінченновимірних 

нормованих просторів. їх порівняльна простота пояснюється наявністю 

в них додаткової структури — скалярного добутку, який узагальнює 

звичайний скалярний добуток з векторної алгебри.
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О зн а ч ен н я  1.1. Гільбертовим простором (дійсним) називається повний 

нормований дійсний простір, в якому норма породжується скалярним  

добутком.

О зн а ч ен н я  1.2. Два, вектори, x  та у у гільбертовому просторі H  

називаються ортогональними, якщо їх скалярний добуток дорівнює 

нулю, (x, у)н =  0 .

О зн а ч ен н я  1.3. Сукупність всіх векторів h, ортогональних до підпрос-

тору M  утворює (замкнений) підпростір M ф  який називається

ортогональним доповненням простору M . При, цьому говорять, що під­

простір M  доповнювальний у гільбертовому просторі H .

x H  

у вигляді x =  z +  h, z Є M, h Є M \  то говорять, що H  є прямою 

топологічною сумою взаємно ортогональних просторів M  та M ф і пишуть

H  =  M  0  M ф.

У гільбертовому просторі будь-яка замкнена підмножина доповнювальна. 

О зн ач е н н я  1.4. Систему елементів { f i}TO=1 гільберт,ового простору H  

називають ортонормованою, якщо для будь-яких i, j  Є N

{1, при, і =  j,

0 , i =  j.

Нехай G — замкнена лінійна оболонка системи векторів {^}ТОл- 

О зн ач е н н я  1.5. Ортонормована система { f i}°= 1 С H  називається

H ,

H.
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Якщо { fi}i= 1 _  ортонормований базис у H , то внаслідок того, що G =  

H , будь-який вектор х Є H  однозначно можна записати у вигляді:

де Хі =  (x, fi)H.

Необхідну і достатню умову існування ортонормованого базису у

H

Т ео р ем а  1 .1 . Ортонормована система елементів { f i}i= 1 С H e

H

коли для будь-якого x Є H  виконується рівність Парсеваля ||х ||2 =

H

якщо в ньому існує зліченим всюди щільна множ ина, тобто така

H

Л е м а  1 .1 . [201] Будь-яка нескінченна множ ина M  у сепарабельному прос­

торі сепарабельна.
H  

H  

H  

H

нормою лінійним и комбінаціями елементів цієї системи.

Т ео р ем а  1 .2 . [181] У сепарабельному гільбертовому просторі будь-яка 

повна ортонормована система векторів Ш'ТОї є базисом, тобто для 

x Є H

і = і і = і

Е °= і |хі ^  Vх Є H -

H

і=1
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|x  II2 =  Е Ї Ї 1 | ( x , f i) |H ('рівність Парсеваля). Числа ( x ,f i)

x

ортонормованою системою { f i}°= 1.
Далі сформулюємо один з фундаментальних результатів теорії

гільбертових просторів.

Т ео р ем а  1.3. [21, с. 238] Будь-який нескінченно вимірний сепарабельний

гільбертовий простір H  ізометрично ізоморфний простору 12 .
Звідси маємо, що усі сепарабельні гільбертові простори ізометрично

изоморфні між собою.

Поняття ортонормованої системи можна визначити і для системи

H

потужності система ортонормованих векторів визначаться так [21, с. 239].

Нехай U — множина довільній потужності.

О зн а ч ен н я  1.8. Систему векторів { fa }aeU С H  називають

ортонормованою, якщо ( fa ,f e ) H =  0, для всіх a  Є U, в  Є U, a  =  в  і

II f a II =  Ц a  Є U .
Якщо U незліченна, то H  не може бути сепарабельним.

H

система { fa }аЄц, де множ ина U незліченна. Тоді для будь-якого х Є H  

не більш ніж  зліченим, кількість коефіцієнтів х а =  (х, f a )H відмінні від 

нуля.
Ці коефіцієнти, як і у випадку зліченної системи, називають

x { fa } аЄи — ортонормованим

H

елемента х Є H  виконується рівність Парсеваля ||х I I 2 =  Е  І Ха |2 ,  ЩО

забезпечує замкненість лінійної оболонки множини { Е } аЄд. При цьому 

будь-який елемент х Є H  можна представити у вигляді:
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причому для кожного x Є H  множина Ux =  {а Є U, xa =  0} не більше ніж 

зліченна.

H

щільну множину векторів F  мінімальної потужності, то ортогоналізувавши 

її, отримаємо ортонормований базис тієї ж  потужності, що і множина F . 

Потужність цього базису називається розмірністю гільбертового простору 

H

Для несепарабельних гілвбертових просторів справедливе твердження, 

яке аналогічне теоремі 1.3.

Для множини U будь-якої потужності позначимо l2 (U) множину функ­

цій U Э a  ^  x (a ) Є R, кожна з яких відмінна від нуля лише для зліченної

a

| x ( a ) | 2 <  то.
аЄй

H

ний прост ору l2 (U), де потуж ність мн ожини, U дорівнює розмірності

H.

О значення 1.9. Пара послідовностей {Д}ТОг * {Yj }j= 1 У гільбертовому 

H

одної, якщо

(Yj , f *)H =  bij, (i , j  =  1, 2, 3 , . . . ) .

Т еорем а 1.5. [67, с. 371] Біортогональна послідовність {Yj}то=1 до базису 

Ш ТО 1 H H

Т еорем а 1.6. [11] Послідовність векторів { f i}TO=1 мае біортогонально 

спряж ену послідовність у тому і т ільки у тому випадку, коли пі 

при, якому натуральному і вектор Д не належ ить замкненій лінійній
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оболонці інш их векторів

f  1 , f  2 , f  3, . . . , f *—1 , f i+ 1 , . . . .

Для виконання умов теореми необхідно і достатньо, щоб при кожному 

i

b2 =  1. Г ( f i , f i+ b . . .  , f n)
* n——ТО Г (fi+ 1 , f i+ 2 , . . . , fn) , 

де Г (g1 , g2 , . . . ,  gn) — визначник Грама системи векторів g1 , g2 , . . . ,  gn. 

О зн а ч ен н я  1.10. Нормований простір називається повним\, якщо 

у ньому будь-яка фундаментальна послідовність збіжна. Повний

Б

Якщо X  — довільна множина, то 1TO(X ) — лінійний простір, що 

складається з усіх обмежених функцій. Визначивши у ньому рівномірну 

норму [208, с. 81]

||f  Д)||то :=  s u p { |f ( t) | |t Є X }

отримаємо банаховий простір. Якщо X  =  N , то 1TO(N) це 1то, а якщо 

X  =  [a, b], то у просторі 1TO([a, b]) можна виділити підпростір неперервних 

обмежених функцій, який позначається C[a, b], C[a, b] С 1TO([a, b]).

У [208, с. 147] показано, що будь-який сепарабельний нормований 

простір з точністю до найвимогливішого ототожнення — ізометричного 

ізоморфізму — співпадає з деяким простором обмежених функцій, який 

наділений рівномірною метрикою.

Якщо f  (t) — вектор-функція, що визначена на скінченному проміжку 

I  зі значеннями у деякому банахово му просторі Б  f  (') : I  ——Б , то через

1то(І, Б ) позначатимемо банахів простір обмежених вектор-функцій f  (t) з 

рівномірною нормою

| | | f  (t)|11 =  sup ||f  (t) 11 в . 
te l
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Якщо простір У — повний, то L (X , Y ) — банаховий простір лінійних 

обмежених операторів. У випадку, коли Y складається з дійсних чисел 

Y =  R  прост ip L (X , R) познач аєт вся X  * і називається спряже ним до X .  

Елементами X * є обмежені лінійні функціонали визначені на просторі X . 

Спряжений простір є повним нормованим простором.

M

тір банахового простору В  і f  * — неперервний лінійний функціонал,

M  f *

В f *

О зн ач е н н я  1.11. Нехай B 1 та В 2 два підпростори з В 7 які 

перетинаються т ільки в нулі, причому Vx Є В, х =  х 1 +  х 2, де х 1 Є В 1; 

х 2 Є В 2 . Прямою алгебраїчною сумою просторів В 1 та В 2 називається 

множ ина всіх векторів вигляду  х =  х 1 +  х2 і позначається

В =  В 1+ В 2 .

В 1 В 2 В

В

суму замкнених підпросторів і пишуть

В =  В 1 © В 2 .

В 1 С В

В 2 С В В =  В 1 © В 2 В 1

В В 2 В 1

В

Пряме доповнення не єдине. Якщо підпростір доповнювальний, то він

В 1

буде будь-який підпростір вигляду В 2 =  {Az +  z : z Є В 2}, де A : В 2 ^  В 1
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— лінійний оператор [119, с. 77]. Пряма сума є лінійним многовидом, але, 

взагалі кажучи, не є простором (тобто може бути незамкненою).

У банаховому просторі пряме доповнення має, взагалі кажучи, не 

кожен замкнений підпростір, проте, скінченновимірний підпростір завжди 

доповнювал вний.

Н а с л ід о к  1.1. Якщо один з підпросторів B 1 ,B 2 має скінченну 

розмірністю, то пряма сума B 1 0  B 2 замкнена, тобто скінченновимірний  

підпростір банахового простору завж ди доповнювалъний.

Існування недоповнювальних нескінченновимірних банахових 

просторів уперше встановили С. Банах (S. Banach) та С. Мазур (S. Mazur) 

[218]. Так, наприклад, банаховий простір C [0 ,1] недоповнювальний 

у просторі LTO[0,1] [234], а простір збіжних числових послідовностей 

c недоповнювальний у банаховому просторі обмежених числових 

m

Якщо Б  =  H  — гільбертовий простір, то будь-який його замкнений 

підпростір H 1 має пряме доповнення. Таким є, наприклад, ортогональне 

доповнення до Б .

Цікаві результати, що значною мірою розв’язують питання про 

доповнювальність підпросторів у просторах сумовних послідовностей, були 

отримані Й. Лінденштраусом (J. Lindenstrauss) та О. Пелчінським (А. Реі- 

czynski) [239].

Т ео р ем а  1.8. Якщо нескінченновимірний підпростір E  в 1р, 1 <  p  <  то 

доповнювалъний, то він ізоморфний 1р; якщо E  ізометричний  1р, то він 

має в 1р ортогональне доповнення.

E  Б ,

Б  =  со або 1ТО, mo E  доповнювалъний тоді і т ільки тоді, коли він ізоморф- 

Б .
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Довгий час залишалося відкритим питання: чи існує банаховий простір, 

відмінний від гільбертового, в якому кожен замкнений підпростір має 

доповнення? Негативна відповідь була отримана Й. Лінденштраусом та 

Л. Цафрірі (L. Tzafriri).

Т ео р ем а  1.10. [240J Д л я  того, щоб нескінченновимірний банаховий прос­

тір був ізоморфний гільбертовому, необхідно і достатньо, щоб у ньому 

кожен замкнений підпростір мав доповнення.

Дамо ще декілька означень і тверджень, що стосуються базиса та 

біортогональних систем у банахових просторах [133].

О зн а ч ен н я  1.13. Система елементів { f i}і= 1 називається повною у

В,

В

Повна система елементів може існувати тільки у сепарабельному прос­

торі. Наступна теорема є критерієм повноти системи елементів.

Т ео р ем а  1.11. Д л я  того, щоб система { fi}TO= 1 була повною в В 7 необхідно 

і достатньо, щоб не існувало лінійного функціонала,7  Є В*, 7  =  0 рівного 

нулю на всіх елементах fi, і =  1 , 2 , . . . .

О зн ач е н н я  1.14. Система елементів { f i}°= 1 називається мінімальною  

В,

оболонці інш их елементів.

Відмітимо, що умова мінімальності виконується далеко не завжди 

навіть в гільбертовому просторі [1 2 ].

Т ео р ем а  1.12. Д л я  того, щоб система { f i}°= 1 була мінімальною необхід­

но і достатньо, щоб існувала система лін ійних функціоналів Yj Є В*, 

j  =  1 , 2 , . . . ,  яка б утворювала з даною спряжено біортогональну систему 

Yj ( f i) =  j
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Якщо система { fi}TO=1 _  повна і мінімальна, то біортогональна система 

функціоналів Yj Є Б*, j  =  1, 2 , . . .  визначається однозначно.

О зн ач е н н я  1.15. [133, с. 66] Система елементів { fi}°=1 утворює базис 

у банаховом,у просторі Б , якщо кожен елемент  x Є Б  однозначно мож на 

представити у вигляді ряду, який збіж ний за нормою

де {Yj}у=1 — система функціоналів з Б*, яка є спряжено біортюгональною 

базисній системі елементів Yj(f*) =  j

Такий простір обов’язково сепарабельний, а базис у ньому називається 

базисом Шаудера або топологічним базисом.

Критерій існування біортогональної системи у банаховому просторі дає 

наступна теорема.

Т ео р ем а  1.13. [120] Д л я  того, щоб система векторів {ea , a  Є A} 

допускала біортогоналіизацію, необхідно і достатньо, щоб вона, була 

мінімальною.

Більш тонкі ознаки існування базису та біортогональних 

послідовностей наведені, наприклад, у [6 ], [13], [14], [71], [72].

1.3. Л ін ій н і т а  п р о ек ту ю ч і о п е р ато р и

L X

тір Y, L : X  — Y називається лінійним  оператором, якщо виконуються 

наступні аксіоми:

(a l)  L(x +  у) =  Lx +  Ly, для будь-яких x та у з  X ;

(а2) L (ax) =  a L x 7 для будь-якого x Є X  та а  Є R 1.

i=1
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Нехай В 1 та В 2 банахові простори. Т (В 1, В 2) — банаховий простір

В 1 В 2

О зн а ч ен н я  1.17. Множина D (L) С В 1} на якій діє оператор L  Є 

£ ( В 1 , В 2 )7 L

О зн ач е н н я  1.18. Множина всіх розв’язків однорідного рівняння

Lx =  0

утворює підпростір ker L С В 1 і називається ядром onератора L. Д л я  

позначення ядра використовується також символ N (L) — нуль-простір 

L

О зн а ч ен н я  1.19. Множина всіх значень оператора, L Є £ ( В Ь В 2) 

утворює лінійний многовид im L С В 2 і називається образом оператора 

L L  

R(L).

Зважаючи на ці означення, звернемо увагу на наступне. Коли говорять, 

що оператор L діє з В щ  В 2 , допускається можливість, що D(L) —

В 1 L : В 1 —— В 2 завжди означатиме, що

D (L) =  В ь

О зн а ч ен н я  1.20. Розмірністю оператора L Є Т (В 1, В 2) називається 

розмірністю його образу і позначається dim L:

dim L =  dim im L.

Оператор називається скінченно вимірним, якщо dim L <  то.

О зн а ч ен н я  1.21. Оператор L називається неперервним в точці хо Є В 1? 

якщо Lx — Lx0 при х — х0.



45

О зн а ч ен н я  1.22. Оператор L Є Т (Б 1 , Б 2) називається обмеженим, 

якщо існує незалежна, від x константа k >  0 така, що ||Lx|| <  k  ||x||, 

x Є D (L), x =  0.

L

L
||L x ||b 2 =  sup —р—r— .

x€Bi,x=0 ||x | Bi
О зн ач е н н я  1.23. Оператор L Є Т (Б 1, Б 2) називається щільно 

визначеним, якщо його область визначення D (L) щільна у Б ^

Б 1

L : Б 1 — Б 2 

спряжений оператор L* : Б2 — Б |:

(L*g)(x) =  g(Lx), Vx Є Б 1 , Vg Є Б*.

Для гільбертових просторів спряжений оператор L* : H* =  H 2 — 

H1 =  H 1 визначається через скалярний добуток

(L*y,x )Hi =  (y ,L x )H2.

L *

лінійного обмеженого сам є лінійним обмеженим.

L Б 1 Б 2

називається нормально розв’язним, якщо його область значень замкнена: 

R(L) =  R(L).

Т ео р ем а  1.14. [130] Д л я  того, щоб замкнений щільно визначений  

оператор L Є Т ( Б 1, Б 2), у якого R(L) =  Б 2? був нормально розв’язним, 

необхідно і достатньо, щоб виконувалася, одна з наст упних умов:

(b1 )

N  =  R(L); (1.7)
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(b2) рівняння  Lx =  y розв’язне лише для у  Є В 2? що задовольняють 

умові:

©(У) =  °  (1 -8 )

^  будь-який розв ’язок однорідного спряженого рівняння

L*© =  0 .

Нехай функціонали {©s}V= 1 складають базис у N (L*), де v — скінченне 

число або нескінченність. Тоді умова ©(у) =  0 еквівалент на v лінійно- 

незалежним умовам:

Ж (у) =  0, s =  1 , ..,v . (1.9)

Умови (1.7) — (1.9) є необхідними і достатніми умовами розв’язності 

рівняння Lx =  у.

О зн а ч ен н я  1.25. [1] Лінійний оператор L Є Т (В 1 , В 2) називається 

топологічно нетеровим, якщо його ядро ker L і образ im L доповнювальні, 

відповідно у В 1 та В 2 . Якщо, крім того, ядро ker L ізоморфне ядру ker L *7 

то оператор називається топологічно фредгольмовим.

О зн а ч ен н я  1.26. [130] Замкнений щільно визначений оператор L : В  — 

В називається звідно-оборотним, якщо

В =  N (L) © R(L).

Оскільки образ R(L) — є замкненим простором, то звідно-оборотний 

оператор є нормально розв’язним і рівняння Lx =  у, для у Є N (L) і у =  0 

В

L

якого ядро ker L скінченно вимірне називається и-нормальним.
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L

якого ядро ker L* скінченно вимірне назив ається d-нормалъним.

В іноземній літературі п-, d-нормальні оператори називають 

напівфредгольмовими чи напівнетеровими, серед яких розрізняють 

Ф+ — оператори (dimker L <  то) та Ф_ — оператори (dimker L* <  то).

Для щільно визначеного замкненого оператора L властивості п- 

d

[132].

О зн а ч ен н я  1.29. Лінійний оператор L Є Т (Б 1, Б 2) називається 

нетеровим оператором, якщо його область значень замкнена, а 

розмірності ядра і коядра скінченні.

О зн ач е н н я  1.30. Нетеровий оператор називається фредгольмовим, 

якщо dimker L =  dimker L* <  то.

Очевидно, що кожен нетеровий оператор є топологічно нетеровим, а 

кожен фредгольмовий — топологічно фредгольмовим.

Розглянемо клас лінійних операторів спеціального виду, які мають 

важливе застосування у теорії лінійних операторів взагалі і при побудові 

узагальнено-обернених операторів, зокрема. Це клас лінійних операторів — 

проектори.

О зн а ч ен н я  1.31. Лінійне відображ енняТ  : Б  — Б  називається проек-

Б

Т 2 =  Т ,

тобто якщо Т  (Т x) =  Т x для кожного x Є Б .
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Л е м а  1.3. [170] Нехай P  — проектор у В  з ядром N  ( P ) та образ ом R  ( P ). 

Тоді справедливі наступні твердження:

(a1) R ( P ) =  N  (I  -  P ) =  {х Є В : P х =  х}

(a2) N  ( P ) =  R (I  - P )

(a3) R ( P ) П N  ( P ) =  {0} г В =  R ( P ) +  N  ( P )

(a4) якщо В 1 та В 2 такі підпростори у В , що

В 1 П В 2 =  {0} і В  =  В 1 +  В 2, то існує

проектор P , для якого В 1 =  R ( P ) т а  В 2 =  N  ( P ).

P

В

В =  R ( P ) © N  ( P ),

R (P ) N  (P ) В

P

[119]: чим більше ||P ||, тим "гірше" доповнення. Якщо ||P || =  1, то

В 2

В 1.

Побудову проекторів у загальному вигляді можна робити за лемою 

А. Собчика [276].

Л е м а  1.4. Будь-який проектор 7у з В  на В 1 має вигляд

P  =  1 ( ів  +  j + H )

де J  — інволюція, H  — довільне неперервне відображення, в В 7 що 

задовольняє умовам

J H  =  - H J  =  H.

M  H.
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H

оператор, який кожному h Є H  ставить у відповідність його проекцію на 

підпростір М , називається проектуючим оператором на М  (ортопроек­

тором) і позначається PM, так що

h1 =  Pm  h.

Проектуючий оператор, очевидно, лінійний. Крім того, він обмежений 

і його норма дорівнює одиниці.

P

(a 1 ) PM =  Pm , (a2 ) P *  =  Pm .

1.4. У за га л ь н е н о  оборотн і т а  п севд о о бо р о тн і о п ер ато р и

Розглянемо поняття і твердження, які пов’язані з питаннями 

обернення, узагальненого обернення і псевдообернення лінійних нормально 

розв’язних операторів у банахових та гілвбертових просторах.

О зн а ч ен н я  1.33. Оператор L Є £ ( Б Ь Б 2) називається оборотним, якщо

існує оператор X  Є £ ( Б 2 , Б 1) такий, що

X L  =  І в і , L X  =  1в2,

де / Ві7 1в2 _  тотож ні оператори у банахових просторах Б 1 та Б 2? 

відповідно.

X L

X  =  L _1.

З означення маємо, що обернений оператор, так само як і даний, 

лінійний. Якщо існує обернений оператор L_^, то оператop L здійснює
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Б 1 Б 2

обернене твердження. Таким чином, обернений оператор, якщо він існує, 

ЄДИНИЙ і kerL =  {0}.

L

Б 1

Б 2 L _1

О зн а ч ен н я  1.34. Оператор L Є £ ( Б Ь Б 2) називається оборотним зліва, 

якщо існує оператор X  Є £ ( Б 2 , Б 1) X L  =  X

називається лівим, оберненим до L і позначається, L__1 .

О зн а ч ен н я  1.35. Оператор L Є £ ( Б Ь Б 2) називається оборотним 

справа, якщо існує оператор Y Є £ ( Б 2 , Б 1) LY =  Гв 2-

Оператор Y називається правим оберненим до L і позначається L_T 

Необхідні і достатні умови існування лівого L__ 1 і правого L _1 обернених 

операторів дають наступні теореми.

Т ео р ем а  1.17. [6 8 ] Д л я  того, щоб оператор L Є £ ( Б Ь Б 2) був оборотним 

зліва, необхідно і достатньо, щоб:

im L

Б 2

2. ker L =  {0}.

Якщо ці умови виконуються і L__1 — один з л івих обернених

L

L, дається формулою L__1 Т , де Т  — довільний проектор з властивістю  

Я (Т ) =  R(L).

Якщо ядро kerL* скінченновимірне, то перша умова виконується, 

оскільки скінченновимірний підпростір завжди доповнювальний.
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Т еорем а 1.18. [6 8 ] Д л я  того, щоб оператор L Є £ ( В 1 , В 2) був оборотним 

справа, необхідно і достатньо, щоб:

1. im  L =  В 2;

2. Підпростір ker L мав пряме допоєнення у В ^

Якщо ці умови виконуються і L- 1 — один з правих обернених до 

L L  

дається формулою P L - 1 , де P  — довільний проектор з властивістю  

N  ( P ) =  N  (L).

О значення 1.36. Оператор L Є Т (В 1, В 2) називається узагальнено 

оборотним, якщо існує оператор X  Є £ (В 2, В 1) такий, що

L X L  =  L.

X L

позначається L - .

Якщо оператор L Є £ ( В Ь В 2) оборотний зліва і справа, то 

він оборотний. Лінійні обмежені односторонньо оборотні оператори є 

узагальнено оборотними.

Т еорем а 1.19. [6 8 ] Д л я  узагальненої оборотності оператора L Є 

£ ( В Ь В 2) необхідно і достатньо, щоб:

L

2. Підпростір ker L мав пряме допоєне ння у Вщ 

im L В 2

В 1 В 2 L

узагальнено оборотний тоді і т ільки тоді, коли він нормально розв’я з ­

ний.
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Всюди надалі клас лінійних обмежених узагальнено оборотних 

L : Б 1 — Б 2 які діють у банахових просторах, будемо 

позначати О І ( Б 1, Б 2) (Generalized inverses), а клас лінійних обмежених 

нормально розв’язних L : H 1 — H 2 які діють у гілвбертових просторах — 

G I(H 1 , H 2), оскільки з наслідку 1.2 теореми 1.19 маємо, що в гілвбертових

L

нормально розв’язний.

L £ ( Б Ь Б 2)

узагальнено оборотний.

Т ео р ем а  1.20. [6 8 ] Нехай оператор L Є G I ^ ^  Б 2) і нехай L_

L

узагальнено-обернених операторів L_ до оператора L дається формулою

Lo =  Т ^  ^

Т 1 Т 2

(1в1 _  Т Ц Б 1 =  ker L, Т 2Б 2 =  im L.

Аналогічний результат з використанням леми Собчика 1.3 пізніше був 

отриманий М. Нашедом (М. Z. Nashed), та Г. Вотрубой (G. F. Votruba) [247] 

Якщо оператор L Є G I ^ p  Б 2), то оператор L_ Є £ ( Б 2, Б 1) можна 

підібрати так, щоб виконувались рівності:

1. LL- L =  L, 2. L- LL-  =  L- ,

причому друга рівність є наслідком першої і навпаки [6 8 ].

Нехай оператор L Є L (H 1, H 2) діє з гільбертового простору H 1

H 2

операторів L_ Є L (H 2, H 1) можна вибрати єдиний, який буде задовольняти
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умовам:
1. L L - L =  L, 3. (LL- )* =  L L - ,v у , /L n
2. L - L L -  =  L - , 4. (L- L)* =  L - L.

О зн ач е н н я  1.37. Оператор L -  : H 2 — H 1, який задовольняє 

умовам (1.11) називається псевдооберненим оператором до оператора 

L

позначається L+.
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Р О З Д І Л  2  

З А Г А Л Ь Н И Й  В И Г Л Я Д  У З А Г А Л Ь Н Е Н О  О Б О Р О Т Н И Х  

О П Е Р А Т О Р ІВ  У  Б А Н А Х О В И Х  П Р О С Т О Р А Х

Методи побудови розв’язків операторних рівнянв Lx =  у з

L

розв’язний (існує обмежений обернений оператор L -1) добре розроблені.

L

узагалвненому оберненню операторів у функціоналвних просторах.

Для побудови узагалвнено-обернених операторів до фредголвмових у 

скінченновимірних банахових просторах застосовна класична конструкція 

Е. Шмідта. Вона грунтуєтвся на леммі Е. Шмідта, яка тісно пов’язана 

з відомою теоремою С. М. Ніколвского [161] про загалвний вигляд 

фредголвмових операторів у функціоналвних просторах [1 2 0 ], [2 0 1 ].

У цвому розділі доведені леми, які узагалвнюютв лему Е. Ш мідта 

[273] на випадок нормалвно розв’язних операторів: топологічно нетерових, 

топологічно фредголвмових, и- та d-нормалвннх, а також теореми про 

загалвний вигляд нормалвно розв’язних операторів кожного з цих класів, 

які узагалвнюютв теореми С. М. Ніколвского [161] та Ф. В. Аткінсона [10].

2.1. Д о п о м іж н і т в е р д ж е н н я

Нехай L : В 1 — В 2 — лінійний обмежений нормалвно розв’язний

В 1 В 2

N (L ) R(L) В 1

В 2 ,

P n (l) : В 1 — N (L) та PyL : В 2 — YL, які індукують розбиття В 1 та

В 2

В 1 =  N (L) © X L, (2 .1)
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Б 2 =  Yl © R(L) (2.2)

замкнених підпросторів N (L) та X l , Yl та R(L).

Для підпросторів N (LД а  Yl розглянемо три випадки.

(а1). Підпростір N (L) лінійно ізоморфний доповнювальному ^

б Yl  підпростору Y1; N (L) =  Y1 С YL.

Це означає, що існують лінійний обмежений оборотний оператор J 1 : 

N (L) —— Y1 такий, що J 1N (L) =  Y1 , J  1Y1 =  N (L) і обмежений проектор 

Т у1 : Б 2 —— Б 2 , який розбиває підпростір Yl у пряму топологічну суму 

замкнених підпросторів

Yl =  Y1 © Y2 (2.4)

де Y1 =  Т УіБ 2, Y2 =  Т у ,Б 2, Ту, =  (ТУь — Т у ) — обмежений проектор. Тоді 

для тотожних операторів 1в1, 1в2 просторів Б 1 та Б 2, відповідно, справед­

ливі наступні розвинення:

ГВі =  Т ж(L) +  Т х ь ,

Д  =  Т Уі +  Т У2 +  Т R(L). (2.5)

(аф). Підпростір Yl  лінійно ізоморфний доповнювальному 

в N  (L) підпрост ору N 1(L); YL =  N 1(L) D N  (L).

У цьому випадку існують обмежений проектор Т ^ 0 ) : Б 1 — Б 1

N (L)

підпросторів

N (L) =  N 1(L) © N 2 (L) (2.7)

ДЄ N 1(L) =  Т ^Щ )Б Ъ N 2(L) =  Т 0 0 ) Б Ъ Т N2(L) =  Т Ж(L) _  Т 0 0 )  —
обмежений проектор. Тоді для тотожних операторів операторів 1в1, 1в2 

справедливі розвинення:

ГВі =  Т N1(L) +  Т N2(L) +  Т ХЬ, (2.8)
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^в2 =  P YL +  P R(L).

N (L)
(2.9)

Yl ; N (L) =  Yl .

У цьому випадку існує лінійний обмежений оборотний оператор J 3 : 

N (L) — YL такий, що J 3N (L ) =  YL, J 3_1YL =  N (L).

З а у в а ж е н н я  2 .1 . Доповнювальність підпросторів Y1; N 1(L) у Y та 

N (L)

торах далеко не завж ди (на відміну від гільбертових, які мають

ортогональне доповнення до будь-якого замкненого підпростору) .

Продовжимо нулем оператори J 1 та J 3 на підпросторі X L, a J 2 — на 

підпросторі X l  © N2 (L) і позначимо розширення операторів J j , i  =  1, 2, 3 

на простір В 1 через P y 1 : В 1 — Y1 С Y. Аналогічно продовжимо 

нулем оператор J - 1 на підпросторі Y2 © R(L), а оператори J 2_1, J - 1 — 

на підпросторі R(L) і позначимо через P Ni(L) : В 2 — N 1(L) С N (L) 

-  розширення операторів J -1 ,i  =  1, 2 , 3 на простір В 2. У випадку (аЗ) 

Y1 =  Y ,  N 1(L) =  N  (L) і том у P  yi =  P  щ P  Ni(l) =  P  n  (l)-

Доведемо низку тверджень необхідних для подальшого викладення 

матеріалу, що стосуються проекторів у банахових, ортопроекторів у 

гільбертових просторах та операторів, які здійснюють ізоморфізм між 

нуль-простором N (L) С В 1 та підпростором Yl С В 2.

Л е м а  2 .1 . Проектори P N(L) : В 1 — N  (Lb Pyl : В 2 — YL і оператори 

P n 1(l) : В 2 — N 1(L ^ P y 1 : В 1 — Y1 задовольняють співвідношенням:

(a1) p yl p  Yi =  P  YiP N (L) =  P  Yi,

(a2) p N(L)P Ni(L) =  P Ni(L)P Yl =  P Ni(L),

(a3) p Yip Ni(L) =  P Yi,

(a4) P  n 1(L)P  Yi =  P Ni(L).
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Доведення. Доведемо, наприклад, співвідношення (аі).

Нехай x Є Б 1. Тоді, з одного боку Т Уіx Є Y1 С YL, Vx Є Б 1, звідки 

Ту,ТУ1 x =  Т у x, оскільки Т у ,Yl =  Yl . Отже, Т у ,Т у1 =  Ту1.

З іншого боку Vx Є Б 1, Д  (L)x Є N (L) С Б 1, звідки Т уі Т N(L)x =  Т уі x 

за означенням оператора Т у . Отже, Т уіТ N(L) =  Т у .

Таким чином,

Т у,  Т  уі =  Т  уіТ N (L) =  Т  уі.

Інші співвідношення доводяться аналогічно.

Т у,

та ^  (L) взят,и проект ори Ту1 т а  Т ^у щ , відповідно.
Нехай L : H 1 —— H 2 — лінійний обмежений нормально розв’язний

H 1 H 2

У цьому випадку існують ортопроектори P n (l) : H 1 — N (L ) ,P n (l.) : H 2 — 

N (L*) та обмежені оператори P N1(L) : H 2 — N (L), P NyL*) : H 1 — N (L*). 

Тоді з леми 2.1 маємо наступне твердження.

Л е м а  2.2. Ортопроектори P N(Ly PN(L*) та onepamори PN1(Lp PN1(L*) 

задовольняють співвідношенням,:

(a l ) P N (L*)P  N1(L*) =  P  N1 (L*)P N (L) =  P  0 0 * ) ,

(a2) P N (L)P  N1(L) =  P  N1(L)PN (L*) =  P  N1(L).

Доведення леми аналогічне доведенню леми 2.1.

Л е м а  2.3. Ортопроектори PN (Ly PN (L*) т а  проект ори Т N (Ly Т N (L*) 

задовольняють співвідношенням,:

(a1) P N(L)Т N(L) =  Т N(L),

(a2) T>N(L)PN(L) =  P N(L), ^  x

(a3) Т N(L*)P N(L*) =  Т N(L*),

(a4) P N(L*)Т N(L*) =  PN(L*).
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Доведення.

(аі) Оскільки P n (L)X0 =  x0,Vxo Є N (L), a xo =  P N(L)X, Vx Є H 1

то, підставивши замість x0 його значення Pn (L)X у перше співвідношення, 

отримаємо:

Pn(l)Pn(l)X  =  Pn(l)X , Vx Є H 1.

Співвідношення (a2) доводиться аналогічно.

Раніше було відмічено, що простори H*, і =  1,2 співпадають з 

просторами H^, і =  1, 2 з точністю до ізоморфізму. Спряжені простори 
H * простори вектор-рядків у*,х*. Оскільки розглядаються дійсні

*

транспонування "т ". Проектор P N(L*) (L*Pn (L*) =  0) діє на вектор- 

рядок у* Є H* за правил ом у *P* (L*), а ортопроектор P n  (L*y враховуючи 

його самоспряженість — за правилом y*PN(l*), Т од і аналогічне (аі) 

співвідношення буде мати вигляд

у*Тж (l*) P N (l*) =  у*р *©*у

Взявши операцію спряження від обох частин останньої рівності, 

отримаємо співвідношення (аЗ).

Співвідношення (а4) доводиться аналогічно.

Проектори P N(l) та P Yl і оператори P n1(l) та P Yi можуть бути 

представлені в аналітичному вигляді за умови, що простори, в яких вони 

діють, мають базиси Шаудера [131].

В 1 В 2 В 1 В 2
сепарабельні простори і проектори та оператори, про які йшла мова у 

лемах 2.1 -  2.3, можна представити в аналітичному вигляді. У цьому 

випадку підпростори N (L) та N (L*), відповідно, мають зліченновимірні 

повні мінімальні нормовані системи базисних елементів

Ш 'У  С N (L), f  =  col(/<1), / f ), . . . , / < " ' , . . . ) ,
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{ Д Д Д  С N (L*), <дД) =  е о і Д ^ (•), Д 2)Д , . . . ,  Д Д ) , . . .) ,

де у  та v — скінченні числа або нескінченність в залежності від класу 

L

Оскільки системи базисних елементів { Д } Д  та базисних функціоналів 

{ 0 s}V=1 повні та мінімальні, то для них існують спряжено біортогональні 

[71], [72], [120], [181] система функціоналів

{YjДД=1 С N *(L) С Б *, Yj(0 =  eoi(Yj1)( )̂ ,Y f)( )̂ , . . . , Yjn)( )̂ , . . . ) 

і повна система елементів

{Д }k=1 С Yl с  Б 2, Д  =  Д ^  . . .  Д ^ . . . ),

яка утворює базис підпростору Д .

За теоремою Хана-Банаха кожен з функціоналів {Yj }j=1, який

N (L) С Б 1

збереженням норми, на весь простір Б 1? а кожен з функціоналів Д в } Д  _  

Б 2
Тоді проектори ТN(L) та Ту, можуть бути записані за допомогою 

біортогональних систем [1 2 0 ]

Т n(L)Z =  lim Т n(n)(L)Z, Т у ,y  =  iim Т у (m)у,n—то v ' m—то у,

де ТN(n)(L0 a Т у (m) — монотонні послідовності проекторів на підпростори 

N (n) (L) С N (L) та YLn) С Yl , відповідно,

n
Т N (n)(L)z =  ^  Yi(z п =  1  2 , 3 , . . . ,

i=1

m

Т д ) у  =  X ]  (у )Ц , m  =  1 , 2 , 3 . . . .
j=1
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Позначивши матриці

X  =  ( / 1, / 2, . . . , / , . . . , / м),

Г  (0 =  (Y1( )̂ ,Y2( )̂ , ...Y j О Е - л Е Е  /211ч

ф (0 =  (©l(•) , ©2(•) , . . . , ©s(•) , . . . , ©v(•)),

Т  =  ( ^ 1 ,^ 2 , . . . ,^ *  , . . . , ^ v ),

запишемо проектори P N(L) : В 1 — N (L) та P Yl : В 2 — YL формулами

P N(L)z =  X r ( z ), P N(L) : В 1 — N (L),
(2 .12)

P y lу =  ТФ(у), Pyl : В 2 — Yl,

де, наприклад, запис Г (z) означає ц-вимірний вектор-стовпець, який 

складається із значень вектор-функціоналів Yj, j  =  1, 2 , . . .  ,ц  на елементі 

z, Г (X ) =  Еф Ф(Т) =  E v, E M,E V — одиничні матриці (скінченно або 

нескінченновимірні, в залежності від значень ц та v).

Далі побудуємо лінійні обмежені оператори, які здійснюють ізоморфізм 

між просторами N (L) та Yl. Оскільки системи базисних елементів 

Ц .Д = 1  С В * нуль-простору N (L*) та елементів { ^ s}V=1 С В 2 спряжено 

біортогональні ©Дф*) =  ф*, то між ними існує взаємно однозначна 

відповідність. Отже, підпростори N (L*) та Yl лінійно ізоморфні і мають 

однакову розмірність, dim N (L*) =  dim Yl. В залежності від співвідношень 

між ц та v між підпросторами N (L) та Yl або їх підпросторами можна 

встановити ізоморфізм.

Якщо підпростір N (L) лінійно ізоморфний доповнювальному в Yl 

підпростору Y1 : N (L) =  Y1 С YL, то оператори J 1 : N (L) — Y1 та 

J -1 : Y1 — N (L)

J 1z =  lim J1n)z, J - V  =  lim ( J -1)(т)у,m^oo
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де J'1(n)z та ( J  1)(m) — монотонні послідовності операторів на підпростори

YLn) С Yl та N (m)(L) С N (L)

n
J1n)z =  Д  Yi(z)Ц*, n  =  1, 2 ,3 , . . . ,  у,

i=1

( J 1 1)(m)y =  Ё  a ? (y)f j , m  =  1 2 , Д . . ^
j=1

де {Цк}/j=1 С {Цк}k=1 _  лінійно-незалежна система елементів, на яку 

натягнутий підпростір Y1? {As}s=1 С { a s}V=1 — система функціоналів, яка 

задовольняє умові Д (Ц к) =  dsk. По аналогії з (2.11) позначимо

ф (0 =  Д Д ^ Д . ^ аД Д  ,213 ,

р  =  (ц̂ 1,ц>2, . . . ,  Д ) .

Якщо підпростір N 1(L) С N (L) доповнювальний у N (L) і лінійно 

ізоморфний підпростору Yl : N (L) D N 1(L) =  YL, то оператори J 2 : 

N 1(L) — YL та J 2_1 : YL — N 1(L) — визначимо за формулами

J 2z =  iim J2n)z, J 2_1y =  iim ( J _ 1)(m)y,П—ТО m—TO

де Д Д  та (J_  1)(m) — монотонні послідовності операторів на підпростори
(n 

LYLn) С Yl та N (m)(L) С N (L)

J2n)z =  Yj(z)Ц*, n  =  1, 2, 3 , . . . , v,
i=1

m
(J 2_1)(m)y =  ^  Aj M / j , m  =  1 , 2 , 3 , . . . ,v,

j =1

Де {/*}V=1 С {/*}f= 1 лінійно-незалежна система елементів, на яку натяг­

нутий підпростір N 1(L), а {у?}v= 1 С {y?}j= 1 , система функціоналів, яка 

задовольняє умові у ( / )  =  Д . По аналогії з (2.11) позначимо

X  =  ( / ь Л , . . . , Л ),

г  (•) =  (71<'),7 2 ( ') , . . . , 7 v (•)).
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Продовжимо нулем оператори J 1 на підпросторі X l  a J 2 — на 

підпросторі X l  © N 2(L) і позначимо розширення операторів J j , i  =  1, 2 

на простір В 1 через P y 1 : В 1 — Y1 С Y .  Аналогічно продовжимо нулем 

оператор J - 1 на підпрост орі Y2 © R(L), а операт op J - 1 на підпрост орі R(L) 

і позначимо через P Ni(L) : В 2 — N 1(L) С N (L) -  розширення операторів 

J -1 , і =  1, 2 на простір В 2.

Тоді
PY1 z =  Т  Г (z), z Є В 1 ,

(2.15)

P Nl(L)У =  X  « Д Я  у Є В 2 .

Використовуючи позначення (2.13), (2.14), формулами

P Ni(L)z =  X r ( z )  z Є В 1, P Ni(L) : В 1 — N 1(L),
(2.16)

PYiу =  Т Ф (у), у Є В 2 , PYi : В 2 — Y1

N1 (L) Y1

В 1 В 2
Будь-який сепарабельний гільбертів простір має базис Шаудера, яким 

є кожна тотальна ортонормована система векторів (в той час як серед 

сепарабельних банахових просторів є простори, які не мають топологічного 

базису).

Нехай H 1 та H 2 — гільбертові простори і ядра N (L) та N (L*) мають 

мінімальні ортонормовані системи

{ /а , а  Є {©в,в  Є

де U та S  множини довільної потужності [21, с. 239]
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L L *

ТА I T Т ̂- Л я  л  *

PN(L)z =  E  ( / , z W a  
аЄЯ

(2.17)

PN(L*)y =  E  (Ae,y )6Ae,
0 6

ДЄ /а  : ( / а, f p)U =  (/ а • /р )Д =  Ер? A^ : , An)6 =  Д у  • An)6 =  Еп'
Позначивши

X  = ( / 1 , / 2 , . . . , / а , . . . ) ,

Ф =  (A1,A2, . . . ,  Ae, . . . ) ,  

ортопроектори (2.17) запишемо формулами

(2.18)

P n  (l) (z) =  X  (X, z )u,
(2.19)

P N(L*)(y ) =  Ф(Ф,У)6.

де, наприклад, запис (X, z)u =  (X * • z)u означає нескінченновимірний 

вектор-стовпець, складений із скалярних добутків ( / а , z ) ,a  Є Я, причому 

Vz множина { ( /а , z )ц =  0} не більше ніж зліченна.

Якщо системи базисних векторів зліченновимірні не ортонормовані,

N (L) N (L *)

формулами

P n (L)z =  iim PN(n)(L)z, P n (L*)y =  iim P n (m)(L*)y, (2.20)4 ' n_i.rv7 4 / 4 ' m \rsr\ 4 /

де
n

P N(n)(L)z =  ^  j t f j , z )E  n  =  1, 2, Ф . . . ,
*,j=1
m

?(_1)P N(m)(L*)y =  X ]  e s_1)(Ak Д А ^  m  =  1, 2, ф . . ^
s,k=1

a j  1) та _  елементи матриць обернених до матриць Грама

Г  ( / 1, / 2,..., / n), Г  ( a 1, A2,..., Am)- Існування границі і той факт, що таким
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чином визначені оператори будуть проекторами, є наслідком теореми 

7 [120, с. 230], оскільки послідовності проекторів P n (n)(L)z та P n (n)(L*)y

N (L)

и

операторів [66].

Використовуючи позначення (2.18), формули для визначення 

ортопроекторів (2.20) набудуть вигляду

P n (l)z =  X a -1 (X, z) =  X a -1 (X * • z ),

P n (l*)/ =  Фв-1 (Ф,у) =  Фв-1 (Ф* • у),

де а -1 та в -1 — матриці, обернені до симетричних матриць Грама

а  =  (X *• X ) та в  =  (Ф*- Ф).

Для визначення операторів Р n 1(l*) : H 1 — Щ і * )  С N (L*), P ni(l) : 

H 2 —— N 1(L) С N (L) у (2.15) покладемо

Г (z ) =  а  -1 (X  *• z ), Ф(у) =  в -1 (Ф*• У), Т  =  Ф, (2.22)

д е а -1 =  (X  *• X ) -1 ; в -  =  (Ф *• Ф)-1 .

Тоді, враховуючи (2.22), формули (2.15) у гільбертових просторах 

наберуть вигляду:

Pni(l*)z =  Ф а  -1 (X * • z ), P n i(l* ) : H 1 — N 1(1 *) С N (L*);
(2.23)

Р Ni(l) /  =  X  в  -1 (Ф* • У), P n i(L) : H  — Л Ц І)  С N (L).

N (L ) N (L *)

формулах (2.23) а  1, в  -одиничні матриці.
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2.2. А н ал о г  л ем и  Е. Ш м ід т а  д л я  то п о л о гіч н о  н етер о ви х  

о п ер ато р ів

Нехай L : В 1 — В 2 топологічно нетеровий оператор (dim N (L) =  то, 

dim N (L*) =  т о )  N (L) ^  N (L*), який діє з банаховою простору В 1

В 2
ектори P N(L) та P Yl, я к і  розбивають простори В 1 та В 2 прямі суми

N (L)

та Yl виконується одна з умов (аі) чи (а2) з підрозділу 2.1..

L

одна з умов (2.3) або (2.6). Тоді оператор L =  L +  P Yi має обмежений 

обернений

Загальний вигляд односторонньо обернених операторів L1o ro дається 

формулою

де P n 2(L) : В 1 — N 2(L) * Py2 : В 2 — Y2 

обмежені проектори.

Доведення. Нехай підпростір N (L) ізоморфний підпростору Y1 С YL. 

Покажемо, що оператор L + P y 1 має обмежений лівий обернений. Для цього 

за теоремою 1.17 необхідно і достатньо показати, що:

(L +  P y 1 )  -  лівий, якщо N (L) © Y1 С YL,

(L +  P Yl)r 1-  правий, якщо N (L) D N 1(L) =  Yl.

-T- -1

L1 (1B2 -P ? Y> ) -  лівий, якщо N (L) =  Y1 С YL,

(1Bi -  P N2(L))Lr 1-  правий, як що N  (L) D N 1(L) =  YL,

i) N (L) =  N (L +  P y1 ) =  {0},

ii) R(L +  P y1 ) доповнювальний у В 2.
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i) Нехай існує елемент xo Є Б 1, x0 =  0 такий, що

(L +  Т  у1 )xo =  Lxo +  Т  у1 xo =  0. (2.24)

З (2.24) маємо, що

Lx0 Є R(L), Т уіx0 Є Y1.

Підпростори R(L  Д а  Yl взаємно доповнюють один одного у банаховому 

просторі Б 2, a Y1 С Yl , отже R(L) Ц| Y1 =  {0}. Таким чином, вони мають

тільки один спільний елемент — нульовий: Lx0 =  0 і Ту1 x0 =  0, тобто

x0 Є N (L) і x0 Є N (Т у ) С X L одночасно. Підпростори N (L) та X L також 

взаємно доповнюють один одного. Отже, N (L) Ц| X l =  {0}. Звідси маємо, 

що x0 =  0. Отримане протиріччя доводить, що N (L +  Т у1) =  {0}.

ii) Доповнювальність R (L  +  Ту1) витікає з обмеженості проектора Ту2 

та співвідношення (2.4).

Таким чином, оператор L +  Ту1 має обмежений лівий обернений.

За теоремою 1.17 [68] ліві обернені оператори в загальному вигляді 
— _1 —_1

записуються так: L/o =  L̂  Т ^ У), де Т ^ У) — деякий проектор, що має 

властивість R ^ r^)) =  R(L). З (2.7) маємо, що таку властивість має 

проектор 1в2 _  Ту2, тобто R(1b2 _  Ту2) =  R(L), де Ту2 — довільний 

нескінченновимірний обмежений проектор. Це означає, що в загальному 

вигляді ліві обернені оператори можна записати

Д  1 =  ! ( _ 1Щ  _  0 2 ) .

У випадку, коли підпростір Yl ізоморфний підпростору N 1(L) С N (L) 

маємо, що Y1 =  YL, а Т у  =  Т у, . Щоб довести, що оператор L +  Т у,  

має обмежений правий обернений, за теоремою 1.18 необхідно і достатньо 

показати що:

І) R(L) =  R(L  +  Т у ,) =  Б 2 ,

іі) N (L +  Т у ,) доповнювальний у Б 1.
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i) За визначенням операторів L та P yl для довільного елемента х Є В 1 

маємо:

Lx =  Lx +  P Yl х .

Але Lx Є R(L), P Ylх Є Yl  а підпростори R(L) та YL взаємно 

доповнюють один одного у просторі В 2, отже R(L) =  В 2.

ii) Доповнювальність нуль-простору N (L) виходить з визначення 

проектора P n1(l)j співвідношення (2.7) та розвинення (2.8) тотожного 

оператора

Таким чином, оператор L +  P Yi має обмежений правий обернений

З теореми 1.18 маємо, що загальний вигляд правих обернених 

операторів має представлення P ^  Lr 1, якщо проекційний оператор P Ŷ  

має властивість N (Рхг ) =  N (L). Таким чином, загальний вигляд правих 

обернених операторів має представлення Р ^  L-1 . Як виходить із (2.5), 

таку властивість має проектор 1Bi-Р д ц щ , тобто N (1Bi- P N2(L) ) =  N (L), де 

P n2(L) : В 1 — N 2(L) — довільний нескінченновимірний обмежений проек­

тор. Це означає, що в загальному вигляді праві обернені оператори можна 

записати

Lr0 =  (1Bi - p N2(L))Lr .

Лему доведено.

В гільбертових просторах топологічна нетеровість оператора 

еквівалентна його нормальній розв’язності. Крім того, угільбертовому 

просторі будь-який підпростір доповнювальний. Тому лема 2.4, яку було 

доведено для банахових просторів справедлива з деякими уточненнями і 

в гільбертових.

Л е м а  2.5. Нехай L : H 1 — H 2 — нормально розв’язний оператор. Тоді 

оператор L =  L +  P n 1(l*) мае обмежений обернений

_ -1 J  (L +  P n 1(l*))/ 1 -  лівий, якщо N (L) =  N 1 (L*) С N (L*),
L1,r Л — _ 1

I (L +  P n (L*))r -  правій, якщо N (L) D N 1 (L) =  N (L*).
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Загальний вигляд односторонньо обернених операторів L /(° ^  дається 

формулою

  _ 1 —

_ _ 1 і Li (1н2 _  Т 0 0 *)) _  лівий, якщо N (L) =  N 1(L*) С N (L*),
Li-~ =  . _ _

(1Ні _  Т ^ (L))Lr 1 _  правий, якщо N (L) D N 1(L) =  N (L*),
yio,r0 І , т ~ Ч-Г-1

de Т ^ 0 * ) : H 2 — N 2(L * b ' Т у у у  : H 1 — N 2(L) — нескінченно вимірні 

обмежені проектори.

Як наслідки з доведеної леми сформулюємо аналогічні леми для решти 

класів узагальнено оборотних операторів.

Для топологічно фредгольмових операторів маємо твердження, яке 

узагальнює відому лему Е. Ш мідта для фредгольмових операторів.

L

оператор L =  L +  Т у, має обмежений обернений L 1.

L

підпростір N (L) ізоморфний підпростору YL і вони мають однакову 

розмірність. У цьому випадку Ту2 =  0 і Т ^ 0 )  =  0. А отже нуль-простір

оператора L нульовий, N  (L) =  {0}, а обр аз R(L) операто pa L співпадає з
. . . . — _ 1 .усім банаховим простором Б 2. Таким чином, існують і лівий Li , і правий

Lr 1 обернені оператори до оператора L. Отже, існує єдиний обмежений 

обернений оператор L 1 до оператора L.

Б1 =  Б2

для звідно оборотних операторів [130, с. 28].

З а у в а ж е н н я  2.4. Якщо оператор L — фредгольм о вий (ind L =  0, у  =  

v =  то) то лема 2.6 переходить у відому лему Е. Шмідта [53].

При розгляді топологічно фредгольмових операторів у гілвбертових 

просторах лема 2.6 залишається справедливою, проте завдяки особливій 

геометрії гілвбертових просторів виникає ряд нюансів, які ми і розглянемо.
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Нехай L : H 1 —— H2 лінійний обмежений топологічно фредгольмовий

H 1
H 2 і dim N (L) =  то, dim N (L*) =  то. Тоді підпростір N (L) лінійно 

ізоморфний N (L*).

Внаслідок доповнювальності у гільбертовому просторі будь-якої 

замкненої множини, будь-який топологічно фредгольмовий оператор є 

нормально розв’язним. У цьому випадку лема 2.6 формулюється наступним 

чином.

Л е м а  2.7. Нехай L : H 1 — H 2 — нормально розв’язний оператор,

dim N (L) =  то, dim N (L*) =  то, ядро N (L) ізоморфне ядру N (L*). Тоді

оператор L =  L +  P n (L*) «має обмежений обернений.

H 1 H 2 сепарабельні, L : H 1 —

H2 dim N (L ) =

то, dim N (L*) =  то. Оскільки оператор L — лінійний обмежений, а отже

N (L ) N (L *)

55]. Отже, N (L) та N (L*) ізометрично ізоморфні як нескінченновимірні 

сепарабельні гільбертові простори [21, с. 238].

Таким чином, будь-який нормально розв’язний оператор, який діє у 

сепарабельних гільбертових просторах є топологічно фредгольмовим.

N (L)

N (L *)

L

H 1

простір H 2. Тоді опера тор L =  L +  Р  N (L*) «має обмежений обернений. 
Для n -нормальних операторів лема 2.4 набуває вигляду.

Л е м а  2.9. Нехай L Є С І (В 1, В 2) — n -нормальний оператор. Тоді

оператор L =  L +  Р Yi має обмежений лівий обернений

  _ 1 __
L1 =  (L +  Р  Yi )і .
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Загальний вигляд обернених зліва операторів L i(°1 дається формулою

Ч  1 =  Ч 1 (/в2 _  0 ) ,

де Т у2 : Б 2 — Y2

N (L)

а підпростір YL — нескінченновимірний, то N  (L) ізоморфний 

скінченновимірному підпростору Y1 С Yl. Таким чином, виконується 

умова N (L) =  Y1 С Yl леми 2.4. Отже, oneратор L має обмежений лівий 

обернений оператор Li 1.

З а у в а ж е н н я  2.5. Якьуо d im kerL  <  dim kerL* <  то, тобто оператор L 

— нетеровий від’ємного індексу, то лема 2.9 переходить у лем у 3.4 [41, 

у  <  v

Для d-нормальних операторів справедливе наступне твердження. 

Л е м а  2.10. Нехай L Є С І ( Б 1, Б 2) — лінійний обмежений d -нормальний 

оператор. Тоді оператор L =  L +  Т у , має обмежений правий обернений

Lr =  (L +  Т  у, )r 1.

Загальний вигляд обернених справа операторів L 1 дається формулою

Lro =  (1Ві _  Т 0 0 ) )р т ,

de Т а д  : Б 1 — N 2 (L) — довільний нескінченновимірний обмежений 

проектор.

Доведення. Оскільки нуль-простір Yl — скінченновимірний, а підпрос­

тір N (L) — нескінченновимірний, то Yl ізоморфний скінченновимірному 

підпростору N 1(L) С N (L). Таким чином, виконується умова N (L) D 

N 1(L) =  Yl леми 2.4. Отже, one ратор L має обмежений правий обернений
~Т _ 1оператор Lr .



71

L

(dimkerL* <  dim kerL  <  т о )  то лема 2.10 переходить у лему 3.4 [47 

с. 66] при, v <  ц.

2.3. У за га л ь н е н н я  тео р ем  С . М . Н ік о л ь сь к о го  та  

Ф . В . А тк ін со н а  н а  в и п а д о к  у за га л ь н ен о  о боротн и х  

о п е р ато р ів

Розглянемо деякі співвідношення, що зв’язують проектори P n (L)j P yl, 

лінійні оператори Р n1(l^ Р y1 та лінійні обмежені oneратори L ;r\

Л е м а  2.11. Оператор L1,r1 задовольняє співвідношенням

(a1) L 1,r1p Yl =  P N (L), 2̂ 25^

(a2) P  Yl L -  =  P Yl .

N (L)

підпростору Y1 С Yl С В 2. Тоді Р yl =  Р y1 , існує лівий обернений оператор 

Li 1 і виконуються співвідношення [68]

І - 1!  =  I bi ,

L =  ^B‘2 -  P Y2,

де 1Bi, 1B2 — тотожні оператори, відповідно? у просторах В 1 та В 2, P Y2 =  

P yl -  PYi — обмежений проектор.

Оскільки L P N(L) =  0 та P Y2P Yi =  0 і за властивістю (аі) леми 2.1 

Р y1 P n (l) =  Р y1 , то застосувавши оператор L зліва до співвідношення (аі) 

з (2.25), отримаємо тотожність

Р Yi =  (1B2 -  P Y2)Р Yi =  LL1 1рYi =

=  L P N (L) =  L P N (L) +  P  Yi P N (L) =  P  Yi
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з якої маємо рівність (аі) з (2.25).

Оскільки за властивістю (аі) леми 2.1 маємо, що Т у ,Т у1 =  Т у1 та 

Ту, L =  0, то застосувавши оператор L справа до співвідношення (а2)

(2.25), отримаємо тотожність

Туі =  Туі Li L =  Ту, L =  Ту, L +  Ту, Туі =  Т у і,

яка доводить рівність (а2) з (2.25).

Для випадку, коли підпростір Yl ізоморфний підпростору N 1 (L) С 

N (L) С Б1 та існує правий обернений оператор Lr 1 лема доводиться 

аналогічно.

Л ем а 2Л 2. Оператор L i r1 задовольняє співвідношенням,

(a1) R>N(L)Li , r =  Т 0(L ), (a2) LLi,r =  4B2 _  Т у, ,

(a3) Li , r Т у, =  Т N1(L), (a4) Li , r L =  ІВі _  R>N(L).

(2.26)

Доведення. З означення правого оберненого оператора Lr 1 маємо, що

L Lr =  4в 2,

Lr L =  ІВі _  Т N2(L),

де Т n2 (L) =  ТN(L) _  Т N1 (L) — обмежений ПрОЄКТОр.

А якщо існує лівий обернений оператор Li \т о

L Li =  4В2 _  Т у> ,

1 L =  ІВ і,

де Ту2 =  Ту, _  Туі — обмежений проектор.

Оскільки, Т N1(L)L =  Ф Т Nl(L)Т уі =  Т 0 0 )  та Т N(L)Т N2(L) =  Т 0 0 Д  
N2(L) с  N (L) [201, с. 106], то застосувавши справа оператор L +  Т у1 до
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обох частин рівності (аі) з (2.26), отримаємо тотожність:

P N1(L) =  Р N(L) -  P N2(L) =  Р N(L)(1Bi -  P N2(L)) =  P N(L)L1,r L =  

P  Ni(L)(L +  P  Yi ) =  P  Ni(L)L +  P  Ni(L)P  Yi =  P Ni(L),

яка доводить це співвідношення.

Оскільки, за лемою 2.1, P YlР Yi =  Р Yi і P YlLx =  0, то, застосувавши 

справа оператор L +  Р Yi до обох частин рівності (а2) з (2.26), отримаємо 

тотожність, яка доводить це співвідношення:

L =  L(1Bi -  P N2(L)) =  LL1,r L =  (1B2 -  P Yl) (L +  P Yi) =  L +  P Yi-  

-P Y lL  -  PylPYi =  L +  PYi -  PYi =  L.

Оскільки, PY =  P Yl і L P Ni(L) =  0, то, застосувавши зліва оператор

L

отримаємо тотожність:

0  =  (1B2 -  P Yl ) P Yl =  L L -1 p YL =  L P Ni(L) =  °

яка доводить співвідношення (аЗ).

Застосувавши справа оператор L-  до обох частин рівності (а4) і 

використавши властивості (а і)— (аЗ) леми 2.12, отримаємо тотожність, яка 

доводить це співвідношення:

L1,r -  Р Ni(L) =  L1,r ^В2 -  L1,r P Yl =  L1,r LL-,r =

- ( 1 Bi -  P N(L)) L1,r =  ^BiL-  -  P N(L)L1,r =  L1,r - P Ni(L).

Лему доведено.

Якщо опера 

2.12 формулюється наступним чином:

. —-  1 — -  1 .Якщо оператор L — топологічно фредгольмовий, то L; r =  L і лема
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L

 _ 1     _ 1

(a!) t n (l)l  =  Т n (L), (a2) LL =  ^B2 _  т у, ,

—  — 1   — —1
(a3) L р у, =  Т n (L), (a4) L L =  /в і _  T N(L).

Використовуючи леми 2.4 і 2.11 доведемо теорему про загальний вигляд 

топологічно нетерових операторів у банахових просторах.

Т ео р ем а  2.1. Д л я  лінійного обмеженого оператора L : Б  1 — Б 2 наступ­

ні твердження еквівалентні:

L

L

L =  F  +  S,

де оператор F  має обмежений лівий  F ^ 1 : Б 2 — Б 1 [ правий Fr_ 1 : Б 2 — 

Б 1] обернений, a F ^ S  : Б 1 — Б 1 та F F ^  1 : Б 2 — Б 2 [Fr_1S  : Б 1 — Б 1 

та Fr_1F  : Б 1 — Б 1]

L

L =  F  +  S,

F  Fl 1 : Б  2 — Б  1 [ Fr 1 : Б  2 —

Б 1] обернений, a S F ^  1 : Б 2 — Б 2 та F F ^  1 : Б 2 — Б 2 [SF0 1 : Б 2 — Б 2

та Fr_1F  : Б 1 — Б 1]

Доведення.

a1) = 0  a2). Нехай L — топологічно нетеровий оператор і для

визначеності підпростір N (L) ізоморфний підпростору Y1 С Yl С Б 2 . Як 

випливає з леми 2.4, його можна представити у вигляді L =  F  +  S, якщо в 

якості F  взяти оператор L +  Т у15 який має обмежений лівий обернений,
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а оператор S  прийняти рівним обмеженому оператору ( - Р y1 )• Тоді за 

лемами 2.11 та 2.12 оператори ( - F;-1S ) та F F ;-1 будуть обмеженими як 

суперпозиції обмежених операторів.

a2) a1). Нехай L =  F  +  S  де F  має обмежений лівий обернений

F f 1, a - F g S  : В 1 — N (L)

Рівняння Lx =  у та F;-1Lx =  х +  F;-1Sx =  F;-1y еквівалентні. 

Розглянемо однорідне рівняння

Lx =  х +  F ;-1Sx =  0 або х =  - F ;-1Sx.

- F  -1S  В 1

P N(L) на нуль-простір N (L) оператора L. За умовою теореми оператор 

- F;-1S  =  P n (l) _  обмежений, тому він розбиває простір В 1 у пряму суму 

замкнених підпросторів

В 1 =  N (L) © X l, (2.27)

де X l =  R(1bi -  P n (l) )
З оборотності оператора F  : В 1 — В 2 зліва і обмеженості оператора 

F;-1F  за лемою 2.11 маємо, що 7в2 -  F F ; 1 — обмежений проектор [68], 

F  В1

В 2 ©Y2 , де Y2 =  (1в2 - F F f 1̂  — доповнювальний підпростір у банаховому 

просторі В^. Отже L =  F (Ib i -  P n ( l ) )  R(L) =  FR (1bi -  P n ( l ) )  Y1 =  

F N (L )

В 2 © Y2 =  Y1 © R(L).

З останньої рівності маємо

В 2 =  Y1 © Y2 © R(L) =  Yl © R(L). (2.28)

L.

a2) a3). Рівносильність тверджень виходить з існування

обмеженого лівого оберненого оператора F ;-1 , оператора F F ;-1
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Т у2

Lx =  F  ( /в 1 +  F i_1S)x +  Ту2 Sx =  F  ( /в 1 +  F i_1S)x =

=  ( /b2 +  S F f  1)F x  =  y,

оскільки F F ^ 1 =  / В2 _  Т у2 і Т у2 S  =  0.

Y1 N (L)

аналогічно.

Теорему доведено.

Як наслідок сформулюємо теорему про загальний вигляд топологічно 

фредгольмових операторів у банахових просторах, яка узагальнює відому 

теорему С. М. Нікольського про загальний вигляд фредгольмових 

операторів.

L

твердження еквівалентні:

L 

L 

L =  F  +  S,

де оператор F  має обмежений обернений F _1 : Б 2 — Б у a F _ 1S  : Б 1 — 

N (L)

L 

L =  F  +  S,

де оператор F  має обмежений обернений F _1 : Б 2 — Б у a S F _1 : Б 2 — 

Yl  -  обмежений оператор.
L

N 1(L) =  N (L), Y1 =  YL і для оператора F  існує і лівий F ^ 1, і правий F y 1 

оператори, а отже існує обернений оператор F _ 1.
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Далі доведемо теореми про загальний вигляд узагальнено оборотних 

n- та d-нормальних операторів у банахових просторах, які узагальнюють 

теорему Ф.В. Аткінсона для нетерових операторів.

L

оператор L : Б 1 — Б 2 був n -нормальним необхідно і достатньо, щоб 

існували обмежений оператор U : R(L) — Б у скінченно вимірний проек­

тор K 1 : Б 1 — Б у нескінченно вимірний обмежений проектор К 2 : Б 2 — 

Б 2 такі, що

UL =  / в 1 _  К1, (2.29)

LU =  /в 2 _  К 2 . (2.30)

L : Б1 — Б2

n

R(L). Покажемо, що в якості оператора U можна взяти лівий обернений

оператор L_ \  в якості К 1 — оператop T N(L), а в якості К 2 — оператор Т у,.

За лемою 2.10 лівий обернений оператор Li 1 існує, отже [68]

L i L =  / в 1, (2.31)

L L  i =  4B2 _  т у> . (2.32)

Далі доведемо співвідношення (2.29), (2.30).

З (2.31), враховуючи співвідношення (a1) леми 2.11 і того, що Т у , =  

Т  уі, маємо рівність

L,-  1L  =  L,-  1(L +  Т у і) =  L,-  1L +  L,- 1Туі =  L,-  1L +  T n (l) =  Ч ,

з якої отримуємо співвідношення (2.29).

З (2.32), враховуючи співвідношення (a2) леми 2.11 і того, що Т у , =  

Т  уі, маємо рівність

L L ,- 1 =  (L +  Т у і) L,- 1 =  LL,- 1 +  Туі L,- 1 =  LL,- 1 +  Туі =  /в 2 -  Ту2,
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з якої, використовуючи рівності (2.4), (2.5), отримуємо співвідношення 

(2.30).

Доведення достатності. Нехай існують оператор U і проектори K 1 і 

К 2, для яких виконуються умови (2.29) і (2.30). Нехай, як і раніше, U =  L; 1 

— лінійний обмежений оператор K 1 =  P n (l) _  лінійний скінченновимірний 

проектор K 2 =  P y  — нескінченновимірний лінійний обмежений проектор.

Lx =  0 U

враховуючи (2.29), отримаємо:

L; 1Lx =  (1Bi -  K 1)x =  0.

Оскільки x =  К щ , то K 1 — проектор. В якості K 1 — візьмемо ц- 

вимірний проектор P n (l), dim R (P n (l)) =  ц. У цьому випадку рівняння 

Lx =  0 має розв’язок х =  P N(L)X, де X — довільний елемент простору В 1.

Оскільки, im P N(L) =  ц, то dim N (L) =  ц <  то.

Далі розглянемо неоднорідне рівняння Lx =  у. Нехай х =  Uz. Тоді з 

рівності (2.30) маємо:

LL; z =  (1в 2 -  K 2)z =  у . (2.33)

За умовою теореми К 2 — нескінченновимірний обмежений проектор. 

В якості К 2 візьмемо нескінченновимірний обмежений проектор Pyl : 

В 2 —— Yl, де підпростір Yl — доповнювальний у банаховом у просторі В 2 . 

Оскільки, підпростір Yl ізоморфний підпростору N (L*), то dim N (L*) =  

т о  а Де означає, що оператор L є n -нормальним.

Тоді,

(1В2 -  p Yl)z =  у . (2.34)

Застосувавши до обох частин рівності (2.34) проектор P Yl (PYl =  P Yl) 

отримаємо необхідну і достатню умову розв’язності рівняння (2.33) P ylу =

0. Якщо ця умова виконується, то знайдеться zo таке, що у =  (1в2 -  P yl)zo 

і неоднорідне рівняння Lx =  у має розв’язок х =  L; 1z0. Теорему доведено.
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З а у в а ж е н н я  2.7. Якщо dimker L* <  то, (dimker L =  dimkerL*), mo 

L

Ф. В. Аткінсона [10].

d

операторів.

L : Б 1 — Б 2 — лінійний обмежений оператор. 

L : Б1 — Б2 d

і достатньо, щоб існували обмежений оператор U : R(L) —

Б1 К1 : Б1 — Б1

К2 : Б2 — Б2

UL =  /в і _  К1

LU =  /в2 _  К2 

Доведення теореми аналогічне доведенню теореми 2.3.

З а у в а ж е н н я  2.8. Якщо dim kerL  <  то, (dim kerL =  dimkerL*), mo 

L

Ф. В. Аткінсона [10].
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Висновки до  другого  р озд іл у

При побудові узагальнено-обернених операторів до нормально 

розв’язних класична конструкція Е. Ш мідта застосовна лише для 

фредгольмових операторів, тому у другому розділі доведено леми, які 

аналогічні лемі Е. Шмідта, для кожного з класів узагальнено оборотних 

операторів і на їх основі доведено теореми про загальний вигляд цих 

операторів у банахових просторах. У цьому розділі:

1. Доведено аналог леми Е. Ш мідта для топологічно нетерових 

операторів у банахових просторах. Встановлено загальний вигляд 

лівих та правих обернених операторів до оператора L +  Т у1.

2. Доведено теорему про загальний вигляд топологічно нетерових 

операторів у банахових просторах, яка узагальнює теорему 

Ф. В. Аткінсона.

3. Доведено аналог леми Е. Ш мідта для топологічно фредгольмових 

операторів у банахових просторах.

4. Доведено теорему про загальний вигляд топологічно фредгольмових 

операторів у банахових просторах, яка узагальнює теорему 

С. М. Нікольського.

n

d

Встановлено загальний вигляд лівих та правих обернених операторів 

до оператора L +  Т уі.

n

d

узагальнюють теорему Ф. В. Аткінсона.
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Р О З Д ІЛ  з  

У ЗА Г А Л Ь Н Е Н Е  О Б Е Р Н Е Н Н Я  ІН Т Е Г Р А Л Ь Н И Х  

О П Е Р А Т О Р ІВ  Ф Р Е Д Г О Л Ь М А  З  В И Р О Д Ж Е Н И М  Я Д Р О М

Найбільш повно вивчений і широко застосовується спосіб 

узагальненого обернення нормально розв’язних операторів, які є 

фредгольмовими (з ненульовими ядрами) -  так звана конструкція 

Ш мідта [53], яка грунтується на відомій лемі Е. Ш мідта [273]. Проте 

ця конструкція не може бути застосована для інших класів узагальнено 

оборотних операторів.

У цьому розділі з використанням доведених у другому розділі лем, 

які узагальнюють лему Е. Ш мідта на випадок різних класів узагальнено 

оборотних операторів, отримано конструкції обмежених узагальнено-

L

[53].

Завдяки більш досконалій геометрії гілвбертових просторів отримано 

більш глибокі результати по узагальненому оберненню нормально 

розв’язних операторів у гілвбертових просторах — з множини узагальнено- 

обернених операторів виділено єдиний псевдообернений L+ оператор [169], 

[237], [246], [252]. Цей оператор має чудові властивості, зокрема, мінімізує

Lx =  y

спряженого L*g =  h. Однак, ці мінімуми можуть досягатися за допомогою, 

так званих, односторонньо псевдообернених, конструкції яких наводяться 

у цьому розділі.

Розглянуті в загальному вигляді способи побудови узагальнено- 

обернених та псевдообернених операторів у функціональних просторах 

застосовано до узагальненого обернення інтегральних операторів Фред-
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гольма з виродженим ядром, які діють у банахових та гільбертових прос­

торах.

3.1. У загальнене обернення операторів у  банахових просторах

Використовуючи твердження, що узагальнюють відому лему 

Е. Ш мідта на випадок узагальнено оборотних операторів, які доведені у 

другому розділі, розглянемо загальні підходи до побудови узагальнено- 

обернених та псевдообернених операторів у банахових та гільбертових 

просторах.

3.1 .1 . У загальнено-обернені оператори до  норм ально  

р о зв ’язних. Використовуючи лему 2.4, отримаємо конструкцію 

узагальнено-оберненого оператора до нормально розв’язного оператора, 

який є топологічно нетеровим.

Розглянемо L : В 1 —— В 2 — лінійний обмежений топологічно нетеро- 

вий оператор. Тоді існують нескінченновимірні обмежені проектори [166] 

Р N(L) : В 1 — N  ( і ) ,  Pyl : В 2 — Y  С В 2 і нескінченновимірні обмежені

оператори Р Yi : В 1 — Y1 С Y, Р Ni(L) : В 2 — N 1(L) С N (L). Якщо

N (L) =  Y1 С Yl, то Р n 1 (l) =  P n (l) , а я к щ о  N (L) D M (L ) =  Yl, t o

P  Yi =  P  Yl-

L

оператор і виконується одна з умов (2.3) а,бо (2.6).

Тоді оператор

L =  (L +  Р  Yi ) -  - Р  Ni(L) =

(L +  р y1 ); 1 -  P N(L), ЯКЩО N (L ) =  Y1 С Yl,

(L +  р yl)r 1 -  р NgLp N (L ) D N 1(L) =  E
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L

Загальний вигляд обмежених узагальнено-обернених операторів L -  до

L

L_ =  ( /Ві _  T N(L))L _ ( /В2 _  р у ,), (3-І)

de T N(l) : Б 1 — N  (L) і Ту, : Б 2 — YL — довільні нескінченно вимірні 

обмежені проектори.

Доведення. Для доведення теореми необхідно та достатньо показати, 

L

обернений оператор. Оскільки друга властивість (1.10) є наслідком першої, 

то достатньо перевірити властивість:

L =  LL _L.

Нехай для визначеності N (L) =  Y1 С YL. Тоді за лемою 2.4 до оператора 

L існує обмежений лівий обернений L, \

Доведемо спочатку співвідношення

L _L =  4Ві _  Т N(L). (3.2)

Використовуючи властивість (а4) з (2.26), отримаємо

L _ L =  (Li _  Т N1(L)) L =  Li L _  T N1(L) L =  4Ві _  T N(L),

оскільки T N1(L) L =  0.

Враховуючи (3.2), маємо

LL _ L =  L ( /Ві _  T N(L)) =  L _  L T N(L) =  L,

оскільки L T n (l) =  0. Обмеженість оператора L _ виходить з обмеженості 

оператора L, 1 та оператора Т N1(L)-
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Lo-

загальному вигляді записуються наступним чином: L -  =  P 1L - P 2, де 

довільні проектори P1 та Р 2 задовольняють властивостям (1Bi -  Р 1 )В 1 =  

N (L )  а Р 2В 2 =  R(L). В якості цих проекторів можна взяти, відповідно, 

проектори 1Bi -  P N(L) та 1B2 -  P Yl, де P N(l) : В 1 — N (L) — довільний

В 1
нуль-простір N (L) оператора L, a P yl : В 2 — Yl — довільний обмежений 

нескінченновимірний проектор банаховою простору В 2 на підпростір Ід . 

Для випадку, коли Yl =  N 1(L) С N (L) теорема доводиться аналогічно. 

Теорему доведено.

Як наслідки з теореми 3.1 сформулюємо без доведення аналогічні тверд-

n

образом, d-нормальних з доповнювальним ядром та нетерових операторів. 

Нехай L Є С І (В 1, В 2) — топологічно фредгольмовий оператор. Це 

N (L ) R(L)

В1 В2 N (L) С В1

підпростору Yl С В 2, N (L) =  Yl. Тоді існують обмежені проектори 

P N(L) : В 1 — N (L) С В 1? і P Yl : В 2 — YL С В 2 і обмежені оператори 

Р yl : В 1 — Yl і Р n(l) : В 2 — N (L).

У параграфі 2.2 доведено існування обмеженого оберненого оператора 

L 1 до оператора L.

Т ео р ем а  3.2. Оператор

L =  L -  Р N(L) =  (L +  Р Yl) 1 -  р N(L) (3-3)

є обмеженим узагальнено-оберненим до топологічно фредгольмового 

оператора L Є С І (В 1, В 2).
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Загальний вигляд узагальнено-обернених операторів L° до топологіч-

L

де T N (l) : Б 1 — N  (L) — т а Ту, : Б 2 — YL — довільні нескінченно вимірні 

обмежені проектори.

Б 1 Б 2

то проектори T N(L), Ту, мож на побудувати за формулами (2.12), а 

оператори Т у , , Т N(L) — за формулами (2.15).

З а у в а ж е н н я  3.2. Якьуо топологічно фредгольмовий оператор діє в 

одном,у і тому ж банаховом,у просторі, L : Б  —— Б  то конструкція (3.3) 

переходить у відому конструкцію для звідно оборотних операторів [130,

L

скінченно вимірні ядро і коядро, то конструкція (3.3) переходить у відому 

конструкцію Шмідта [53].

П р и к л а д  3.1.

Побудуємо узагальнено-обернений оператор Q _ до топологічно фред- 

гольмового, який  заданий матрицею

і діє з банахового простору c — обмежених послідовностей x =  Б (г)}ТОю Щ° 

збіжні Д О  скінченної межі у  простір c таких же послідовностей у =  {n(i) }ТО=1; 

Q : c —— c.

Q

Д) =  ( /Ві -  T N(L))L ( /В2 -  Т у, ),

с. 28].
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sup (© >  +  С(2)|, 0, |С(3) +  С(4)|, 0 , . . . )
ІІ̂ ліІ ||QX||c *gN ^IIQHc =  sup =  sup ------------------------------   <

x€c,x=0 11x H c x€c,x=0 sup |S()|
i€N

sup(|C(1)| +  |C(2)| , 0, |C(3)| +  |C(4)| , 0 , . . . )  sup|C(j)|
i€N ^  0 i€N 0sup ---------------------------LTL----------------------- <  2 ----- -p r-  =  2,

x€c,x=0 sup |CW| sup ^ W|
i€N i€N

оскільки  sup(|C(i)| +  |C(i+1)|) <  2sup(|C(і)|, |С(і+1)|). Таким чином, оператор
i€N i€N

Q — обмежений. Знайдемо спряжений оператор Q* до оиератора Q. 

Відомо [118, с. 165], що простір спряжений до банаховою простору с — 

це простір 11 числових послідовностей р  =  {©(і)}тоф Щ° задовольняють
00

ум ову  Е  |р ( | <  то. Тому спряжений оператор Q* діятиме з простору 11 у
i=1

11
то

р  =  { р (і)} Є 11 на елементі у =  {у(і)} Є с має вигляд  р(у) =  Е  Р (і)У(і)
і=1

[61, с. 237] за умови, що послідовність { р (і)} — обмежена у  1ц знайдемо

Q * Q.

За визначенням спряженого оператора маємо:

p (Qx) =  р (с(1) +  С(2\  0,с(2) +  С(3), 0 ,С(3) +  С(4), 0 , . . . ) =

=  р (1)с (1) +  р (1)с (2) +  р (3) С(2) +  р (3)С (3) +  р (5)С (3) +  р (5)С (4) + . . .  =

=  (Q* Р )(х ).

Q* : 11 — 11

1 0  1 0
Q* =  diag

1 0  1 0
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Простори c та 11 сепарабельні, тому д л я  операторів Q та Q* можна 

побудувати матриці X  та Ф, які складені з базисних елементів нуль- 

N (L) N (L *)

X  =  diag {X4x2, X4x2, . . .} , Ф =  diag {Ф4х2, Ф4х2, . . .}  ,

де

X 4x2 =

1 0  

1 0 

0 1  

\  0  - I f

Ф4 2 =

0 0  

1 0  

0 0  

0 1

Побудуємо біортогоналвні матриці: Г  до матриці X , Г (X ) 

Е то та Ф до матриці Ф, Ф(Ф) =  Ф*Ф =  Е с

=  Г  *X =

у00

Г  =  diag {Г4х2, Г4х2, . . .} , Ф =  diag {$4x2, р 4х2, . . .} ,

де

Г4 2 =

1 0

0 0

0 1

0 0

Ф4х2 =

0 0  

1 0  

0 0  

0 1

Проектори Tn(q) : c — N (Q) і Туд : c — YQ будуть мати вигляд

T n  (q) =  X Г  * =  diag
1 0

1 0

1 0

1 0

Ту0 =  ФФ* =  diag
0  0  \ / 0  0 

0  1 , 0  1

Проектор Tn(q) обмежений у  просторі c, оскільки
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|T n (Q) Уc =  sup -
жєс,ж=0

№.N (Q)x
x

sup(|£(1)|, | -  І (1)|, |£(3)|, | -  І (3)| , . . . )  sup|£(j)|
=  sup

жЄс,ж=0
ieN

sup |i i |
ieN

< ieN
sup |i  (i)|
ieN

=  1 ,

Аналогічно проектор TyQ теж обмежений у  просторі c.

Оскільки проектори Tn(Q) та TyQ обмежені, то підпростори N (Q) та 

R(Q) доповнюйальні у  банаховому просторі c.

За формулами (2.15) побудуємо оператори Т N(q) : c — N (Q) і T Yq :

c — Yq ;

T  n  (Q) =  XФ* =  diag
0 1

0 1

0 1

0 1

T  yQ =  ФГ * =  diag
0 0 \ / 0 0 

1 0 , 1 0

Очевидно, що оператори T N(q) і T yQ також обмежені у  просторі c. 

Тоді матричний оператор Q матиме вигляд:

Q =  Q +  Т  yq =  diag 

а йому обернений

1 1

1 0

1 1

1 0

Q 1 =  diag
0 1

1 1

0 1

1 1

Q

НИ І  У /  ї ї  J 1(1 *

_  - _ 1 -  1 / 0 0
Q =  Q _  Т n (Q) =  diag

1 0

0 0

1 0

c
c
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L : В 1 — В 2 n  dim N (L ) =  ц <  то,

dim N (L*) =  то з доповнювальним у просторі В 2 образом R(L). Тоді він

топологічно нетеровий. Для нього виконується умова леми 2.4 N (L) © Y1 С
. . . . —- 1Yl і, як наслідок, існує лівий обернений оператор L; . У цьому випадку

оператори Р n1(L) =  Р N(L) та Р Yi _  скінченновимірні, проектор P N(l) — 

скінченновимірний, а проектор P yl — обмежений нескінченновимірний.

Т еорем а 3.3. Нехай L Є С І (В 1, В 2) — n -нормальний оператор.

Тоді оператор

L ° =  L; -  Р N(L) =  (L +  Р Yi);- 1 -  Р N(L)

L

L0-

L

LC =  ( 1Bi -  P N(L))L ( 1B2 -  P Yl), (3-4)

de P N(l) : В 1 — N (L) — довільний скінченновимірний проектор, a P Yl :

В 2 — YL — довільний обмежений нескінченновимірний проектор. 

Н аслідок  3.1. Якьцо ker L =  {0 }  то ц =  0, проект op P N (L) =  0 і 

оператори Р N(L) =  0 та Р Yi =  0. Тоді формула (3.4) для представлення

n

L - =  L - 1 (ІВ2 -  P y l),

de L- 1 — обмежений лівий обернений оператор до оператора L, P Yl : В 1

— N (L) — довільний нескінченновимірний проектор.

Якщо оператор L Є С І ( В 1, В 2) — d-нормальний (dim N (L) =  то, 

dim N (L*) =  v <  то), то він топологічно нетеровий. Для нього виконується
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умова леми 2.4 Yl =  N 1(L) С N (L), внаслідок якої існує правий обернений 

оператор Lr \  У цьому випадку oneратори Т n 1(l) та Т у1 =  Т у , — 

скінченновимірні, проектор T n(l) _  нескінченновимірний, а проектор Ту, 

— скінченновимірний.

Т ео р ем а  3.4. Нехай L є  С І ( Б 1, Б 2) — d-нормальний оператор.

Тоді оператор

L =  Lr -  Т N(L) =  (L +  Т У,)r 1 -  Т N1(L)

L

L0

L

L_ =  (1Ві -  T N(L))L _ (1В2 -  Т У,), (3-5)

de T n(l) : Б 1 — N (L) — довільний обмежений нескінченновимірний  

проектор, а Ту, : Б 2 — YL — довільний скінченновимірний проектор. 

Н а с л ід о к  3.2. Якьцо ker L* =  {0 }  то v = 0, проектор Т у,  =  0 і 

оператори Т N1(L) =  Т у, =  0. Тоді формула (3.5) для представлення

d

L  =  (1Ві -  T n (L))L_ 1,

де L _1 — обмежений правий обернений оператор до оператора L, T N(L) : 

Б 1 —— N (L) — довільний обмежений нескінченновимірний проектор.

П р и к л а д  3.2.

Розглянемо найпростіший випадок n -нормального оператора — 

оператор, що діє з простору R 3 у  гільбертів простір 12, який  заданий
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(то х 3)-вимірною матрицею Q.

Q =

^ 1 0  1 0  12 0  4 0  8

0 0 0 0 0  

\  2 0  4 0  8

т

Очевидно, що елементи qij матриці Q задовольняють співвідношенню [61]:

т о 3

53 53 a*j = 2 <  то.
i=1 j=1

Q
Q -

N (L)

N (L *)

векторів.

Позначимо матриці

X =

1 0  

0 1  

- 1  0

ф* =

- 1  0 2 0 0 0 0 . . .

0 1 0 0 0 0 0 . . .

0 0 2 0 - 4  0 0 . . .

0 0 0 1 0 0 0 . . .

V .............................................................

Матриці Г * і Ф (2.11), що складені з біортогональних функціоналів Yj 

та біортогональних векторів Ц , будуть відповідно, мати вигляд
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Г (X ) =  Г *X =  E 2, Ф(Ф) =  Ф*Ф =  E TO

Тоді оператори проектування T N(q) : R 3 — N (Q) та T Yq : 12 — Yq 

побудовані за формулою (2.12) набудуть вигляду:

Очевидно, що проектори T N(Q) та T Yq — обмежені, а оператор Q 

узагальнено оборотний.
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N (Q ) Q

то визначимо матриці

Ф =
- 1 0 0 0 0 0 0 0  

0  1 0  0  0  0  0  0

Ф* = -  1 0 2 0 0 0 0 0  . . .  

0 1 0 0 0 0 0 0 . . .

Тоді оператори Т у1, Т N(q) наберуть вигляду:

Т  Уі =  Ф Г  * =

(  -  1 0  0 ^ 

0 1 0  

0 0 0

V  :  :  : /

Побудуємо оператор Q :

N (Q) =  X Ф  =

/

V

1 0 2 0

0 1 0 0

1 0 2 0 ..

Q =  Q +  Т  Уі =

/  1 0  iN2 0  2

0 0 0

1 0  14 0  4

0 0 0  

\  ; ; ; У

+

^ -  1 0  0 ^ 

0 1 0  

0 0 0  

0 0 0

V /

-1

_ 1 0  1 \2 0  2

0 1 0

1 0  14 0  4

0 0 0

V /

Q i Q

Qi_1

V

1 0  2 0  1 0  2 0 

0  1 0  1 1 0  2 0 

1 0  2 0  1 0  2 0 ..

*
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-1Щоб знайти загальний вигляд л івих обернених операторів Q; у  

вибраному базисі, побудуємо проектор / і2 -  P Y2. За формулою (2.16) маємо

p Yi =  Ф ф =

/ 1 0 - 2 0

0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

V :

Тоді, оскільки  P Y2 =  P Y -  P Yi, то

\

/

/ І2 -  P Y2 =  / І2 -  P Y +  p Yi =

1 0 0 0  

0  1 0  0 

0  0  1 0  

0 0 0 0  

0  0  2 0

0 0 0 0

1

V

Загальний вигляд лівого оберненого оператора Q; у  вибраному базисі 

буде:

Q;-1 =  Q;-1 (/l2 - P Y 2)

/

V

- 1  0  2 0  0

0  1 0  0  0

1 0 2 0 0

\

..
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Q n

Q

^ 0  0  0  0  0  . . Л
— - 1 —

Q =  Qi -  T N(Q) = 0  0  0  0  0  . . .  

У 0 0 4 0 0 . . .  J

Нехай оператор L — нетеровий, dim N (L) =  у  <  то, dim N (L*) =  v < 

TO У =  v. Оскільки нулв-простори N (L) та YL нетерового оператора L

Б 1 Б 2
відповідно, то він — топологічно нетеровий. Якщо у  <  v, то виконується

умова N (L) =  Y1 С YL леми 2.4, а отже існує лівий обернений оператор 
  _1
L, . А якщо у  >  v, то виконується умова N (L) D N 1(L) =  Yl леми 2.4, а 

отже існує правий обернений оператор Lr 1.

У цьому випадку оператори Т  n1(l) =  Т  N (L), Т  у1 — та проект ори T N (L), 

Ту, — скінченновимірні.

L

оператор

1 I (L +  Т Уі)i_1 -  Т N(0  ЯКЩО у  <  v,
L =  Li,r -  Т N1(L) =  < _  __ _  (3-6)

I (L +  Т у ,)r 1 -  Т N1(L), ЯКЩО у  >  v

L

L0

L

L  =  (1Ві -  T N(L))L (1В2 -  Т У,),

de T N(l) : Б 1 — N (L) г Ту, : Б 2 — YL — довільні скінченновимірні проек­

тори.
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Наведена вище теорема доповнює теорему 2.2 з [34, с. 53].

L dim N (L) =  {0}

оператор

L - =  Щ Н в ,  -  P yl)

є обмеженим узагальнено-оберненим до лінійного обмеженого нетерового 

оператора L, P Yl : В 2 — Yl  — довільний скінченновимірний проектор.

Дійсно, оскільки dim N (L) =  {0}, то проектор P N(L) =  0, оператори 

р Yi =  0 І р Ni(L) =  0.

Н а с л ід о к  3.4. Нехай оператор L — нет,еро вий  dim YL =  0. Тоді оператор

L0 =  ( /Bi -  P N(L))Lr- 1

є обмеженим узагальнено-оберненим до лінійного обмеженого нетерового 

оператора L, P N(L) : В 1 — N (L) — довільний скінченновимірний проек­

тор.

Дійсно, оскільки dim Yl =  {0}, то проект op P Yl =  0, операто ри Р  Yi =  0

і Р N1(L) =  °.

L

до оператора, L існує обернений L 1 , Р n 1(l) =  Р n(L), Р y1 =  Р Yl і 

формула (3.6) переходить у відому конструкцію Е. Шмідта для побудови 

узагальнено оберненого оператора до фредгольмового [53].

3.1 .2 . П о б у д о ва  п р о е к то р ів  у  за га л ь н о м у  ви гл я д і. Проекто­

ри P n (l) і P yl , про які йшла мова вище з використанням леми Собчика 1.4 

можна побудувати в загальному вигляді.

Згідно цієї леми

р  = 1 ( / в  +  J  +  H ) (3.7)
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дЄ їв  — тотожний оператор у просторі Б , J  — інволюція ( J 2 =  /в ) , a H  —

Б  Б ,

1. J H  =  H,
, 3.8

2. H J  =  -  H.

Інволюцію обчислимо за формулою

J  =  Т  -  Q,

де Q =  / в -  Т , а відображення H  знайдемо з умов (3.8).

З першої умови (3.8) маємо рівність ( J  -  /b )H  =  0, з  я к о ї  п і с л я

перетворень отримаємо

Q H  =  0. (3.9)

З (3.9) маємо, що H  є  N (Q). Оскільки N (Q) =  R (T ), то

H  =  Т  C  (3.10)

дЄ с  _  матриця з довільними сталими компонентами.

З другої умови (3.8) маємо H ( J  +  /в )  =  0, звідки після перетворень 

отримаємо

H Т  =  0. (3.11)

H

риця C  повинна задовольняти співвідношенню Т C Т  =  0, з якого знайдемо 

матрицю C  =  C0.

Знайшовши C0, за формулою (3.10) знайдемо H  =  Т C0.

П риклад 3.3.

Побудуємо в загальному вигляді узагальнено-обернену матрицю до 

прямокутної — найпростішого випадку нетерового оператора.
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Спо чатку побудуємо одну з узагальнено-обернених матриць до матриці

Q =

1 0  0  0 

1 0  0  0 

1 0 1 1

, Q : R 4 — R 3

N (Q ) Q

незалежних векторів

f 1 =  col [0 1 0  0] , / 2  =  col [0 0 1 -  1] ,

N (Q *) Q *

p 1 =  col [1 -  10 ].

Матриці X  і Г  *, складені з век торів /  та їм біортогональних у*, і =  1, 2 

мають вигляд:

X =

0 0

1 0

0 1

0 1

Г * = 0 1 0 0

0 0 1 0
, Г  (X ) =  Г *X  =  Е 2

Тоді оператор проектування P N(q) : R 4

формулою (2.12):

N (Q )

P N (Q) =  Х Г  * =

0

0

0

0

0 0

1 0

0 1

0 1

0

0

0

0

P n (q) : R 4 — R 4.
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Матриці Ф* і Ф, які складені з базисних векторів tps і біортогональних 

до них векторів Цк будуть відповідно, мати вигляд:

Ф* =  [1 - 1 0 ] ;  Ф =  col [1 0 0] ; Ф(Ф) =  Ф*Ф =  1.

Оператор проектування T Yq : R 3 — Yq побудуємо за формулою (2.12):

TyQ =  ФФ* =

1 - 1  0

0  0  0

0  0  0

TyQ : R 3 — R 3.

N (Q )

розмірності нуль-простору N (Q*), то матриці X , Г , Ф =  Ф, Ф =  Ф 

матимуть вигляд:

X  =  col [0 1 0 0]; Г* =  [0 1 0 0 ] ;  

Ф* =  [1 - 1 0 ]; Ф =  col [1 0  0 ] .

Тоді оператори Т N1(Q) і Т у1 наберуть вигляду:

V N1(Q) =  XФ * =

1
о 0

1о 1
о 1 0

1о

1 1 0
, Т  У1 =  Ф Г  = 0 0 0 0

0 0 0
0 0 0 0

1
о 0 1

о

Q

Q =  Q +  Т  yq =

1 1 0  0 

1 0  0  0 

1 0  1 1
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Оскільки  dim ker Q >  dim ker Q*, то матриця Q має праву обернену, 

яка визначається неоднозначно. Одна з правих обернених матриць Qr 1 

має вигляд:

Q r-1 =

0  1 0

1 - 1  0

0  0  0

0  - 1  1

Q -

Q

Г 0  1 0

0  0  0
Q =  Qr -  Р Ni(Q) =

0  0  0

0  - 1  1

Щоб отримати узагальнено-обернену матрицю в загальному вигляді, 

необхідно побудувати в загальному вигляді проектори Pn(q) та Pyq .

Д л я  знаходження Pn(q) позначимо через C  — матрицю з довільними  

сталими компонентами

C =

c 11 c 12 С13 c14

c21 c22 c23 c24

c31 c32 C33 C34

C41 C42 C43 C44

Р озв’язую чи рівняння

P N(Q) C  P N(Q) =
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0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 1 0

0 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 1 0

=  04 4,

c 11 c 12 C13 C14

c21 c22 c23 c24 

c31 c32 c33 C34 

C41 C42 C43 C44

де 04x4 — (4 x 4)-вимірна матриця з нульовими компонентами, знайдемо 

матрицю C0 :

c 11 c 12 C13 C14

C21 0 C23 C23

c31 0  C33 C33

C41 C42 C43 C44

Тоді перетворення H r 4 : R 4 — R 4 матиме вигляд:

C  =  C0 =

H R4 =  T N (Q)C0 =

0 0 0 0 C11 C12 C13 c14 0 0 0 0

0 1 0 0 C21 0 c23 c23 C21 0 c23 c23

0 0 1 0 C31 0 c33 c33 C31 0 c33 c33

0 0 1 0 C41 c42 c43 C44 -  c31 0 1 О CO CO 1 0 CO CO 1

Інволюцію  J  =  J R 4 знайдемо за формулою

J R4 =  2TN(Q) -  R  =

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 2 1
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За формулою (3.7) запишемо загальний вигляд  проектора P N(q)

+

1

2

P N (Q) =  2 ( /4 +  J R4 +  H R4)

/
1 0 0 0 - 1 0 0 0

0 1 0 0 0 1 0 0
< +

0 0 1 0 0 0 1 0

0 0 0 1 0 0 - 2 - 1

+

0 0 0 0
\

0 0 0 0

С21 0 c23 c23 =
С21
2 1 c23

2
c23
2

С31 0 c33 c33 сз1
2 0 1 +  433 1 +  2

C33
2

- С41 0 1 О СО

1 О СО 1 у
-сз1 

_ 2 0 1 С33 
1 2

-C33 
2 _

Провівши аналогічні обчислення, побудуємо у  загальному вигляді 

проектор P Yq

p Yq =  2 ( /з +  J R3 +  H R3) =

1

2

f
1 0 0 1 - 2 0

< 0 1 0 + 0 - 1 0

< 0 0 1 0 0 - 1

+

0 dn  +  ^12 d13
\

1 - 2+dii+di2 
2

1col©
r

+ 0 0 0 > = 0 0 0

0 0 0 у 0 0 0

Тепер, використовуючи побудовані n p o e K T o p n P N(q) і P Yq за формулою  

(3.1) запишемо узагальнено-обернену Q-  матрицю в загальному вигляді:

QC =  ( /4 -  P N(Q)) Q ( /3 -  P Yq )
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1 0 0 0

C21
2 0 C23

2
C23
2

сзі
2 0 C33

2
C33
2

сзі
2 0 2+с33

2
2+с33

2

0 

0  

0

0  1 0

0  0  0

0  0  0

0  - 1  1

1

С21_С23
2

сзі_сзз

0 2 _ dn _ ̂ 12 
2

col1

0 1 0

0 0 1

0

C23
2

C33
2

0  - 1  +  c31_ 33 1 +  Cf

Q0-
довільних сталих. Надаючи сталим c21, c23, c31, c33 довільні значення,

Q

3.2. П севдообернен і оператори д о  норм ально р о зв ’язних у  

гільбертовом у просторі

3.2 .1 . Л івий (правий) псевдообернені оператори. Далі 

розглянемо питання про побудову псевдообернених операторів до 

нормально розв’язних у гільбертовому просторі.

У першому розділі було дане означення оператора L+ —

L

Згідно з цим означенням псевдообернений до L оператор L+ задовольняє 

властивостям:
1. LL+L =  L

2. L+LL+ =  L+;
(3.12

3. (LL+)* =  LL+ =  /H2 -  Pn (l*);

4. (L+L)* =  L+L =  /н і -  Pn (l).

Такий оператор єдиний [62], [169], [237]. Оскільки норми операторів 

P n (l) і P n (l*) дорівнюють одиниці, то з властивостей 3 та 4 маємо, що
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розв’язок x  =  L+y рівняння Lx =  y  мінімізує нормУ не в’язки | |L x -  у Ун2 =  

||PN(L*)y||H25 а розв’язок f  =  (L*)+g =  (L+)*g спряженого рівняння 

L *f =  g мінімізує НОрмУ нев’язки ||L*f -  д |н 1 =  ||PN(L)g||H15 причому ці
(L*)+ =  (L+)*

L +

допомогою різних операторів.

Дамо наступні означення.

О значення 3.1. Узагальнено-обернений оператор L _ : Н 2 — Н 1? що 

задовольняє умовам

1. LL L =  L,

2. L LL =  L ,

3. (LL )* =  LL =  4н 2 -  P N(L*)

L

позначається L+.

L : Н2 — Н1

задовольняє умовам

1. LL L =  L,

2. L LL =  L ,

3 . (L _L )* =  L _ L =  / H1 -  P N(L),

L

позначається L+-

Оператор, який є і лівим і правим псевдооберненим одночасно буде 

псевдооберненим у сенсі Мура-Пенроуза [246, 252].

Використовуючи лему 2.4 для топологічно нетерових операторів, 

побудуємо односторонньо псевдообернені оператори.
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Т ео р ем а  3.6. Оператор

L+ =  Ll,r ( /H  -  p n (l*

  _1
L  (/H2 -  P n (l-)), якщо N (L) =  N1(L*) С N (L*),

Ї , ." 1( /н 2 -  Pv(l*)), ЯКЩО N (L) э  M (L ) ^  N (L*),

de PN(L*) : H 2 — N  (L*) — нескінченно вимірний ортопроектор,

є обмеженим правим псевдооберненим до топологічно нетерового 

оператора L Є G I(H 1, H 2).

Доведення. Перевіримо виконання властивостей (3.13), які визначають 

правий псевдообернений оператор.

Нехай для визначеності N (L) э  N 1(L) =  N (L*). Це означає, що існує 

правий обернений оператор Lr 1.

Спочатку перевіримо властивість 3 з (3.13) для правого 

псевдооберненого оператора.

LL+ =  LLr ( /H2 -  P N(L*)) =  ( /H2 -  P N(L*)) ( /H2 -  P N(L*)) =

=  4h2 -  P N(L*) -  P N(L*) +  P N(L*)PN(L*) =

=  7h2 -  P N(L*) =  ( /H  -  PN(L*))* =  ( E E ) )

оскільки із співвідношення (a4) з (2.10) маємо P N(L*)Pn (L*) =  P N(L*).

Далі перевіримо виконання властивостей 1 та 2 з (3.13).

LL+L =  ( /H2 -  P N(L*))L =  L -  P N(L*)L =  E  

оскільки PN(l*)L =  0.

L+LL+ =  L+ ( /H2 -  P N(L*)) =  L+ -  Lr ( /H2 -  P N(L*))PN(L*) =

=  L+ -  Lr (PN(L*) -  PN(L*)) =  L+
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оскільки P 2(L*) =  Pn (l*)-

Легко перевірити, що умова 4 з (3.12) не виконується. Дійсно

L+L =  Lr ( /H2 -  PN(L*))L =  Lr L =  4H1 -  T N(L),

оскільки з леми 2.12 маємо Lr 1L =  / H1 -  T N(L), де T N(L) : H 1 — N (L) — 

деякий "косий" проектор.

Для випадку N (L) 0  N 1(L*) С N (L*) доведення проводиться аналогіч­

но.

Т еорем а 3.7. Оператор

L+ =  ( /H1 -  P N(L))Li , r =

  _1
(/H1 _ P n (L))L, , л« чо N (L) =  N1(L*) С N (L*),

( /h 1 Pn(L))Lr , якщо N (L) D N 1(L) =  N (L*), 

de P N(l) : H 1 — N (L) — нескінченновимірний обмежений ортопроек­

тор, є обмеженим лівим  псевдооберненим до топологічно нетерового

оператора L є  G I(H 1, Н 2).
Доведення цієї теореми полягає у перевірці властивостей (3.14) і

аналогічне доведенню теореми 3.6.

3.2 .2 . П севдообернений оператор. Теореми 3.6 і 3.7 

дозволяють запропонувати формулу для псевдооберненого оператора 

до топологічно нетерового у гільбертовому просторі.

Т еорем а 3.8. Оператор

L+ (/H1 -  P n(L ))L r 1(/H2 -  P W(l*)), N (L) =  Л Щ * ) С N (L*),

(/ H1 _  PN(L) )Lr ( /H2 _  P N(L())̂  N (L ) D M ( L ) =  N H T

de PN (l) : H 1 — N  (L) та PN(L*) : H 2 — N  (L*) — нескінченно вимірні 

ортопроектори, є єдиним обмеженим псевдооберненим до нормально

L



Доведення. Перевіримо властивості 1 -  4 з (3.12), що визначають

псевдообернений оператор. Нехай для визначеності N (L) =  N 1(L*) С
 ̂  ̂   _ 1

N (L*). З леми 2.4 маємо, що існує лівий обернений оператор І /  .

Оскільки

L ( /Hi -  PN(L)) =  L, ( /H2 -  PN(L*))L =  1  P N(L*)L =  Ф 

то маємо рівність, що доводить першу властивість

LL+L =  L(/Hi -  Pv (ц У Г Т н  -  P v(l*))L =  І Д " 1!  =

=  ( /H2 -  Р N(L*))L =  L .

Оскільки за теоремою 3.6 І г 1( /H2 -  Pn (L*)) =  L+, то отримаємо рівність, 

яка доводить другу властивість

L+LL+ =  L+L (/Hi -  P N(L))Ll ( /H2 -  P n (l*)) =

=  М Щ Д / н , -  Pv (L*)) =  L+LL+ =  L+ ( /h 2 -  Pn (l*)) =  L+.

Перевіримо виконання властивостей 3 та 4:

l l + =  L ( /Hi -  Pn (l))l /-1 ( /H2 -  Pn (l*)) =  l l /-1 (/H2 -  Pn (l*)) =

=  ( /H2 -  P N(L*)) ( /H2 -  PN(L*)) =  -  PN(L*) =  (LL+)*,

оскільки за лемою 2.3 P N(L*)Pn (L*) =  P N(L*).

L+L =  L+(/Hi -  P v(l*))L =  L+L =  /Hi -  P v(l) =  (L+L)*,

оскільки L+ — лівий псевдообернений оператор.

Для випадку N (L) э  N 1(L) =  N (L*) доведення проводиться аналогіч­

но.

Теорему доведено.
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L-  : H 2 — H 1

оператор, що задовольняє властивостям (1.10), то використовуючи, 

конструкцію (3.1) з теореми 3.1, легко довести, що оператор

L+ =  ( /H1 -  PN(L))L _ ( /H2 -  PN(L*))

буде єдиним псевдооберненим оператором до топологічно нетерового

оператора L є  G I(H 1, H 2).
Як наслідки з теорем 3.6 — 3.8 сформулюємо аналогічні твердження для 

топологічно фредгольмових, n-, d-нормальних та нетерових операторів.

L : H 1 — H 2 — топологічно фредгольмовий оператор Pn(l) :
  _ 1

H 1 — N  (L )  PN(L*) : H 2 — N (L *) L -

обернений оператор до оператора L +  Т N(L*), де T N(L*) : H 1 — N (L*) 

— нескінченновимірний обмежений оператор.

Т ео р ем а  3.9. Оператор

L+ =  ( /H1 -  P N(L))(L +  T N(L*)) 1 (3.15)

є лівим  обмеженим псевдооберненим до топологічно фредгольмового

оператора L, де P N (L) — обмежений нескінченно вимірний ортопроектор. 

Т ео р ем а  3.10. Оператор

L+ =  (L +  Т n (l*)) _1(/H2 -  p n (l*)) (3.16)

є правим обмеженим псевдооберненим до топологічно фредгольмового

оператора L, де PN(L*) — обмежений нескінченновимірний ортопроектор. 

Т ео р ем а  3.11. Оператор

L+ =  ( /H1 -  P N(L))(L +  Т N(L*)) - 1 ( /H2 -  P N(L*)) (3.17)

є обмеженим псевдооберненим до топологічно фредгольмового оператора 

L  де P N(l), P N(l*) _  обмежені нескінченновимірні ортопроектори.
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Н а с л ід о к  3.5. Якщо dimker L =  dimker L* <  ж, то з теореми 3.11 маемо 

твердження для фредголвмових операторів.

П р и к л а д  3.4.

Побудуємо односторонньо псевдообернені та псевдообернений 

оператори до оператора

Q =  diag <

/ T—1
оT—1

T—1
оT—1

\

< 0 0 0 , 0 0 0 , . . .

2 0 2 2 0 2 У

який  діє з простору 12 в 12.

Оскільки простір І2 , де діє опера тор Q — гільбертовий, то можна

побудувати лівий Q+, правий Q+ псевдообернені і псевдообернений Q+

оператори до оператора Q : 12 — і2.

Оператор Q =  (Q +  Р yq ) матиме вигляд

Q =  (Q +  Р Yq ) =  diag <

/

2 0 1 ^ 2 0 1 ^
\

< 0  1 0 , 0  1 0 , . . .

2 0 2 2 0 2
У

а йому обернений

ґ (

Q 1 =  diag <

1 0  - 1  \  (  1 0  - 1  ^

0 1

2

0 0 1

2

0 . . .

- 1  0  1 - 1  0  1

Д ля знаходження лівого, правого псевдообернених та псевдооберненого 

Операторів ПОбуДуЄМО ОрТОПрОЄКТОрИ PN(q), PN(q*) .



110

Нуль-простори N (L) та N (L*) мають системи лінійно-незалеж них 

ортонормованих базисних векторів, які складають матриці X  та Ф
/ / 1 0 / 1 0

\

72 72

X  =  diag < 0 1 , 0 1 , . . .

V
1

72 0 V
1

72 0 >

г /

Ф =  diag <
л/5 0 

0 1

75 0 
0 1

\  -  75 0  _  7  0 /
За формулами (2.19) побудуємо ортопроектори P N(q) : l2 — N (Q) та

N (Q *)P N(Q*) : l2 —

r /

T n (q) =  X X * =  diag <

1 0  - 7  ‘2

0 1

2 

0 

1
2 f

1 0  _ 1 \
2 0  °

0 1

2 

0 

1
2 /

r /

P n (q*) =  ФФ* =  diag <

4 0 - A5

0 1

5

0

\ _  5 0

/ 4 0  - I х5

0 1

1 / 1  2 0 
5 /  V _  5 0

5 

0 
1
5 /

.

Д алі обчислимо ортопроектори 4  -  P N(q) : l2 — R(Q*) та 4  

l2 — R(Q)

P NN (Q*)

4  -  PN(Q) =  diag <

/ 1  0  1 ^ /  1 n 1 \

4  -  P N(Q*) =  diag <

2 2
0 0 0

1 0 1 \  2 0 2 /

(  1 0  2 ^5 0  5

0 0 0
2 0 4

\  5 0 5 /

1 0 1 2 0  2
0 0 0

1 0 1 \  2 0 2 /

(  1 0  2 ^5 0  5

0 0 0
2 0 4

\  5 0 5 /
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Тоді за формулою (3.15) теореми 3.9 отримаємо лівий псевдообернений 

оператор Q+ до оператора Q :

-1

/
0 0 1 \

4 0 0 1 \
4

\

< 0 0 0 , 0 0 0 , . . .

0 0 1
4 0 0 1

4 / У

q + =  ( /І2 -  P n (q))q  =  diag <

За формулою (3.16) теореми 3.10 отримаємо правий псевдообернений 

оператор Q+ до оператора Q :

0 0 0 0 0 0
+   _1

q + =  Q ( /І2 -  P n (q*)) =  diag < 0 0 0 0 0 0 . . . .

1 0 2 ] 1 1  0 2 
L \  5 0 5 /  V 5 0 5 /

За формулою (3.17) теореми 3.11 побудуємо псевдообернений оператор 

Q+ до оператора Q :

Q+ =  Q+ ( 4  -  Pv (Q*)) =  ( 4

=  diag <

/ і  0 Л10 0 5

0 0 0

1 0 1\  10 0 5 /

— _1
P n (q))q  ( / і2 -  Pn (Q*

/ щ  0  і \
10 0  5

0  0  0

1 0 1 \  10 0 5 /

Визначення лінійних операторів P n (L*) та P n (L*) за формулами (2.23) 

дозволяє запропонувати ще одну конструкцію псевдооберненого оператора 

топологічно фредголвмового.

Т ео р ем а  3.12. Оператор

l + =  (l  +  р n (l*)) -  p N (L) (3.18)

є обмеженим псевдооберненим до топологічно фредгольмового оператора

L
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Доведення. Розкривши дужки у (3.17) отримаємо
,   _1   _1

L =  ( /H1 -  P N(L))L ( /H2 -  PN(L*)) =  L 
—  -1  — -1  — -1  — -1  —

- P N(L)L -  L P N(L*) +  PN(L)L PN(L*) =  L -  P N(L);
— _1 —

оскільки за лемою 2.12 PN(L)L =  P N (L) L 1P»'n (l*) =  P n (L), а за лемою

2-1 P  N (L)PN (L*) =  P  N (L).
Таким чином, формула (3.18) є "вдосконаленою" конструкцією Ш мідта

L

гілвбертових просторах, dim N (L) =  dimN(L*) <  то (оператор L — фред- 

гольмовий) або dim N (L) =  то, dim N (L) =  то, N (L) та N (L*) ізоморфні 

(оператор L — топологічно фредгольмовий), а оператори P N(L*) та P N(L) 

побудовані за формулами (2.23).

П р и к л а д  3.5.

Побудуємо за формулою (3.18) псевдообернений оператор до оператора

Q =  diag <

l2

/ T—1
оT—1

T—1
оT—1

\

< 0 0 0 , 0 0 0 , . . .

2 0 2 2 0 2 >

-7 - 1Використовуючи ортонормовані базиси (а  -1 та в  — одиничні мат­

риці) цуль-просторів N (Q) та N (Q*) за формулами (2.23) побудуємо 

оператори

P n (q*) =  ФX* =  diag <

/ 0 \

V

710 
0 1

1

P n (q) =  XФ* =  diag <

710 

2 0

0

710 
0

1
710 J

( 0 \

\

710 
0 1

1

710 
0 1

2 0

710 
0

1
710 J

a/10 

2 0

0

710 
0

1
710 f

1 \
710 

0 1
2

\  710 0

710 
0

1
710 J

.
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Тоді оператор Q =  Q +  P N(q*) буде мати вигляд

Q =  diag <

1 + л/10 0 1 \
л/10

0 1 0

\  2 vY0
а йому обернений — вигляд:

( 1 + л/10 0 1 vOO
0 1 0

V 2 И0 0 2 +  /10 /

г /

Q -1
1

\ / Ї 0  

/

diag

2 + л/10

I  V

2 +

0

2 +

л/10 0 - 1  +

vOO 

0 - 1  +

J o 

0 

2 \
vffQ

0

\  - 2  +  WO

J 0  0

0 1 +  J q /

л/10
0

1 +  Л0 /

. . . .

Тоді за формулою (3.18) отримаємо псевдообернений оператор до 

Q

1

2

diag <

Q + =  Q -  Р N(Q)
г / - А  +  -1 0-10 +  10 0 +  ЩvdO +  5

1

0 1 0

І V - А  +  -1 0 -10 +  10 0
1____І 1

-10 +  5 /

/ - А  +  -1 0-10 +  10 0
1

0 1

+vdO +  5 
0

____І © 0 +  1
\  -10 +  10 0 -10 +  5 /

- d ia g

/ / 2 0 1 \ / 2 0 1 \
\

-10 -10 -10 -10
< 0 1 0 , 0 1 0 , . . .

V
2

-10 0 1
-10 І V

2
-10 0 1

-10 І У

ґ / і  0 Л10 0 5
=  diag < 0 0 0

1 0 1І \  10 0 5 /

/ і  0 Л10 0 5

0 0 0

1 0 1 \  10 0 5 /

> —
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L : H 1 — H 2 n

dim N (L) =  у  <  то, dim N (L*) =  то.

Оскільки нуль-простір N (L) скінченновимірний, а нуль-простір N (L*) 

нескінченновимірний, ТО ортопроектор P N (L) і операто ри P  N (L) та P  N (L*)

— скінченновимірні, а ортопректор P n ( l*) _  нескінченновимірний.

Т еорем а 3.13. Нехай L : H 1 — H 2 — лінійний обмежений нормально 

n

і — —1
L l =  ( /H1 -  PN(L))Li (3.19)

є обмеженим лівим  псевдооберненим, а оператор

,   _ 1
Lr =  Li ( /H2 -  p n (L*)) (3.20)

n L

P N (l) — скінченновимірний ортопроектор, P N (L*) — нескінченно вимірний  

ортопроектор.

Нехай оператор L : H 1 — H 2 — нормально розв5язний d-нормальний, 

dim N (L) =  то, dim N (L*) =  v <  то.

N (L *) N(L)

нескінченновимірний, то ортопроектор P N (l*) і операто ри P  n  (L) та P  N (L*)

— скінченновимірні, а ортопректор P n (l) _  нескінченновимірний.

Т еорем а 3.14. Нехай L : H 1 — H 2 — лінійний обмежений нормально 

d

L+ =  ( /H1 -  PN(L))Lr

є обмеженим лівим  псевдооберненим, а оператор

L+ =  Lr ( /H2 -  P N(L*))
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d L

P N (l) — нескінченновимірний орт,о проектор, P N (L*) — скінченновимірний  

ортопроектор.

Теореми 3.13 та 3.14, що дають конструкції односторонньо 

псевдообернених операторів L + . дозволяють запропонувати формулиi,r
n d

Т ео р е м а  3.15. Оператор

L+ =  L+ (1H2 -  PN(L*)) =  (1H1 -  P N(L))Li_1(1H2 -  PN(L*)) (3.21)

n

нормального оператора L, де P N(L) — скінченновимірний ортопроектор, 

P N(l*) — нескінченновимірний ортопроектор.

Т ео р е м а  3.16. Оператор

L+ =  (1H1 -  P N(L))L+ =  (1H1 -  P N(L))Lr_1(1H2 -  P N(L*))

d

нормального оператора L є  G I (1, H 2)7 de PN (L) — нескінченно вимірний  

ортопроектор, P N(L*) — скінченновимірний ортопроектор.

П р и к л а д  3.6.

Розглянемо побудову односторонньо псевдообернених і 

псевдооберненого операторів до оператора

Q =

(  1 0 1 0 1 ^2 0 4 0 8 . . .

0 0 0 0 0 . . .

\  1 0 4 0 8 . . . /

з прикладу 3.3.
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Оскільки простори R 3 і 12, у  яких  діє опер а тор Q — гільбертові, то мож-

+на побудувати лівий  Q + , правий  Q+ псевдообернені і псевдообернений Q 

оператори до оператора Q : R 3 — 12.

За формулами (2.21) побудуємо ортопроектори P n (q) : R 3 — N(Q)

P N(Q*) : 12 — N (Q *) .

PN (Q) =

(

0 1 0

V -  2 0

P vN (Q*)

1
4

0
3

' 8

0
_3_
16

0 - 3 0 8

1 0

0 -16 
0 0

0 —— 0 32

2 J

0 - 16 

0 0

0 - — 0 32
1 0

0 -61  0 64

0 0 0 0 0

0

0

0

0

0

1

\  .........................................................

Д алі обчислимо проектори 1R3 -  Pn (q) : R 3 — P (Q *E' / і2 -  P n(q*)

12 — R (Q ).

\

! r 3 - P n (q) =

/  3
4 0 3

8 0 3
16 0

0 0 0 0 0 0
1
2 0 1 \

2
3
8 0 3

16 0 3
32 0

0 0 0 , РІ2 P N(Q*) = 0 0 0 0 0 0
1
2 0 1

2
3
16 0 3

32 0 3
64 0

0 0 0 0 0 0

V /
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Тоді за формулою (3.19) теореми 3.13 отримаємо лівий псевдообернений 

оператор Q+ до оператора Q :

Q + =  (1R3 -  PN(Q))Qi

0 (

0 0 0

1 0 1 \  2 0 2 / V

- 1 0 2 0 0  

0 1 0  0 0

1 0 2 0 0

\

. . .

^ 0 0 2 0 0 . . Л

V

0 0 0 0 0

0 0 2 0 0 . . .

За формулою (3.20) теореми 3.13 отримаємо правий псевдообернений 

оператор Q+ до оператора Q :

,   _ 1
Qr =  Qi (1І2 -  P N(Q*))

V

_1  0 2 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

1 0 2 0 0 0 0 /

/  34 0 3
8 0 3

16 0

0 0 0 0 0 0
3
8 0 3

16 0 3
32 0

0 0 0 0 0 0
3
16 0 3

32 0 3
64 0

0 0 0 0 0 0

V .....................................................

0 0 0 0 0 0 0 . . .

0 0 0 0 0 0 0 . . .

з 0 з 0 з 0 з\  2 0 4 0 8 0 16 . . . /
За формулою (3.21) теореми 3.15 побудуємо єдиний псевдообернений

Q+ Q :

, .   _1
Q =  Ql (1І2 -  P N(Q*)) =  (1R3 -  PN(Q))Qi (1І2 -  P N(Q*)) =
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V

0 0 2 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 2 0 0 0 0

3
4 0 3

8 0 3
16 0

0 0 0 0 0 0
3
8 0 3

16 0 3
32 0

0 0 0 0 0 0
3
16 0 3

32 0 3
64 0

0 0 0 0 0 1

V

(  3 0 3 0 А 0
4 0 8 0 16 0

0 0 0 0 0 0

\ !  0 I  0 16 0 ..

/

Нехай оператор L — нетеровий, dim N (L) =  у  <  то, dim N (L*) 

ТО У =  v.

Т ео р е м а  3.17. Оператор

=  v <

-г -1

L+ =  L/,r ( /H  -  P N(L*))
Ll ( /H2 -  P N(L*)) У <  Щ
  _1 \o .l l j
Lr ( /Н2 -  P n (L*)), якщо у  >  v

є обмеженим правим псевдооберненим до лінійного нетерового оператора 

L : H 1 — H 2.

Т ео р е м а  3.18. Оператор

l + =  ( /Hi -  P n (l))l /
-г -1 (3.23)

— _1
(/Hi -  Pn(l))L/ , якщо у  <  v,

( /Hi -  P N(L))Lr 1, якщо у  >  v

є обмеженим лівим  псевдооберненим до лінійного нетерового оператора 

L : H 1 — H 2.
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Т ео р е м а  3.19. Оператор

L + = (1H1 -  P N(L))L, (1H2 -  PN(L*)), ЯКЩО у  <  0

(1H1 -  P N(L))Lr_1(1H2 -  PN(L*)), якщо у  >  v
(3.24)

є єдиним обмеженим псевдооберненим до лінійного нетерового оператора 

L

Доведення. Оскільки нетеровий оператор є топологічно нетеровим, 

то справедливість теорем 3.17 — 3.19 є наслідками з теорем 3.6 — 3.8, 

відповідно. Дійсно, якщо у  <  v, то N (L) 0  Y1 С Yl, а якщо у  >  v, то 

N (L) D N 1 (L )0  Yl.

П р и к л а д  3.7.

Побудуємо односторонньо псевдообернені матриці Q+, Q+ і
Q +

Q =

1 0  0 0 

1 0  0 0 

1 0 1 1

, Q : R 4 R 3

За формулами (2.21) побудуємо ортопроектори PN(q) : R 4 — N (Q) та

PN(Q*) : R3 — N (Q *)

Pn (Q) =  X a _ 1X  * =

1
о 0 0

1О _

0 1 0 0
, PN (Q*) =  Фв 1Ф* =

1
2

1
2 0

0 0 1
2

1
2

1
2

0

1
2

0

О 
О

1 о 0 1
2

1
2 _

-1

Використовуючи праву обернену матрицю Q_ 1, побудовану у  прикладі 

3.3 та формули (3.22) та (3.23), знайдемо праву та л іву  псевдообернені мат-



120

р и ц і:

q + = Qr ( /3 -  PN(Q*
1 - 1  0

0 0 0

0 - 1  1

0 1 0
1 1  0 2 2 0

1 1  0 2 2 0

0 0 1

1
2

0

0

2 0 

0 0

0 0

.1 _ 1  1 2 2 1

1 0 0
1О i

О 1

іО 1
о 1

1о

0 0 0 0 1 - 1 0 0 0 0

0 0 1
2

1
2 0 0 0 0 0 1

2

0 0 1
2 Ю1

1—1
i 0 - 1 1 0 0 1

2

Q+ =  ( /4 -  PN(Q))Qr

Використовуючи формулу (3.24), побудуємо єдину псевдообернену мат­

рицю  Q+ до матриці Q :

Q+ =  ( /4 -  P N(Q))Q- 1(/3 -  P N(Q*)) =

1 0 0 0

1
О О

і

0 0 0 0 0 0 0

і—I ICY] 
і—1 ICY]
ОО

0 0 0

о о Ю1
1—1 

Ю1
1—1

1 0 - 1  1

1 1  0 2 2 0

1 1 0 2 2 0
0 0 1

2 0

0 0 0
1 1 1

4 2  
1 1 1

4 2
Єдиність псєвдообєрнєної матриці наочно можна продемонструвати, 

якщо у  формулу (3.24) замість однієї з узагальнено обернених матриць 

Q -  підставити узагальнено обернену матрицю Q-  з прикладу 3.3, яка  

побудована в загальному вигляді. П ісля обчислень отримаємо:

1 0 0 0  

0 0 0 0
Q =  ( /4 -  PN(Q))Q- ( /3 -  P N(Q*))

0 0 2 2
1 1 
2 2

0 0 2 2

X
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х
0

0

0 0

С21_С23
2

сзі_сзз

C23
2

C33
2

0 - 1  +  Ĉ ^ C33 1 +  C33

1 1 0 2 2 0

1 1 0 2 2 0

0 0 1

1
2

1
2 0

0 0 0
1 1 1
4 4 2
1 1 1
4 4 2

Таким чином , у  гільбертових просторах з множини узагальнено  

обернених матриць з допомогою формули (3.24) отримується єдина

Q + Q

1

3.3. У загальнено-обернені та псевдооберні оператори д о  

інтегральних операторів Ф редгольм а

Використовуючи загальні положення по узагальненому та 

псевдооберненню нормально розв’язних операторів у банахових та 

гільбертових просторах, які отримані у попередніх параграфах, розглянемо 

задачі про побудову узагальнено-обернених та псевдообернених операторів 

до інтегральних операторів Фредгольма з виродженими ядрами у цих 

просторах.

3.3 .1 . У загальнено-обернений оператор д о  інтегрального  

оператора Ф редгольм а з  виродж еним  ядром  у  банаховом у прос­

торі. Нехай z(t) вектор-функція, я ка діє з відрізка I  =  [a, b] у дійсний

банахів простір B 1? z(t) є  C ( I ,  B 1) := {z(•) — B 1, ||z|| =  sup ||z( Щ 4 },
tєI

C ( I , B 1) I

B 1
ма з виродженим ядром

b

(Lz)(t) := z(t) -  M (t)  f  N (s)z(s)ds, (3.25)
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де оператор-функції M ( t ) та N (t) діють з банаховою простору B 1 у Б ц

сильно неперервні з нормами | | |M ||| =  sup ||M (t) | |Bi =  M 0 <  то та | | |N ||| =
te l

sup ||N (t) | |Bi =  N0 <  to, 
te l

Відомо [73, с. 141], що добуток M (t)x  сильно неперервної оператор- 

функції M (t)  на елемент x e  Б 1 є неперервною вектор-функцією. Тому 

L C ( I , B ^ y  C ( I , B 1).

Позначимо
b

D  =  / в 1 -  A, A =  /  N (s)M (s) ds.

B 1 B 1

|D|| =  ||/ в 1 -  A|| <  | | / в 11| +  ||A|| <  1 + N  (t)M  (t)dt <

1 +  /  | | |N (t)||| | | |M (t) | | |d t  <  1 +  N0M0(b -  a) <  to.

D

проектори Pn(d) : B 1 — N ( D )  ||Pn(d)||bi =  p <  ж ,  Pyd : B 1 — Yd, 

||Pyd ||b1 =  p 1 <  ж  та обмежений узагальнено-обернений оператор D - , 

який можна побудувати за формулою (3.3).

Т ео р е м а  3.20. Нехай D : B 1 — B 1 — обмежений узагальнено оборотний 

оператор. Тоді інтегральний оператор (3.25) — узагальнено оборотний.

Доведення. Для доведення узагальненої оборотності інтегрального 

оператора (3.25) необхідно і достатньо [119, 166] показати, що існують 

обмежені проектори P N(L) : C ( I , B 1) — N (L) та P Yl : C ( I , B 1) — Тд.

b

b
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Нехай D  : B 1 — B 1 — обмежений узагальнено оборотний оператор. 

Покажемо, що оператори

b
(P n  (L)z )(t) =  M  ( t)P n  (d ) J  N  (s)z (s)ds,

(3.26)
b

(P Ylf ) ( t )  =  M ( t)P YD J  N ( s ) f  (s)ds
a

є обмеженими проекторами на нуль-простір N (L) та підпростір Yl інтег­

рального оператора (3.25), відповідно.

Доведення проведемо для оператора P n (L). Спочатку покажемо, що 

оператор (3.26) задовольняє умову P 2 (l) =  P N(L), яка визначає проектор

b

(P 0 L )z)(t) =  (P N(L)P N(L)z)(t) =  M ( t )P N(D) f  N ( s ) { M (s )P N(D) x

x /  N (t )z (t )dT j d s  =  M (t)pN (d )APn (d ) /  N (t )z (t )d
a

b

=  M(t)pN(D)[lB1 -  D ]P n (d) J  N ( t)z ( t)d T  =
a

b

=  M (t)PN (d)P n (d ) J '  N ( t)z ( t)d T  =  (Pn(l)z)(t) ,
a

оскільки P ^ (D) =  P n (d ), a D P n (d ) =  0.

Далі покажемо, що проектор P N(L) — обмежений.

Зважаючи на зроблені вище припущення відносно оператор-функцій 

M (t), N (t) та проектора P N(D), доведемо обмеженість проектора P N(L) у 

просторі C([a,b], B 1)

II sup ||P N (L)z ||c([a,b],B1)
| P N(L)| C([a,b],B1) =  sup  И—Л  =

*̂ C([a,b],B1),z=0 IIz ||C([a,b],B1)
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b
||M(t)pN(D) J  N (s)z(s)ds|c([a,b],B1)

asup -----------------— ------------------------------<
*̂ C([a,b],B1),z=0 | z | C([a,b],B1)

b
|| |M  (t)||| | |P n  (D) I k /  | | |N  (s)||| |z(s)|C([a,b],B1)ds

<  sup --------------------------3-0-------------------------------------- <
ẑ C([a,b],B1),z=0 ||z ||C([a,b],B1)

<  M0N0p(b -  a) sup | | C([a,b],B1) <  M 0N0p(b -  a) <  то.
ẑ C([a,b],B1),z=0 | z | C([a,b],B1)

N(L)

оператора L, тобто L P N(L) =  0.

b

(L P n (l)z)(t) =  M(t)pN(D) / N (s)z(s)ds

M (t) J  N ( s ) j M ( s ) P n ( d ^  N ( t ) z ( t ) d ^ d s  =
a a

b b

=  M (t)p N (d ) J  N (s)z(s)ds -  M (t)A pN (d ) J  N (s)z(s)ds =
a a  

b b

=  M (t ) pN (D) J  N (s ) z (s ) ds -  M (t )[ /B1 -  D ]P n (d ) J  N (s ) z (s ) ds =  0,
a a

оскільки A =  1B1 -  D, a D P N(D) =  0.

Доведення того, що оператор

b

(P Ylf ) ( t )  =  M ( t)P YD J  N ( s ) f  (s)ds
a

є обмеженим проектором на підпростір Yl проводиться аналогічно 

попередньому.
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Оскільки проектори P n (l) та P yl обмежені, то інтегральний оператор

(3.25) — узагальнено оборотний [68, 119, 166].

Наступна теорема дає конструкцію узагальнено-оберненого оператора
L -

Т ео р е м а  3.21. Нехай D : B 1 — B 1 — узагальнено оборотний оператор. 

Тоді оператор

b

(1 ° / )(t) =  f  (t) +  M  ( t ) D - /  N  ( s ) f  (s)ds (3'27)
a

є обмеженим узагальнено-оберненим оператором до інтегрального
D -

D
Доведення. Для доведення теореми необхідно і достатньо перевірити 

співвідношення L L - !  =  L [68], якому задовольняє узагальнено-обернений 

оператор.
L - L.

b b

(L- Lz)(t) =  z(t) -  M (t) f  N (s)z(s)ds +  M ( t)D -  f  N ( t ) j z ( t ) -  M ( t ) x
a a

b b

x y  N (s)z(s)dsjdT =  z(t) -  M (t) у  N (s)z(s)ds +  M (t)D  у  N (s )z (s )d s -
a a a

b b b

- M ( t ) D -  /  N (t )M (t )dT /  N (s)z(s)ds =  z(t) -  M (t)  /  N (s)z(s)ds+
a a

b b

+ M (t)D  / N (s)z(s)ds -  M (t)D  A  N (s)z(s)ds =  z(t) -  M ( t)x
a a  

b b

x /  N (s)z(s)ds +  M (t)D  [/Bi -  A] /  N (s)z(s)ds =  z(t) -  M ( t)xi
a

b



b b b

x J N (s)z(s)ds +  M ( t)D - D J N (s)z(s)ds =  z(t) -  M (t)  J N (s)z(s)ds+
a a a

b b

+ M  (t) [/bi - P n  (d )] ^  N  (s)z (s)ds =  z(t) -  M  ( t)P v  (d ) J  N  (s)z (s)ds,
a a  

ОСКІЛЬКИ D D =  dBi -  P N(D)
Таким чином,

b

(L- Lz)(t) =  z(t) -  M(t)Pv(D) У  N (s)z(s)ds.
a

L L - L.

b b

(LL _L z)(t) =  z(t) -  M ( t )P N(D^  N (s)z(s)ds -  M (t)  J  N ( t ) j z ( t ) -
a a  

b b

- M ( t ) P n (d ) J  N (s)z(s)dsjdT =  z(t) -  M ( t ) P v (d ) J  N (s )z (s )d s -
a a  

b b

M (t) J  N ( t)z ( t)d T  +  M (t)A P N(D) J  N (s)z(s)ds =
a a  
b b

126

z(t) -  M (t)  J  N (s)z(s)ds -  M (t) [ /b1 -  A ]P n D) J  N (s)z(s)ds =
a a  

b b

=  z(t) -  M (t) J  N (s)z(s)ds -  M ( t )D P N(D) J  N (s)z(s)ds =
a

b

=  z(t) -  M ( t ) y  N (s)z(s)ds =  (Lz)(t),
a

ОСКІЛЬКИ D P N (D) =  0.
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Таким чином,

(LL Lz)(t) =  (Lz)(t).

L-

M (t), N (t) та оператopa D_.

Теорему доведено.

В деяких випадках для побудови узагалвнено-оберненого оператора

L-

описана у теоремі 3.9. Розглянемо її у частинному випадку інтеграль­

ного оператора (3.25), коли обмежені оператор-функції M (t)  та N (t) — 

зліченновимірні матриці, вектор-стовпці та вектор-рядки яких належать 

банаховому простору C([a,b], B 1), де B 1 — сепарабельний банаховий 

простір.

Знайдемо системи лінійно-незалежних розв’язків однорідного рівняння

Оскільки розглядається дійсний банаховий простір, то операція спряження 

”*” еквівалентна операції транспонування ”т ” . Тому вектор-стовпці та 

вектор-рядки зліченновимірних матриць N *(t) та M*(t), відповідно, 

належать банаховому простору C([a, b], B 1).

Розв’язки рівнянь (3.28) та (3.29) шукатимемо у вигляді:

b

(3.28)
a

та йому союзного [58, с.287]

b

(3.29)
a

z(t) =  M  (t)c, (3.30)

y (t) = (3.31)

де c є  B 1, d є  B 1.
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Підставивши (3.30), (3.31) у (3.28) та (3.29), відповідно, отримаємо 

операторні рівняння відносно с та d :

Dc =  0, D*d =  0, (3.32)

b
де D =  Е ж -  A (D* =  Е ж -  A*), A =  f  N (t)M (t)dt. Оператор D —

a
B 1 У B b Еж

— зліченновимірна одинична матриця у просторі B 1.

D

Отже, нехай D — узагальнено оборотний оператор. Тоді P N(D) : B 1 — 

N (D) та Pn(d*) : B 1 — N (D *)

проектори на нуль-простори N (D) та N (D*) матриць D та D*, відповідно. 

Нехай

HP N(D)||bi =  Р <  ж  ||Р N(D*) ІІВ1 =  P1 <  ж .

Операторні рівняння (3.32) мають ненульові розв’язки тоді і тільки тоді, 

коли виконується умова P n (d) =  0, Щ° нами і передбачається.

Позначимо через P No(D) звуження оператора P N(D) на підпрос­

тір N0(D), породжений системою лінійно-незалежних вектор-стовпців 

матриці-операпроектора P n (d)- Аналогічно позначимо P n0(d*) звуження 

оператора P n (d*) на п і д п р о с т ір  N0(D*), породжений системою лінійно- 

незалежних вектор-стовпців матриці-проектора P n (d*)- 

Очевидно, що

| P No(D) ІІВ1 <  Р <  ж  ||Р No(D*) НВ1 <  Р1 <  ж .

Використовуючи оператори P No(D) та P No(D*), загальні розв’язки 

рівнянь (3.32) можна представити у вигляді:

с =  P No(D)c0, d =  P No(D*)d0, (3.33)

де с0 e  N (D0) С B 1 і d0 e  N (DQ) С B 1 — довільні сталі вектори.
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Підставивши (3.33) у (3.30), (3.31), отримаємо загальні розв’язки 

однорідних інтегральних рівнянь (3.28) та (3.29)

z(t) =  X  (t)c0 , y(t) =  Ф ( ^ 0 ,

де оператор-функції X (t) =  M ( t )P No(D), Ф(t) =  N *(t)PNo(D*) є

операторами розв’язку однорідних рівнянь (3.28), (3.29), відповідно, 

стовпці яких — повні системи лінійно-незалежних вектор-функцій і

N (L) N (L *) L L *.

Оператор-функції X (t) та Ф(і ) — обмежені, оскільки

|| |X  (t)|11 =  | | |M  ( t)P No(D)111 <  | | |M  (t)|11 ||P No(D) У <  M 0P 

|||Ф(t)||| =  | | |N *(t)P No(D*)111 <  | | |N *(t)|11 ||P No(D*)|| <  N0P1.

Для повних систем базисних вектор-стовпців, які складають мат­

риці X (t) та Ф(t) існують біортогональні системи вектор-стовпців, які 

складають зліченновимірні матриці Г (t) та ф (t) такі, що

b b

( r X )(•) =  / r* ( t )X ( t )d t  =  Ето, (ФФ) ( ' ) = / (t)dt  =  Ето, (3.34)
a a

де вектор-стовпці {уіЦ)}то=1 матриці Г (t) та { у  (іДЦД матриці Ф(t) 

складаються з неперервних функцій, причому [71, с. 79]

SUpllyiH =  Г0 <  то, sup 11 у  II =  Ф0 <  то.
* j

За формулами (2.12) побудуємо проектори P N(L) : C ( I , B 1) — N  (L), 

Py, : C ( I ,  B 1) — Yl, та оператори P y , : C ( I ,  B 1) — Yl, P n ( l)  : 

C ( I , B 1) — N (L)

b 

(PN(L)z )(t) =  X  ( t ) ( r z  )(•) =  X  (t) /  Г  * (s)z(s)ds,
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b
* /(p Yly)(t) =  ^ (t)(% )(0 =  ^ (t) /  ^ * (s)y (s)ds,

a
b

* I(P Ylz ) ( t ) =  ^ ( t ) ( r z ) ( 0 =  ^ (t) / E J J J ©
a

b
* /( P N(L)y)(t) =  X ( t) (% )(0 =  X (t)  J  ^ * (s)y (s)ds.

a
Зважаючи на зроблені вище припущення відносно оператор-функцій 

M (t), N (t) та проекторів P N(Ly P Yl , доведемо обмеженість проектора P N(L) 

у просторі C([a, b], B 1)

II sup ||P N (L)z 11 C([a,b],Bi)
||P N(L) IIC([a,b],Bi) =  suP  ГГ"Й-----------------  =

zeC([a,b],Bi),z=0 IIz ||C([a,b],Bi)

b
llX (t)  J  Г (s)z(s)ds 11 C([a,b],Bi)

a=  sup ------------— ------------------------- <
zeC([a,b],Bi),z=0 11z У C([a,b],Bi)

b
||X ( t ) |C([a,b],Bi) J  ||Г (s) У C([a,b],Bi) У z(s) 11 C([a,b],Bi)ds

<  sup ---------------------- a гг—г---------------------------------------  <
zeC([a,b],Bi),z=0 IIz 11 C([a,b],Bi)

<  sup M0r 0p0(b -  a) |  ||C([a,b],Bi) <  M0r 0p(b -  a).
zeC([a,b],Bi),z=0 IIz 11 C([a,b],Bi)

Аналогічно показується обмеженість проектора P y , операторів Р yl та

Р n(L)- 3 обмеженості проекторів P N(L) та P Y маємо, що нуль-простір 

N (L) та підпростір Y  доповнювальні у просторі C([a, b], B 1). Таким чином, 

L

За лемою 2.7 оператор

b b

(L +  Р Yl)z(t) =  z(t) -  M (t) [  N (s)z(s)ds +  Ф(t) [  Г *(s)z(s)ds
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має обмежений обернений.

Для знаходження оберненого оператора (L +  P у, Б 1 до оператора (L +  

P yL) запишемо його у вигляді:

b

(Lz)(t) =  [(L +  PyL)z](t) =  z(t) -  M (t)  J  N (s)z(s)ds, (3.35)
a

де M (t) — оператор-функція, яка складена з елементів оператор-функцій 

M (t) та - ф (t), N (s) — оператор-функція, яка складена з елементів

оператор-функцій N (s) та Г *(s).

Обернений оператор до оператора (3.35) можна записати у вигляді

b

z(t) =  f  (t) +  M ( t)S _ 1 J  N ( s ) f  (s)ds
a

де S -1 — оператор, обернений до оператора

b

S  =  I  -  B, B  =  J  N (t)M (t)dt.
a

Тоді за теоремою 3.9 маємо, що узагальнено-обернений оператор до 

L

(L- f  )(t) =  ((L +  P y , ) - 1 _ P n (L))f )(t) =

b b

=  f  (t) +  M ( t ) S _ ^  N (s ) f  (s)ds -  X (t)  J  Ф*(s)f (s)ds =  (3.36)
a a

b

=  f  (t) +  M 1(t^  N 1(s ) f  (s)ds, 
a

M 1 ( t)

M ( t )S -1 та - X (t) ,  N 1(s) — оператор-функція, яка складена з елементів 

оператор-функцій N (s) та Ф*(s).
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П р и к л а д  3.8.

Побудуємо узагальнено-обернений оператор до інтегрального оператора

1

(Lz)(t) =  z(t) -  M (t)  J  N (s)z(s)ds, (3.37)
0

де

M (t) =  diag{et , et , . . . ,  et , et , . . .} ,

N (s) =  diag{s, 0, s, 0, . . . ,  s, 0, . . . }

— зліченновимірні матриці, які діють з банахового простору C ([0 ,1], c) 

В C([0, Б  c) З нормами | | |M | | |C([0,1],c) =  supte[0,1]|M ( t ) llc, | | |N | | |C([0,1],c) =  

supt€[0,1]| N  ( t ) ||c

M (t) N (t)

Тоді

, 1],c) =  sup |m*j(t)| =  sup |e | <  e,
t€[0,1],i,j €N t€[0,1]

| | |N | | |C([0,1],c) =  sup |n*j(t)| =  sup |t| <  1.
t€[0,1],i,j€N t€[0,1]

ІДИ |L z  11 C([0,1],c)
| L | C([0,1],c) =  sup TOT-----------

zeC([0,1],c),z=0 llz ||C([0,1],c)

1
11 z (t) +  M  (t) J  N  (s)z (s)d s |C ([0,1],c)

0sup ----------------- 77—т.-----------------------------<
zeC([0,1],c),z=0 ||z | C([0,1],c)

<  sup
zGC([0,1],c),z=0

,, v ( s ) |C([0,1],c)ds
1 +   —

z 11 C([0,1],c)

/
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(1 +  e ) llz I|c ([0,1],c) ^  ,<  sup -----77—7-------4---і--L <  1 +  e.
zeC([0,1],c),z=0 ||z II C([0,1],c)

L

з банахового простору неперервних на проміжку [0,1] функцій  C ([0 ,1], c) 

в  C ([0 ,1], c). N (L) Y

підпростори сепарабельною банаховою простору C ([0 ,1], c) [2 0 1 , с. 55 ]. 

Д л я  оператора L проектори Pn(l)  та Pyl мають вигляд:

1 1

(Р N (L)z )(t) =  X  (t) J  r *(s)z (s)ds, (PYl f  )(t) =  T  J  ^* (s)/
0 0

а оператори P y l та P n (l)  набудуть, відповідно, вигляд:

1 1

( P Ylz)(t) =  T J  r *(s)z(s)ds, P N(L)f  ) ( t ) =  X (t)  J  J s) / (s)dS
0 0

Д Є

X  (t) =  diag {X(4x2) (t) , X(4x2) (t ) , . . . } ,

Г (t) =  diag { Г(4х2) (t) , Г(4х2) (t ) , . . . } ,

et 0 0 0 \  / t 0 0 0
X (4x2) (t) =  I I , Г(4х2) (t) =  I

0 0 et 0 0 0 t 0

# (t)  =  d i a j  Ф(4х2) (t) , Ф(4х2) ( t ) , . . . } ,

**

T(t) =  diag { T(4x2) (t) , T(4x2) (t ) , . . . }
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* *  
, t 0 0 Н  / 2 0 0 0

Ф(4х2)(t) =  ( I , Ф(4х2)(t) =  I
0 0 t 0 0 0 2 0

1 1 

( Г X )(•) =  /  Г *(s)X(s)ds =  Ето, (ФФ)(•) =  /  </>*(s)!Pds =  E
0 0

Е то — нескінченновимірна одинична матриця.

Проекційний оператор P n(l)  _  обмежений, оскільки

\\т> II ||P N (L)z 11 C([0,1],c)
| | PN (L) 11 C([0,1],c) =  sup  n~n--------------

z€C([0,1],c),z=0 ||z || C([0,1],c)

1
|X ( t )  J  Г (s)z (s )ds | C([0,1],c)

0sup ------------77—T,----------------------  <
z€C([0,1],c),z=0 11z || C([0,1],c)

1
||X ( t ) ||C([0,1],c) /  ||Г ( s ) |C([0,1],c)| z ( s ) | C([0,1],c)ds 

0<  sup  77— 7 ------------------------------------------------------  <
z€C([0,1],c),z=0 ||z || C([0,1],c)

||z 11 C([0,1],c)
<  sup e ——  <  e.

z€C([0,1],c),z=0 ||z 11 C([0,1],c)

Аналогічно можна показати обмеженість проектора P y , операторів P yL 

та Pn(l)-  3 обмеженості проекторів P N(L) та P y маємо, що нуль-простір 

N (L) та підпростір Y  доповнювальні у  просторі C ([0 ,1], c). Таким чином, 

L

За лемою 2.6  оператор

1 1 

((L +  P у ,)z)(t) =  z(t) -  M (t) [  N (s)z(s)ds +  ф f  Г *(s)z(s)ds =
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де

=  z(t) -  M (t)  у  N (s)z(s)ds,
0

M (t) =  diag {M(2x3)(t), M(2x3)(t),. . .}  , 

N  (s) =  diag {N(3x2)(s),N(3x2)(s) , . . . }  ,

M (2x3)(t)
et 0 - 2

0 et 0
N (3x2) (s)

s 0 s

0 0 0

має обмежений обернений.

Обернений оператор до оператора L =  L +  Р Yl має вигляд:

((L +  P yl)_7 )(t) =  f ( t )  +  M ( t)S  у  N (s)f(s)ds ,
0

де S  1 =  diag j

Е аэ -  B

S (31x3), S (3X3) , . . .  j  — оператор обернений до оператора S  =

s -1 =S (3x3) B  = J  N (s)M (s)ds. 
0

Тоді, використовуючи теорему 3.9 отримаємо узагальнено-обернений 
L -

(L _ f  )(t) =  ( ( І  +  Р Гі)-1 _  P v (l) / ) ( t) =  f  (t) +  M ( t ) S _ 0  N ( s ) f  (s)ds
0

1 1

_ X  (t) j  ^ * ( s ) f  (s)ds =  f  ( t ) +  M 1(t^  N 1 ( s ) f  (s)ds, 
0 0

1

1

1

1
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де

*

M 1 (t) =  diag { M(2x4)(t),M(2x4)(t),..^ ,

N1(s) =  d i a j  N(4x2) (s), N(4x2) ( s ) , . . ^  ;

, 2(et — 1) 0 —6і —e* \  (  s 0 s s
M (2x4)(t) =  J I , N (4x2) (s) =  I

0 e* 0 0 / 0 0 0 0

3.3 .2 . П севдообернений оператор д о  інтегрального оператора  

Ф редгольм а з  виродж еним  ядром  у  гільбертовом у просторі.

Нехай H 1 — дійсний гільбертовий простір зі скаляр ним добутком (х ,у )и 1, 

x  e  H 1 , y  e  H b I  z(t)

значеннями в гільбертовому просторі H 1, вимірна у сенсі Бохнера [73
b

така, що / | z ( t ) y H 1 dt <  ж .  Визначимо на множині таких функцій
a

b
скалярний добуток (z(t),g(t)) =  f  z*(t)g(t)dt, де, як і раніше, ”*”

a
— операція транспонування. Визначений таким чином простір буде 

гільбертовим. Позначимо його L2( I , H 1). Норма елемента z(t) у цьому 

просторі визначається через скалярний добуток

z(t)yL2(i,Hi) =  7 (z ( t) ,z ( t ) )Hi
\

b
2

lz(t)yH1 d t.

H 1
l2 або інший гільбертовий простір.

Розглянемо побудову псевдооберненого оператора до інтегрального 

оператора
b

(Lz)(t) := z(t) — M (t) J  N (s)z(s)ds, (3.38)
a

де оператор-функції M (t)  =  { m j  (t)}i °=1 та N (t) =  { n j  (t)}ij = 1 — 

зліченновимірні матриці.
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Визначимо умови, при яких оператор (3.38) буде діяти з гілвбертового 

простору L 2( I , H 1) в себе. Для цього на зліченновимірні матриці M (t) та 

N (t)

Для того, щоб елемент p(t) =  N (t)z(t) належав простору L2( I , H 1) 

для будь-якого z(t) =  col{z1(t), z2( t ) , . . . ,  z j ( t ) , . . .}  є  L2( I , H 1) повинна 

виконуватись нерівність

то то 2
Е Е  n * j( t)z j( tn  <  то. (3.39)
*=1 \ j =1 /

Використовуючи нерівність Буняковського, отримаємо

b то b то /  то \  2

iip( t ) |L2(i,H1) =  І Е p2(t)dt = Е  ( Е n *j(t)zj ( t ) ) dt <
*=1 a *=1 \j=1 /

l 2(i,H1) =  J  (^  =  I \ (t )zj'
a

b то /  то \  2 b /  то \  2

< J  Е  Е  n *j ( t ) ) dt /  Е  zj ( t ) ) dt =
a *=1 ^ j= 1 2 a ^ j= 1 2

b то /  то \  2

= Е  ( Е n *j( t ) ) d t | z ( t ) |L2(i,h1) =  N02 |z ( t ) llL2(i,h1).
a *=1 Vj=1 j

Таким чином, якщо

b/ то
Е  n 2j( t)d t =  Nq <  то, (3.40)

a *,j =1

то елемент p(t) буде належати простору L 2( I , H 1).

Отже, доведено, що при виконанні умови (3.40) для будь-якого z(t) є

L 2( I , H 1) виконується (3.39) і, як наслідок, p(t) належить простору
b

L2( I , H 1). Очевидно, що J p(t)dt належить простору H 1.
a

Аналогічно доводиться, що при виконанні умови

b то
/  m 2? (t)dt =  M q <  то (3-41)

a *,j=1
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b
вектор-стовпець M (t J  N (t)z(t)dt належить простору L2( I , H 1).

a
Таким чином, при виконанні умов (3.40), (3.41) інтегральний оператор 

(3.38) діє з гільбертового простору L 2( I , H 1J  L 2( I , H 1).

Т ео р е м а  3.22. Нехай D : H 1 — H 1 — лінійний обмежений нормально 

розв’язний оператор. Тоді інтегральний оператор L : L 2( I , H 1) — 

L2( I ,  H 1) (3.38) — нормально розе ’язний.

Доведення. Для доведення необхідно і достатньо показати, що існують 

ортопроектори PN(L) : L 2( I , H 1) — N (L) та P N(L*) : L 2( I , H 1) — N (L*).

D =  /Hi -  A : H1 — H1 — лінійний обмежений
b

оператор, де A =  J  N (t)M (t)dt. Припустимо, що D — нормально
a

розв’язний оператор. Тоді існують ортопроектори P N(D) : H 1 — N (D ) 

та PN(D*) : H 1 — N (D*) на нуль-простори N (D) та N (D*) операторів D

та йому спряженого D )  P 2^ )  =  p n (D), P N(D) =  Pn (D), p Y(d*) =  P n (d*) , 

PN (D*) =  PN (D*).
Позначимо через PNo(D) звуження оператора P N(D) на підпростір N0(D), 

породжений системою лінійно-незалежних вектор-стовпців матриці-орто- 

проектора PN (d). Аналогічно п о з н  ачимо P No(D*) звуження опер атора P N (D*) 

на підпростір N0(D*), породжений системою лінійно-незалежних вектор- 

стовиців матриці-ортопроектора Pn(d*)-

Тоді, як показано у підрозділі 3.3.1, оператор-функції

X (t)  =  M (t)P No(D), ^ (t) =  N * (t)PNo(D*) (3.42)

є повними системами лінійно-незалежних вектор-функцій, які складають 

базиси нуль-просторів N (L) та N (L*) інтегральних операторів L та L*, 

відповідно.

Нехай
b b

а  =  [  X *(t)X(t)dt, в  =  [  ^ * ( t)^ ( t)d t—
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самоспряжені оборотні зліченновимірні матриці Грама, діють з

H 1 H 1

рядки зліченновимірних матриць X (t) та Ф(і ) — лінійно-незалежні. 

Покажемо, що

b

(Pn (l)z)(і ) =  X ( і ) а -1 /*X *(s)z(s)ds, (3.43)

b

(Pn (L*)f )(t) =  Ф(і)в _1 /  (s)ds (3.44)
a

-— ортопроектори на нуль-простори N (L) та N (L*) інтегрального оператора

(3.25) та йому спряженого, відповідно.

Доведення проведемо для оператора P n (L)- Д ля доведення необхідно і 

достатньо показати, що:

1  P 0L) =  PN(L), 2. P 0L) =  P N(L), 3. l p n (L) =  0.

Покажемо, що:

P P iv(L) =  PN(L).

b

(P0 L )z)(t) =  (PN(L)P N(L))z(t) =  X ( t ) a _ ^  X *(s){ X ( s ) a _1x
a

b b

x  J  X * ( t ) z ( t ) d ^ d s  =  X ( t ) a _ 1a a _ 1 J  X * ( t ) z ( t ) d r  =
a a

b

X (t)a_^  у* X *(t )z(t )dT =  (Pn (l)z)(t),
a

b
оскільки / X *(s)X(s)ds =  a ,  a  1a =  1No(D), де 1No(d) _  тотожний оператор

a
у підпросторі N0(D).
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2. PN(l) =  P N(L), тобто оператор PN(L) задовольняє співвідношенню

((P>N(L)z)(t),y(t))L2(I,H1) =  (z ( t )  (PN(L)y)(t))L2(I,H1).

( (PN (L)z )(і ) ,У(і )) L2(I ,Ні) (PN (L)z)* (t)y (t)dt

b b

X ( t ) a  1 X *(s)z(s)ds y(t)dt =  /  { /  [X*(s)z(s)]*dsx

b b

x [X (i)a  1] ^ y ( i ) d i  = /  z*(s)X**(s)(a 1)*X*(t)y(t)dsdt =
a a

b b

=  f  z*(s) X ( t ) a -1 f  X*(t)y(t)ds dt =

z*(s)(PN(L)y)(s)ds =  (z (t), (PN(L)y)(t))L2(L,H1)-

Таким чином, PN(L) =  PN(L).

3- P N(l) _  ортопроектор на нуль-простір оператора L, тобто LPN(L) =  0.

b b
1(LPN(Lz)(t) =  X ( i ) a  1 X*(s)z(s)ds -  M (t) / N (s)x

x | X ( s ) a  1 J  X * ( t ) z ( t ) d ^ d s  =  X ( i ) a  1 J  X * ( t )z (s )d s -
a a

b b

-M (t)APNo(D) a -1 f  X*(s)z(s)ds =  X ( t ) a -1 f  X*(s)z(s)ds-

M (і)[1ні -  D]PNo(D)a 1 X *(s)z(s)ds =  0,

b

b b

b

b b

b



141

оскільки M ( s)Pn0(d ) =  X (s), A =  1h 1 — D, D P n0(d ) =  0.

Таким чином, оператор P n (L) _  ортопроектор на нуль-простір N (L) 

L.

Доведення для оператора P n (l*) проводиться аналогічно.

L

розв’язний.

Позначимо

а  ( 1) =  PNo(D)a  1P No(D), / (  1) =  P No(D* )в  1P No(D*). (3.45)

Конструкцію псевдооберненого оператора L+ дає наступна теорема.

D

b b

(L+f)(t)  =  f  (t) +  M ( t ) D _ y  N (s ) f  (s)ds -  M ( t ) a (—1̂  M * (s)f  (s)ds+
a a

(3.46)
b b

+ M ( t ) a (—1)e (—1) У  N (s ) f  (s)ds -  N*(t)/3(—1̂ У  N (s ) f  (s)ds
a a

є єдиним обмеженим псевдооберненим оператором до інтегрального
D -

D

Доведення. Використовуючи зауваження 3.5 до теореми 3.8 маємо, що 

в загальному вигляді псевдообернений оператор представляється

L+ =  (1L2(I,Hi) _  P N(L))L _ (1L2(I,Hi) _  PN(l*)), (3.47)

L -  L

якого за теоремою 3.21 візьмемо оператор

b

(L _ f  )(t) =  f  (t) +  M ( t j D ©  N (s ) f  (s)ds.
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Розкривши дужки у співвідношенні (3.47), отримаємо

L+ =  L _ -  PN(L)L _ +  PN(L)L _P N(L*) -  L _ PN(L*), (3.48)

Обчислимо кожен із доданків формули (3.48).

b

(Pn (L)L- f  )(t) =  X ( t ) a - 1 / X*(s){ f ( s ) +

b

+ M (s )D _  I N ( t ) f  (t)dTj>ds =  X ( t ) a -1 f  X *( s ) f  (s)ds+
a

b

+ X ( t ) a _1PN*o(D)MD_ N (s ) f (s )d s  =No(D)'
a

b
1=  X ( t ) a  /  X *(s)f(s )d s  =  (PN(L)f )(t),

a

оскільки X*(s) =  PN0(d )M*(s), M  =  J ab M *(s)M (s)ds — самоспряжена мат­

риця, PNo(D)M  =  MjPNo(D)0 PNo(D)D _ =  0.

(PN(L)L P N(L*)f ) ( t)  =  (PN(L)P N(L*)f ) ( t )  =  
b b

=  X ( t ) a -1 J  X * ( s ) jФ Ц )в-1 J  Ф*(т) f  ( t ) d ^ d s  =
a a

b

=  X  ( t ) a -1PNo(D)A*PN0(D*)e- 1 /  # * (s ) f  (s)ds =
a

b

=  X ( i ) a -1P(*o(D)[lH1 _  D*]PN0(D*)e- 4 # *(s)f(s)ds =
a

b

=  X ( t ) a _1P^o(D)P No(D*)e ^  /  Ф*(s ) f  (s)ds,

b
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ОСКІЛЬКИ J X *(s^ (s)ds =  P No(D) J M *(s)N *(s)dsPNo(D*) =  PNo(D) A*P No(D*),
a

A* =  1H1 -  D *, a D *P No(D*) =  °.

b

(L_P N(L*)f  ) ( t ) =  Ф (і)в^  /  Ф*(s ) f  (s)ds +
a
ъ

+ M ( t ) D _ y  N (s ){ Ф(я)в_ ^ Ф*(т) f ( t )d ^ d s  =
a a  

b b

=  Ф (і)в - 1  f  Ф*(s)f (s)ds +  M(t)D_NPNo(D*)e-1 /  Ф*(s)f (s)ds

b

=  Ф (і)в- 7  < F(s)f  (s)ds =  (Pn (l*)/)(i),
a

b b
*) =  N P No(D*),оскільки J  N ( s ^ ( s ) d s  =  /  N (s)N *(s)dsPNo(D*) =  N P No(D*), а внаслідок

a
b

самоспряженості операторів N  =  J  N (s)N*(s)ds та P N(D*) маємо, що

N P No(D*) =  PNo(D*)N x  D _P No(D*) =  0.
Підставивши отримані результати у формулу (3.48) та використавши 

позначення (3.39), (3.45), отримаємо псевдообернений оператор до інтег­

рального оператора (3.48) у гільбертовому просторі L 2( I , H 1)

b b

(L + f )(i) =  f  (t) +  M (t)D _  У  N (s ) f  (s)ds -  M ( t ) d (_ 1̂ У  M * (s)f  (s)ds+
a a

(3.49)
b b

+ M ( t ) a (_1)/3(_1̂ У  N (s ) f  (s)ds -  N*(t)/3(_1̂ У  N (s ) f  (s)ds.
a a

Обмеженість псевдооберненого оператора (3.46) випливає з обмеженості 

оператор-функцій M ( i ) ,N (і ) та оператора D_.

b
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D -

формулі (3.4-6) мож на взят,и псевдообернений оператор D+.

3.3 .3 . А налог конструкції Ш м ідта  для  побудови  

псевдооберненого оператора д о  інтегрального оператора Ф ред­

гольм а з  виродж еним  ядром . У теоремі 3.12 було розглянуто

L

у гільбертових просторах, dimN(L) =  dimN(L*) <  ж  (оператop L — 

фредгольмовий) або dimN(L) =  ж ,  dimN(L) =  ж ,  N (L) та N (L*)

L

визначення лінійних операторів P n (l*) та P n (l*) за формулами (2.23) 

дозволяє запропонувати ще одну конструкцію псевдооберненого оператора 

до топологічно фредгольмового.

Розглянемо побудову псевдооберненого оператора до нормально 

розв’язного інтегрального оператора Фредгольма з виродженим ядром

b

(Lz)(t) := z(t) — M (t) J  N (s)z(s)ds, (3.50)
a

що діє з скінченновимірного дійсного гільбертового простору L2( I , R n) 

( I  =  [a,b]) у себе за "вдосконаленою" конструкцією Шмідта.

Нехай вектор-стовпці (n х m)- вимірної матриці M (t), вектор-рядки 

(m х п)-вимірної матриці N (t) належать до гільбертового простору 

L 2 ( I , R n), а союзне однорідне рівняння (L*z)(t) =  0 має нетривіальні 

розв’язки, тобто оператор (3.50) не всюди розв’язний.
b

Позначимо D =  E m — A, A =  J  N (t)M (t)d t — (m x т)-вимірну сталу
a

матрицю, де E m — m -вимірна одинична матриця, Pn(d) : R m — N (D )

та p n(d*) : Rm — N (D*) — (m x m ) -B H M ip n i матриці-ортопроектори на 

нуль-простори N (D ) та N (D*) матриць D та D*, відповідно.
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Нехай rank D =  m —r  (rank D* =  m —r). Тоді (m x m ) -B H M ip rn  матриці- 

ортопроектори P n (d) та P n (d*) мають no r  лінійно незалежних стовпців, з 

яких складемо (n х г Цвиміцні матриці Pvr(d) та P y ( d*), відповідно.

Lz =  0

L*y =  0

де X r (t) =  M (t)P v r(d), Фг(t) =  N *(t)Pvr(d*) — (n x r )-вимірні

фундаментальні матриці, стовпці яких, відповідно, складають базиси нуль- 

просторів N (L) та N (L*) оператоР*в L та L*, cr e  R r і dr e  R r — довільні 

r

Позначимо M (t) =  [M(t) —Фг(t ) a —1] — (n x (m+r))-BHMipny матрицю, 

яка складена з матриць M (t) та —Фг(t ) a —1, а N (t) =  col[N(t) X*(t)] — 

( (m + r) x складена з матриць N (t) та X * ( t )  а —1 і

в —1 матриці, які обернені до (r х г) - в н м і р н н х  симетричних матриць Грама

S  1 — ((m +  r) х (m +  r ))-вимірну матрицю, яка обернена до неособливої 

матриці S  =  I  — B, де

z(t) =  X r (t)cr , y(t) =  Фг (t)dr ,

b b

a a

b

a
rank D =  m  -  r.

(L+f  )(t) =  (L +  P  N (L*)) 1 — P  N (L)) f  )(t)

b b

f  (t) +  M  (t)S / N  (s ) f  (s)ds — X r ( t ) / / Ф * Ц 7  (s)ds
a a
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є обмеженим псевдооберненим оператором до інтегрального оператора

(3.50).

Доведення. За формулами (2.23) побудуємо оператори 

Pn(l*) : L 2 ( I , R n) ^  N (L*) та P n (l)  : L2 ( I ,  R n) ^  N (L)

(P  N (L*)z)(t) =  Фг ( i)a  1 Xr*(s)z (s)ds,

(3.51)
b

1(p n  (L)y)(t) =  X r (t)e  Ф*(ф у (ф ж

За лемою 2.7 оператор L +  P N(L*) має обмежений обернений, тобто 

інтегральне рівняння

[(L +  р  n  (l*) )z](t) =  f  (t) (3.52)

однозначно розв’язне при будь-якій правій частині.

Для знаходження розв’язку рівняння (3.52) запишемо його у вигляді:

(Lz)(i) =  [(L +  P  n  (l*) )z](t) =
b b

=  z(t) -  M (t) f  N (s)z(s)ds +  Фг( t ) a -1 f  X*(s)z(s)ds =  (3.53)

b

=  z(t) -  M (t) J  N (s)z(s)ds =  f  (t).
a

Розв’язки рівняння (3.53) мають вигляд:

z(t) =  f ( t )  +  M (i)S  1 I N (s)f(s)ds .

b

b
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Тоді за теоремою 3.12

(L+f) ( t )  =  (L +  P N(L*)) 1 -  P N(L))f)( t)

(3.54)

=  f  (i) +  M ( t )S _1 / N ( s ) f  (s)ds _  X r ( t ) e _1 / Ф Д Д  (s)ds =1

=  f  (t) +  M 1(t) J  N 1 ( s ) f  (s)ds.
a

П риклад 3.9.

Знайдемо псевдообернений оператор до лінійного обмеженого інтег­

рального рівняння Фредгольма другого роду з виродженим ядром

Lz(t) := z(t) _
0 0 і  -  1 

1 0 0

(
2

1 0
3s 0

\  т  0

z (s)ds, (3.55)

де z(i) =  col (x1(t), x2(t)) та f  (t) =  col ( f 1(t), f 2(t)) належать простору 

L2([0, 2], R 2), t є  [0, 2].

Д л я  знаходження базисів ядер  ker L та ker L* операторів L та L* 

р о зв’яжемо однорідні рівняння

(Lz )(t) =  0, (L*y) ( t ) = 0. (3.56)

Розв ’язк// шукатимемо у  вигляді:

z(t) =
0 0 t -  1

1 0 0
c; y (t) = d. (3.57)

b b

b

2
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Д л я  цієї задачі матриця

A =

0 1  

0 0  

t -  1 0

0 1 ?  .2 I dt 
t -  2 0 0

^ 1 0  0 ^  

0 0 0

\ 0 0 ¥

Тоді

D =  D* =  (E3 -  A) =

V

0 0 0

0 1 0

0 0 0

PN (D) =  P N (D*)

/

^ 1 0  0 ^  

0 0 0  

0 0 1

Оскільки, rank D =  1  r  =  2 і P v ( d) =  PNr (D) =  P Nr (D*)

1 0  

0 0  

0 1

,

Xr (t) =
0 0 t -  1

1 0 0
PNNr (D)

0 t -  1 

1 0

Фг (t) =
0 1 f

t -  2 0 0
PNNr(D*)

0 —0 2

t _  2 0

Таким чином, стовпці матриць X r (t) та Фг (t) складають базиси, 

відповідно, нуль-просторів N (L) та N (L*) операторів L та L*.

За формулами (3.51) побудуємо оператори

(Р  N (L* )z )(t)
00 4

2t-1 0

0 1  

s -  1 0
z(s)ds,

(P  N (L)y)(t)
0 s _  2
3s 0
2 0

y (s)ds.

2
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Оператор (Lz)(i) =  (L +  P N(L*)z)(t) матиме вигляд:

(Lz)(t) =  z(t) -
0 0 t -  1

1 0  0 _ 2t±1

00 4

0
X

X
0

T

s -  2 0  0  1 0
z(s)ds.

Оператор, обернений до оператора L, буде мати вигляд:

(L _ f  )(t) =  f  (t) +
0 0 t -  1 0 -

1 0 0 _2t+1
S - 1 X

0

X
0

s -  2 0 0 1 0
f(s )d s , S  1 =

V

12 0 7 0

0 0

0 1  -  2 0

9 0

0

0

0 0  12 0 -  2

0 0 0

0

Тоді, використовуючи формулу (3.54), отримаємо псевдообернений 

оператор

(L + f )(t) =  f  (t) +
0 0 2t_5

12
_3(8t_1)

7

0

0 0 - 2

_3(t_1)
2 0 1--

0 - 60 7 0
X

X
0

s -  2 0 0 1 0

0 —0 2

s -  2 0
f  (s)ds.

(3.58)

к

*
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Висновки до  третього р озд іл у

Використовуючи доведені у другому розділі леми, які узагальнюють 

лему Е. Шмідта на випадок кожного з класів узагальнено оборотних 

операторів, у третьому розділі розглянуто загальні підходи до побудови 

обмежених узагальнено-обернених у банахових та псевдообернених 

операторів у гільбертових просторах до узагальнено оборотних 

операторів, які застосовані до узагальненого обернення та псевдообернення 

інтегральних операторів Фредгольма з виродженим ядром у банахових та 

гільбертових просторах.

У цьому розділі:

1. Доведено теореми, в яких отримано формули для побудови 

узагальнено-обернених операторів до топологічно нетерових 

у банахових просторах, лівих, правих псевдообернених та 

псевдообернених операторів у гільбертових просторах.

2. Доведено теореми, в яких отримано формули для обчислення 

узагальнено-обернених операторів до топологічно фредголвмових 

у банахових просторах, які узагальнюють відому конструкцію 

Е. Шмідта, а також формули для побудови односторонньо 

псевдообернених та псевдообернених операторів до топологічно 

фредголвмових операторів у гільбертових просторах.

3. Отримано конструкції узагальнено-обернених операторів, лівого,

n d

та нетерового у банахових та гільбертових просторах, відповідно.

4. Для інтегральних операторів Фредгольма з виродженим ядром 

у банахових просторах встановлено умови їх топологічної 

фредгольмовості та запропоновано конструкції обмежених 

узагальнено-обернених операторів.
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5. Для інтегральних операторів Фредгольма з виродженим ядром у 

гільбертових просторах встановлено умови їх нормальної розв’язності 

та запропоновано формули для обчислення псевдообернених 

операторів.

6. Побудовано псевдообернений оператор до інтегрального оператора 

Фредгольма з виродженим ядром за "вдосконаленою" конструкцією 

Е. Шмідта у скінченновимірному гільбертовому просторі.
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Р О З Д ІЛ  4 

Л ІН ІЙ Н І К Р А Й О В І З А Д А Ч І Д Л Я  ІН Т Е Г Р А Л Ь Н И Х  

Р ІВ Н Я Н Ь  Ф Р Е Д Г О Л Ь М А  У  Б А Н А Х О В И Х  П Р О С Т О Р А Х

Крайові задачі для багатьох класів диференціальних, 

функціонально-диференціальних, інтегральних, інтегро-диференціальних 

рівнянь та інших рівнянь можна записати у вигляді лінійного рівняння з 

нормально розв’язним оператором, що діє у банахових, або гільбертових 

просторах. Такий запис дозволяє використовувати для їх аналізу методи 

функціонального аналізу та теорії операторів у функціональних просто­

рах. Відмова від окремих специфічних труднощів, притаманних кожній 

конкретній задачі, дає можливість зосередитись на дослідженні її більш 

глобальних закономірностей.

У попередньому розділі були отримані умови існування та 

запропоновані конструкції узагальнено-обернених операторів у банахових 

та гільбертових просторах.

У цьому розділі розглянуті в загальному вигляді умови розв’язності та 

побудовані загальні розв’язки нормально розв’язних операторних рівнянь 

та крайових задач для них, які застосовані для встановлення умов розв’яз­

ності та структури загальних розв’язків інтегральних рівнянь Фредголь­

ма з виродженим ядром та крайових задач для них у банахових та 

гільбертових просторах.

4.1. У м ови існування та загальний вигляд р о зв ’язків  

норм ально р о зв ’язних операторних рівнянь

Розглянемо в загальному вигляді умови розв’язності та способи 

побудови розв’язків операторних рівнянь з лінійними узагальнено
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L

торах вектор-функцій.

Нехай 1ж (І ,  B 1) — банаховий простір обмежених вектор-функцій z(t),

I

торі B b z (•) : I  — B 1 з рівномірною нормою || |z (t) | | |  =  sup ||z(t) | |Bi, а
teI

1ж (! , B 2) — банаховий простір обмежених вектор-функцій f  (t), визначених

на тому ж  проміжку I  зі значеннями у банаховому просторі B 2, f  (•) :

I  — B 2 з рівномірною нормою | | | f ( t ) | | |  =  su p | |f ( t ) | |B2. Позначення цих
teI

функціональних просторів запозичені з монографії О. Я. Хелемського [208, 

с. 81].

Розглянемо задачу про умови розв’язності та загальний вигляд 

розв’язків лінійного операторного рівняння

(Lz )(t) =  f  ( t )  (4-І)

де L : 1ж ( I , B 1) — 1ж ( ! , B 2) — узагальнено оборотний оператор.

Цю задачу будемо роз’язувати з використанням обмежених проекторів 

P N(L) : 1ж ( I , B 1) — N (L), P YL : 1ж ( I , B 2) — Yl та запропонованих 
у теоремах 3.1, 3.3, 3.4, 3.5, 3.9, конструкцій узагальнено-обернених 

L -  L.

L

рівняння (4-7) розв’язне для т их і лише т их  f  (t) e  1ж ( ! , B 2)7 для яких  

виконується умова

(P yl f  )(t) =  0 (4.2)

і при цьому має сім ’ю розв ’язків

z(t) =  (P N(L)z)(t) +  (L_ f  )(t), (4.3)

de p N(L) : 1ж ( I ,  B 1) — N (L), Pyl : 1 » ( I ,  B 2 ) — y L ^  нескінченновимірні 

обмежені проектори, P N(L)Z — загальний розв’язок відповідного (4-7)
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однорідного рівняння  Lz =  07 i( i )  — довільний елемент, банахового прос­

тору Б ( І , B 1 )7 L_ — обмежений узагальнено-обернений оператор до 

L
L

N (L) і образ R(L) доповнювальні у банахових просторах 1 ^ ( I , B 1) та 

W I , B 2 ), відповідно. Тоді загальний розв’язок рівняння (4.1) є прямою 

сумою z(t) =  5(і) +  z(t), де 5(t) — загальний розв’язок однорідного рівнян­

ня

(Lz )(t) =  0, (4.4)

a z(t) — частинний розв’язок неоднорідного рівняння (4.1).

З означення проектора P N (L) на нуль-про стір N  (L) операто pa L маємо, 

що загальний розв’язок однорідного рівняння (4.4) має вигляд

4 і ) =  (PN (L0)( t) , (4-5)

де i( t )  є  N (L) с  1TO( I , ВЦ, a i( i )  — довільний елемент простору 1 ^ ( I , B 1).

L

рівняння (4.1) є нормально розв’язним. Для його розв’язності необхідно 

і достатньо [132], щоб елемент f  (і) є  1^(1, В 2) належав образу R  (L) 

оператора А  3 доповнювальності образу R(L) та означення проектора

маємо, що R (L) =  N  (PYl). Таким чином, умова (4.2) гарантує

приналежність елемента f  (і ) образу R (L) операто pa L.

При виконанні умови (4.2) частинний розв’язок z(t) неоднорідного рів­

няння (4.1) знаходиться за формулою

4 і ) =  (L_f  )(t),

L _ L.

Підставивши розв’язок (4.3) у рівняння (4.1), та враховуючи 

співвідношення LL_ =  Цщдвд _  P yl та P yl f  =  0, отримаємо:

Lz =  L P w(l)Z +  LL-  f  =  LL-  f  =  ( I , ^ )  _  P y , ) f  =  f.
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Теорему доведено.

З а у в а ж е н н я  4.1. Д л я  топологічно фредголъмових операторів теорема

4-1 формулюється аналогічно.

L

топологічні базиси Шаудера, то загальний розв’язок (4.5) однорідного рів­

няння (4.4) можна записати в іншому вигляді.

Нехай оператор L діє з банахового простору B C ( I , B 1) неперервних

z(t) I

зі значеннями у сепарабельному банаховому просторі B p  z (•) : I  —— B 1

нормою || |z (t) | | |  =  sup ||z(t) | |b 1 У банаховий прo c H p B C ( I , B 2) неперервних
teI i

обмежених вектор-функцій f  (t) визначених на тому ж  проміжку I  зі

значеннями у сепарабельному банаховому просторі B 2, f  (•) : I  — B 2 з

нормою | | | f ( t ) | | |  =  s u p | f ( t ) | |B2, які є підпросторами банахових просторів
teI

W I , B 1) 1ж ( I , B 2 ), відповідно [208, с. 85].

Тоді банахові простори B C ( I , B 1), B C ( I , B 2) мають базиси Шаудера. 

Як і раніше, позначимо, відповідно, через ц та v розмірності нуль- 

просторів N (L) та N (L*) оператоР*в L т а  L*; ц =  dim ker L, v =  dim ker L*. 

Таким чином, ц та v, в залежності від класу оператора L, можуть 

дорівнювати або нулю, або скінченному цілому додатньому числу, або 

нескінченності.

Використовуючи формули (2.12) для проектора P n (l) та позначення 

(2.11), загальний розв’язок Z(t) e  N (L) однорідного рівняння (4.4) 

запишеться у вигляді лінійної комбінації базисних векторів { f i(t)}f=1 ядра 

L
м

z(t) =  (PN(L)Z)(t) =  Y l  f i(t)ci =  X M(t)cM
i=1

де X (t)  =  [f1(t), f 2( t ) , . . . ,  f M(t)] — матриця, яка складена з базисних 

векторів { f i(t)}f=1 нуль-простору оператора L, см =  (Г£)(-) =  col ( J Z ) ) ) ,  

(y2z)(^),. . . ,  (yMZ)))) — довільний вектор-стовпець констант.



156

При виконанні умови (4.2) формула загального розв’язку рівняння (4.1) 

набуде вигляду

z (t) =  X M( t ) x  +  (L_ f  ) ( t) .

Далі сформулюємо без доведення теореми про розв’язність та 

представлення розв’язків операторного рівняння (4.1) з узагальнено 

оборотними n -нормальними та d-нормальними операторами L.

Т ео р е м а  4.2. Нехай L — узагальнено оборотний n -нормальний оператор 

(у  =  dim N (L) <  тоф Тоді операторне рівняння (4-1) розв’язне для т их і 

лише т их  f  (і) є  Б ( І , В 2); для яких виконується умова

(Py, f  )(t) =  0

у • • t/ уі при, цьому має у-параметричну сім ю лт ш но-незалеж них розв язкгв

z(t) =  X M( t ) x  +  (L_ f  )(t),

де X M(t) — матриця, яка складена з у  лінійно-незалеж них базисних век­

торів нуль-простору N (L), см є  R M довільний сталий вектор, L_ —

L

L n

г ker L =  {0}. ТоЛ операторне рівняння (4-1) розв’язне для т их і лише 

т их  f  (і) є  Б ( І , В 2); які задовольняють умову (4 -Ю і при цьому має 

єдиний розв ’язок

z(t) =  (L_ 1 f  ) ( t) . (4-б)

Доведення. Дійсно, оскільки ker L =  {0}, то P N(L) =  0 ̂ cl v i> (L 

наслідком 3.1 з теореми 3.3 узагальнено-обернений оператор L_ =  L- 1. 

Тоді формула (4.3) для представлення загального розв’язку рівняння (4.1) 

набуває вигляду (4.6).
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d

тупна теорема.

L d

(v =  dim N (L*) =  dim YL <  ж). Тоді операторне рівняння (4-7) розв’я з­

не для т их і лише т их  f  (t) e  1ж ( I ,  B 2), які задовольняють v лінійно- 

незалеж ним умовам

(P yl f  )(t) =  0

i npw цьому має сім ’ю розе ’язків

z(t) =  (P N(L)Z)(t) +  (L_ f  )(t),

de P N(l) _  нескінченновимірний обмежений проектор, Z(t) — довільний 

елемент банахового простору 1ж ( ! , B 1), L_ — обмежений узагальнено-

L 

L d

і ker L* =  {0}. Todi операторне рівняння (4-7) розв’язне при, будь-якому 

f  (t) e  1ж ( I ,  B 2) i npw цьому має с ім ’ю р о зв’язків

z(t) =  (PN (L)Z)(t) +  (L_ 1f )(t), (4.7)

de Z(t) довільний елемент банахового простору 1ж ( ! , B 1), L—1 —

L

Доведення. Дійсно, оскільки ker L* =  {0}, то Pyl =  0 

наслідком 3.2 з теореми 3.4 узагальнено-обернений оператор L_ =  L-1 . 

Тоді формула (4.3) для представлення загального розв’язку рівняння (4.1) 

набуває вигляду (4.7).

Далі сформулюємо без доведення теорему про розв’язність 

операторного рівняння (4.1) з нетеровим оператором. Внаслідок
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R(L) 

N(L)

операторних рівнянь з нетеровим оператором справедливе наступне 

твердження.

Т ео р е м а  4.4. Нехай L — нетеровий оператор (у =  dim N (L) <  то, 

v =  dim N (L*) =  dim YL <  то). Операторне рівняння (4-1) з лінійним  

f ( t )

для яких виконується v лінійно-незалеж них умов

(Py, f  )(t) =  0,

у

лінійно-незалеж них розв’язків

z(t) =  (PN(L)4(t) +  (L_ f ) ( t )  =  X M(i)cM +  (L_ f ) ( іХ

de X^(t) — матриця, яка скла,дена з у  лінійно-незалеж них базисних 

векторів нуль-простору N (L), см є  R M довільний сталий вектор, L_ —

L

L ker L =  {0}

f ( t )

v =  dim N (L*) лінійно-незалеж ним умовам

(Py, f  )(t) =  0

г npw цьому має єдиний розв ’язок

z(t) =  (L_ 1 f  ) ( t) . (4-8) 

Дійсно, оскільки dim N (L) =  0, то X M(i) =  0 і з наслідку 4.1 маємо 

формулу (4.8).
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Н а с л ід о к  4.4. Нехай оператор L — нетеровий і dim YL =  0. Тоді рів­

няння (4 -1 ) розв’язне для будь-яких f  (і) і при цьому має у-параметричну 

сім ’ю розв ’язків

Д ій сн о , о с к іл ь к и  dim YL =  0, то  P Yl =  0 і у м о в а  р о з в ’я зн о с т і буде 

в и к о н у в а т и с я  д л я  б у д ь -я к и х  f  (і). Т оді з  н а с л ід к у  4.2 м а єм о  ф о р м у л у  (4.9).

L

гільбертових просторах, то у теоремах 4 -1  -  4-4  замість узагальнено-

L _ L+

проекторів P N(l) та P Yl будуть, відповідно, ортопроектори P N(L) та

P yL

ицо умова розв’язності (4-55) еквівалентна умовам

функціоналів, які є базисом, нуль-простору N (L*).

П р и к л а д  4.1.

Знайдемо умови р о зв ’язності і загальний вигляд р о зв’язків  

операторного рівняння

z М  =  М Д Щ  +  (L_ 1f ) ( t ). (4.9)

(Ф / )(-) =  0, (4.10)

де ф — матриця (2 .1 1 ) складена з v лінійно незалеж них вектор'

Qx =  У (4.11)

де оператор Q заданий матрицею
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і діє з банахового простору c — обмежених послідовностей, що збігаються 

до скінченної межі x  =  {<4(i)} ,i  =  1, 2 , 3 , . . . ,  у  простір c таких же 

послідовностей y =  {n(i)}  j  =  1, 2 , 3 , . . . ,  Q : c — c.

У прикладі 3.1 були побудовані обмежений узагальнено-обернений 

Q -  Q

Q =  diag

та обмежені проектори

P N (Q) =  diag

0 0

1 0

0 0

1 0

1 0

1 0

P Yq =  diag

1 0

1 0

0 0 \ j 0 0 

0 1 , 0 1

Використовуючи теорему 4.1 отримаємо, що операторне рівняння (4.11) 

має р о зв ’язки  д л я  тих і лиш е тих y e  c, y =  col(n(1)П(2), П(3), . . . )  ЖІ' 

задовольняють умову

p Yq y =

( 0 0 0 0 0 . .. /  п(1) \ 0

0 1 0 0 0 . п(2) п(2)

0 0 0 0 0 . п(3) 0

0 0 0 1 0 . п(4) = п(4)

0 0 0 0 0 .

0 0 0 0 0 . п (і) n (2k)

\

=  0.

\  /  \  - /  \  . . .  /

y e  c, 

y =  col(n(1), 0, n (3), 0 ,n (5), 0, . . . ) .
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Д л я  таких у  є  с операторне рівняння (4.11) має сім ’ю розв ’язків

+

\

/ 1 0 0 0 0

- 1 0 0 0 0

x =  P N(Q)x + Q - у = 0 0 1 0 0

0 0 - 1  0 0

V

0 0 0 0 0 0 . . .  ^
/ п(1) ^

1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 п (3)

0 0 1 0 0 0 0 =

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 1 0 П (2k_1)

. . . V . . .

( д )  \

с '2' 

£(.)

+

. . .  . . .

I  0

С(1) +  п(1)

£3)

£(3) +  П(3)

— г

 С (2k_1) +  n (2k_1)

/

де x =  col(£(1), С(2), С(3), . . . ,  С(i), . . . )  _  довільний елемент банахового прос- 

с.

П р и к л а д  4.2.

Знайдемо умови р о зв’язності та загальний р о зв’язок операторного рів­

няння

Qx =  у,

де оператор Q, заданий матрицею Q =

/ і  0 і 0 і \2 0 4 0 8 . . .

0 0 0 0 0 . . .

\  1 0 4 0 8 . . . /

T
(4.13)

ДІЄ з

евклідового простору R 3 у  гільбертів простір 12.
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У прикладі 3.2 були побудовані обмежений узагальнено-обернений 

оператор

¥ 0 0 0 0 0  . . л

Q -  = 0 0 0 0 0 0 . . .  

у 0 0 4 0 0 0 . . . у

та обмежені проектори

N

P yo =

1 0 0

V (q) = 0 1 0 ,

- 1 0 0

1 0 - 2 0 0 0

0 1 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0

0 0 1
2 0 1 0

V .....................................................
Тоді за теоремою 4.2 рівняння (4.13) р о зв’язне д л я  тих і тільки тих 

y e  12

P Yq у =

V

1 0 - 2 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1 0 0 0

0 0 1
2 0 1 0 0

\ y1

y2 

y3 

y4 

y5 

. . .

=  0. (4.14)
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Умову (4.14) задовольняє, наприклад, вектор

y =  0 ,yз, Ф 2 у3, ф 1 yз, 0 , . . . ) .  (4.15)

При виконанні умови (4.15) рівняння (4.13) має сім’ю р о зв ’язків

X =  P n (q)Z +  Q y =  X r(Z )  +  Q y =  X c  +  Q y,

T

X =

1 0

V

0 1

1 0 /

г  =

1 0  

0 1  

0 0

, Z e  R 3, c =  г (Z) e  R 2.

Таким чином, загальний р о зв’язок рівняння (4.13) має вигляд:

x =  X c  +  Q у =

1 0

V

0 1

1 0

+  Q y =

( c1 0 0 0 0

С2 + 0 0 0 0

V c1 0 0 4 0 /

/

2у3 \  

0

y3 

0

2 У3 

0 

. . .

/ \c1 

c2

c1 +  4y3

П риклад 4.3.

Знайдемо умови р о зв’язності і загальний р о зв ’язок операторного 

рівняння

Qx =  y,
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Q

Q =  diag
1 - 1  \  j  1 - 1  

0 0 , 0 0

діє з гільбертового простору 12 — числових послідовностей X =  col (4(1),
ж

4 <2),4<3) , . . . , 4  <*»,...), д л я  яки х  £ ( 4 <*>)2 <  ж
i=1

12 числових послідовностей У =  col (п(1), П(2), п(3) . . . , n (j), . . . )  Дл я  ЯКИХ
ос
£ ( п <л)2 <  ж .
j =1 Qx =  0

побудуємо ортопроектор Pn <l) . Нуль-простір оператора Q є підпростором 

простору 12 і має повний ортонормований базис { fk}, (k =  1, 2 ,3 , . . . ) ,  з 

векторів якого складемо ( ж  х ж )-вимірну матрицю X :

(
72 0 0

72 0 0

0 0

0 0

\

0 112 0 0  

0 112 0 0

0

0

V ..................................
Тоді ортопроектор Pn<q) матиме вигляд: 

P n  <q) =  X X  * =  diag

Д л я  встановлення умов р о зв ’язності рівняння (4.16) побудуємо 

ортопроектор P n <q*) на нуль-простір oneparnpaQ*. Матриця, яка складена 

з лінійно-незалеж них р о зв’язків однорідного спряженого р івнянняQ*g =  0, 

має вигляд:

Ф =  diag
0 0

1 0

0 0

1 0
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P n  (q*) =  ФФ* =  diag

Тоді
^ 0 0  \  /  0 0

0 1 , 0 1

Псевдообернений оператор Q+, побудований за формулою (3.17) має

И И І У/ я т /  *

Q+ =

(  1
2
1 
2

0 0 0 \

0 0 0 . . .

0 0 0

0 0 - 1 0 . . .

V /
За теоремою 4.1 рівняння (4.16) має р о зв ’язок д ля  тих і тільки тих 

у є  Б  у =  col(n(1), п(2), п(3). . . )  які задовольняють ум ову

PN (Q*)y =

( 0

0

0

0

0

1

0

0

0

0

0

0

0

0

0

1

\

\ /

п(1) 0
п(2) п(2)

п(3)
=

0

п(і) п(2к)

. . . . . .

=  0. (4.17)

у є  12 

у =  col (п(1), 0, п(3), 0, П(5), 0, . . . )  

у є  12

/  1
2

1
2 0 0 0 . .. P  11

2
1
2 0 0 0 . С

x =  P n  (q)X +  Q+y = 0 0 1
2

1
2 0 . С(3) +

0 0 1
2

1
2 0 . С(4)

\ / . . .
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оооі—11 СП

п (1) Д  0 + 0 + п ш д

Оооі—11 СП 
1 0 1 0  +  С (2) _  „ ( Ц

+ 0  0  2  0  . . . п (3) = 2  0  +  Д  +  „ Д

0  0  - 2  0  . . . 0 2 ( 0  +  у »  _  „ ( у

V ......................................................) . . . . . .

де x =  col (С 1 , £2 , Сз, . . . , Сі, . . .) _  довільний елемент гільбертового просто­

РУк,  co l(2( (Д  +  Д ) ,  1 ( Д  +  0 ) ,  2( Д  +  Д ) ,  2( Д  +  Д ) , . . . )  вектор
АГҐ/Л\ і п(3) п(3) А "з нуль-простору N  (Q), а вектор col (-у-, —4 ,  -у-, — -у-, . . . )  — єдинии час­

тинний р о зв ’язок операторного рівняння (4.16).

4.2. Р о зв ’язок  інтегральних рівнянь Ф редгольм а з  виродж еним  

ядром

Доведені у попереднвму підрозділі загальні теореми про розв’язність 

та структуру розв’язків нормально розв’язних операторних рівнянь у 

банахових та гільбертових просторах застосуємо до дослідження умов існу­

вання та представлення загальних розв’язків інтегральних рівнянь Фред­

гольма з виродженим ядром у банахових та гільбертових просторах.

4.2 .1 . Р о зв ’язок  інтегрального рівняння Ф редгольм а з вирод­

ж ен и м  ядром  у  банаховом у просторі. Розглянемо у банаховому 

B 1

b

(Lz)(i) := z(i) -  M (t)  J  N (s)z(s)ds =  f  (t), (4-18)
a

де вектор-функція f  (t) діє в відрі:жа I  =  [a, b] у баиахів простір B y  f  (t) є  

C ( I , B 1) :=  { f (■) ^  B 1, | f  II =  s u p | f ( і) | |в ,}, C ( I , B 1) — банахів простір 

неперервних на I  вектор-функцій, оператор-функції M (і) та N (t) діють
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з банахового простору B 1 у себе, сильно неперервні з нормами | | |M ||| =

sup ||M (t) | |Bi =  M 0 <  ж  та | | |N ||| =  sup ||N (t) | |Bi =  N0 <  ж .  
teI i teI i

Розв’язок рівняння (4.18) будемо шукати у банаховому просторі

C ( I , B 1) — неперервних на проміжку I  =  [a, b] функцій z(t), які набувають

значень у дійсному банаховому просторі B 1.

Як було показано у параграфі 3.3, при умові, що лінійний обмежений

оператор D  — узагальнено оборотний ( D  =  / в 1 _  A, A =  /  N (s)M (s)ds
a ^

L

(4.18) справедлива наступна теорема.

Т ео р е м а  4.5. Нехай D : B 1 — B 1 — обмежений узагальнено оборотний

оператор. Тоді при, виконанні умови і т ільки при, пій
b

(P y lf ) ( t)  =  M W Pyd /  N (s )f (s )d s  =  0 (4.19)
a

операторне рівняння (4-18) розв’язне і має с ім ’ю розв’язків

z (t) =  M  ( t)P v  <d )Z +  (L _ f  )(t),

de M ( t )P N<d) — оператор розв’язку відповідного (4-18) однорідного інтег­

рального рівняння, Z — довільний елемент банахового простору B 1, L_ —

L.
Доведення. Запишемо рівняння (4.18) у вигляді

z(t) =  M (t) c +  f  (t), (4.20)

b
де c =  J  N (s)z(s)ds. Застосувавши до обох частин рівняння (4.20)

a
оператор-функцію N (t) та проінтегрувавши їх на проміжку [a, b] 

отримаємо операторне рівняння
b b b

[  N (s)z(s)ds =  [  N (s)M (s) cds  +  [  N (s ) f  (s)ds,
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або

(1в1 -  A)c =  Dc =  b, (4.21)
b

де b = / N  ( s ) f  (s)ds.
a

D

операторне рівняння (4.21) нормально розв’язне. За теоремою 4.1 воно 

розв’язне тоді і лише тоді, коли виконується умова

P yd b =  0 (4.22)

і при цьому має сім’ю розв’язків

c =  P n <d)Z +  D b, (4.23)

де P yd , P n <d) — нескінченновимірні обмежені проектори, Z — довільний

елемент банахового простору B 1, D_ — обмежений узагальнено-обернений

D.

c e  B 1

отримаємо

z(t) =  M (t) {P n <d )Z +  D_b} +  f  (t) =  M (t) P n <d)Z +  f  ( t)+

b

+ M (t)D _  У  N (s ) f  (s)ds =  M (t) P n <d)Z +  (L _f)(t) ,
a

оскільки у теоремі 3.21 було доведено, що оператор

b

(L- f  )(t) =  f  (t) +  M ( t)D -  I N ( s ) f  (s)ds
a

є обмеженим узагальнено-оборотним до інтегрального оператора (4.18).
b

Підставивши у (4.22) b =  J  N (s ) f  (s)ds, отримаємо умову розв’язності
a

(4.19).



M (t) 

N (t)

яких належ ать банаховом,у прост,ору C([a,b], B 1)7 отримаємо

зліченновимірну систему інтегральних рівнянь.

У параграфі 3.3. були визначені зліченновимірні матриці X (і), Г (і), 

Ф(і), ф (t)7 за допомогою яких побудовані обмежені проектори P N(L), 

PyL обмежений узагальнено-обернений оператор L та матриця S  1 — 

обернена до матриці
b

S  =  I  -  B, B  = J  N (i)M (i)di.
a

У цьому випадку при виконанні умови
b

(p y , f  )(t) =  ф (t) J  ф* 4 4  (s)ds =  Ф
a

яка еквівалентна зліченній кількості лінійно-незалеж них умов
b

J  Ф*(s ) f  (s)ds =  0,
a

рівняння (4-18) має зліченну кількосте лінійно-незалеж них розв’язків

z(t) =  X  (t)c +  (L_ f  ) ( tX

dec -  довільний елемент підпростору N 0 (D) банахового прос тору B y  L_

— узагальнено-обернений оператор (3.36).
П р и к л а д  4.4.

Знайдемо умови р о зв’язності та загальний вигляд  р о зв’язків інтеграль­

ного рівняння
1

(Lz)(i) := z(i) -  M (t)  J  N (s)z(s)ds =  f  (t), (4.24)
о

169
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де зліченновимірні матриці

M (t) =  diag{et , 6і , . . . ,  6і , б) . . .} ,

N (s) =  diag{s, 0, s, 0 , . . . ,  s, 0 , . . .} ,

задовольняють умови прикладу 3.8, а вектор-функція f  (t) діє з відрізка 

[0,1] у  банаховий простір c — збіжних числових послідовностей: f  (t) e

C ([0 ,1],c) := { f (•) : [0,1] — c}.

L

побудовано обмежені проектори

1 1

(PN<L)z)(t) =  X (t)  J  r *(s)z(s)d© (PYlf  )(t) =  Ф J  J s ) f  (s)ds,
0 0

L -  L :

1

(L_ f  )(t) =  f  (t) +  M 1(t) J  N 1( s ) f  (s)ds,
0

де

X  (t) =  diag {X(4x2) (t) , X(4x2) ( t) , . . . }  , 

г (t) =  diag {Г(4х2) (t) , Г(4х2) ( t) , . . . }  ,

, 6 і 0 0 0 \  t  0 0 0
X (4x2) (t) =  j I , Г(4х2)(t) =  I

0 0 6і 0 0 0 t 0

Ф(t) =  d i a j  Ф(4х2) (t) , Ф(4х2) ( t ) , . . .}  ,

**

Ф(t) =  d i a j  Ф(4х2) (t) , Ф(4х2) ( t) , . . . }
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*

* *  
, і  0 0 Н  / 2 0 0 0

Ф(4х2) (і ) =  ( I , Ф(4х2)(t) =  I
0 0 t 0 0 0 2 0

M 1 (t) =  diag{M(2x4)(t),M(2x4)(t),..X ,

N 1(5 ) =  diag {N (4x2)(s) , N (4x2)(s) , . . . }  ;

. 2(et -  1) 0 - e* - e* \  (  s 0 s s
M (2x4)(t) =  ( I , N (4x2)(s) =  (

0 e* 0 0 у ^  0 0 0 0

Тоді при виконанні умови

1

J  Ф*(s)f (s)ds =  0 (4.25)
о

рівняння (4.24) р о зв’язне. Умова (4.25) виконується, якщо компоненти

вектор-функції f  (t) =  col ( f 1(t), f 2 (t), f 3 ( i ) , . . . , ) задовольняють

співвідношенням

1

J  s f 2k_1(s)ds =  0, k =  1, 2 ,3 , . . .  . (4.26)
о

При виконанні умов (4.26) операторне рівняння (4.25) має сім’ю 

ро зв’язків

1

z(t) =  (P n (l)C)(і ) +  (L _ f)(i)  =  X ( і ) у  Г (s)c(s)ds+
о

1

+ f  (t) +  M 1(t^  N 1(s ) f  (s)ds, 
о

де c(t) — довільний елемент банахового простору C ([0 ,1], с).
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4.2 .2 . Р о зв ’язок  інтегрального рівняння Ф редгольм а з  ви­

родж ен и м  ядром  у  гільбертовом у просторі. Розглянемо умови 

розв’язності та вигляд загального розв’язку інтегрального рівняння

b

(Lz)(t) := z(t) — M (t) J  N (s)z(s)ds =  f  (t), (4.27)
a

де оператор-функції M (t)  =  { m j  (t)}i °=1 та N (t) =  { n j  (t)}i °=1 — 

зліченновимірні матриці, компоненти яких задовольняють умовам

b bсю /*00/ жж р жж
¥  m 2j(t)d t <  ж ,  / 51] n 2j( t)d t <  ж .

a =1 a =1

Тоді, як показано у підрозділі 3.3.2, оператор (4.27) діє з гільбертового 

простору L 2( I , H 1) — сумовних з квадратом на проміжку I  =  [a,b] 

функцій z(t), які набувають значень у дійсному гільбертовому просторі H 1 

в себе. Розв’язок рівняння (4.27) будемо шукати у гільбертовому просторі

l 2( i  , H 1).

З теореми 3.22 маємо, що при умові нормальної розв’язності оператора 
b

D =  1в1 — Д А  =  J  N  (s)M  (s)ds, інтегральний оператор L — нормально
a

розв’язний. Тоді існують ортопроектори Pn <l) : L 2( I , H 1) — N (L) та 

P n <l*) : L2(i , H 1) — N (L *) N (L) N (L *)
L L *

псевдообернений оператор

b b

(L+f)(t)  =  f  (t) +  M ( t)D + y  N (s ) f  (s)ds -  M (t)a<—1̂  M * (s)f  (s)ds+
a a

(4.28)
b b

+ M ( t ) a (_1)/3<_1¥  N (s ) f  (s)ds -  N*(t)/3(—1¥  N (s ) f  (s)ds
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де а ( р та в ( 1) — визначені формулами (3.45).

Таким чином, для рівняння (4.27) справедлива

Т еорем а 4.6. Нехай D : H 1 ^  H 1 — обмежений нормально розв’язний  

оператор. Тоді при, виконанні умови і тільки при, ній

b

(p n  (L*)f  )(t) =  Ф(і)в _ ^  Ф* 4 Е (s)ds =  0 (4.29)
a

операт,орне рівняння (4-27) розв’язне і має с ім ’ю розв’язків

z(t) =  X  (t)c +  (L+f  )(t),

де X (t)  =  M (i)P No(D) — оператор розв’язку відповідного (4-18) однорідного 

інтегрального рівняння, c — довільний елемент підпростору N0(D) 

гільбертового прост,ору H 1, L+ — єдиний обмежений псевдообернений 

оператор (4-28) до інтегрального оператора (4-27).

Якщо інтегральне рівняння

b

(Lz)(i) := z(i) -  M (t) J  N (s)z(s)ds =  f  (t), (4.30)
a

розглядається у скінченновимірному гільбертовому просторі L2(I , R n), то 

теорема 4.6 дещо спрощується та конкретизується.

Нехай вектор-стовпці (n x m)- вимірної матриці M (і), вектор-рядки 

(m x п)-вимірної матриці N (t) та вектор-стовпець f  (t) належать до 

гільбертового простору L2(I , R n), а однорідне рівняння (Lz)(t) =  0 має 

нетривіальні розв’язки, тобто оператор (4.30) не всюди розв’язний.

Знайдемо умови розв’язності та вигляд загального розв’язку у цьому 

випадку.
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У п. 3.3.3 був побудований єдиний псевдообернений оператор до 

оператора (4.30)
b

(L +f)(t)  =  f  (t) +  M 1( i A  N 1(s )f (s )d s  (4.31)
a

та ортопроектор
b

(PN<L*)y)(t) =  Фг( t )e — 1 /  ^ (s)y (s)ds,

де M 1(t) =  [M (t)S—1 X r ( t )e —1] — (n х (m +  2г))-вимірна матриця, яка 

складена з матриць M ( t)S —1 та X r ( t )e —1, N 1(s) =  col [N(s) Ф*Ц)] — 

((m +  2r) х Д-вимірна матриця, яка складена з матриць N (s) та Ф*Ц), 

M (t) =  [M(t) — Фг( t ) a —1 ] — (n х (m +  г))-вимірна матриця, яка складена 

з матриць M (t) та —Фг( t ) a —1, a ((m +  r) х Д-вимірна матриця N (t) =  

col [N(t), X*(t)], яка складена з матриць N (t) т а X*(t), X r (t), Фг(t) — (nx  

r)

базиси нуль-просторів N (L) та N (L*) оператоР*в L та L*, а —1 і в —1 матриці, 

(r х r)
b b

а  =  У  Xr*(t)Xr (t)dt, в  =  У  Ф*Ц)ФГ (t)dt.
a a

b
Позначимо через D =  E m — А, А =  /  N (t)M (t)d t — (m х m ) -B H M ip n y

a
сталу матрицю.

Т еорем а 4.7. Нехай L : L2( I , R n) — L2( I , R n), rank D =  m  — r , r  =

0.

розв’язне для т их і лише т их  f ( t )  e  L 2( I , R n), які задовольняють r  

лінійно-незалежним умовам
b

(PN<L*)f  )(t) =  Фг( t )e —1 /  ФГ(s ) f  (s)ds =  0
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і при цьому має r -параметричну с ім ’ю розв’язків

z (t) =  X r (t)cr +  (L + f )(t), (4.32)

de cr є  R r — довільний r -вимірний вектор-стовпець констант, L+ — 

псевдообернений оператор (4-31).

П риклад 4.5.

Знайдемо умови існування та загальний р о зв’язок лінійного інтеграль­

ного рівняння Фредгольма другого роду з виродженим ядром

/  А „ 1 \

z (s)ds =  f  (t), (4.33)

2
0 0 t -  1

(Lz)(t) :=  z(t) -
1 0 0

0 s -  2

1 0
3s 0

\  -2 0 /

де z(t) =  col (x1(t), x2(t)) та f  (t) =  col ( f 1(t), f 2(t)) належать простору 

L2([0, 2], R 2), t є  [0, 2].

У прикладі 3.3 було знайдено матриці X r (і) та Фг(і), вектор-стовпці 

яки х  складають базиси, відповідно, нуль-просторів N (L) та N (L*) 

L L *

, 0  t - 1  \  (  0 3тXr (i) =  ( I , Фг (і ) =  I 1 2
1 0 )  \ і _ 2  0

За формулами (3.51) побудуємо ортопроектор

(P«  (L*)f  >( t ) = (  eE 0 ) / /  j  s _  2 I f  (s)ds,

За умови

(P n (і *)/ ) ( t ) =  ( e - 3 0 ) / ( 0  0 1 f (s )d s  =  0,
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яка з урахуванням, що f  (t) =  col ( f1(t), f 2(t)) еквівалентна умові

0 ¥  \  І л м ds =
3s 00 \  2 0

2—1 • f 2 (s )

/2 ( s W  0 V 3S • /1(s)

загальний р о зв’язок рівняння (4.33) має вигляд:

ds =  0,

z (t) =  X r (t)cr +  (L + f )(t) =
0 t -  1 

1 0
cr +  (L+f  )(t),

Д Є

(L + f )(t) =  f  (t) +
0

_3<8t_1)
7

0 2t_5
12 0

0 0 - 2

_3<t_1)
2 0 ¥

0 - 60 7 0
X

X
0 1 3s 0 s -  1

s -  2 0 0 1 0

0 32 0 2

s -  2 0
f  (s)ds, cr e  R 2

4.3. Л інійні крайові задач і для  норм ально р о зв ’язних  

операторних рівнянь

Далі розглянемо умови роз’язності та представлення загальних 

розв’язків лінійних крайових задач для операторних рівнянь з узагальнено 

оборотними операторами у банахових та гільбертових просторах, а також 

властивості узагальненого оператора Гріна відповідних напіводнорідних 

крайових задач.

4.3 .1 . Л інійні крайові задач і для  операторних рівнянь з  

узагальнено оборотним и операторам и у  банахових просторах.

Як і раніше позначимо 1ж ( І , B 1) та 1ж ( І , B 2) — банахові простори 

обмежених вектор-функцій з рівномірними нормами, які визначені на

*
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B

Нехай L : Б  ( I , B 1) — m i , B 2 ) — узагальнено оборотний оператор,

£ =  col (11, 12, I3 , . . . )  : l ^ ( I , B 1) —— B — лінійний обмежений оператор,

f ( t )  є  U I , B 2 ), а  є  B.

Знайдемо необхідні та достатні умови розв’язності та загальний вигляд 

розв’язків лінійної крайової задачі

(Lz )(t) =  f  (t), (4-34)

£z(-) =  а . (4.35)

Разом з неоднорідною крайовою задачею (4.34), (4.35) будемо

розглядати однорідну крайову задачу

(Lz )(i) =  0, (4.36)

£z (•) =  0. (4.37)

З теореми 4.1 маємо, що рівняння (4.34) розв’язне для тих і лише тих 

f  (і ) є  lTO( I , B 2), які задовольняють умову

( P i  f  )(t) =  0, (4.38)

де : M I , B 2) — Yl  с  M I , B 2) — обмежений проектор на підпростір 

якид ізоморфний нуль-простору N (L*) оператора L*.

При виконанні умови (4.38) загальний розв’язок рівняння (4.34) має

ВИ I ЛМ,Д

z (t) =  (p N(L)c0)(t) +  (L_f  )( tX (4.39)

де c0(t) — довільний елемент простору lTO( I , B 1), L_ — обмежений узагаль-

L.

Для того, щоб розв’язок (4.39) неоднорідного операторного рівняння

(4.34) був розв’язком крайової задачі (4.34), (4.35) необхідно і достатньо,

I  B1 B2
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щоб елемент Z0(t) e  B 1 задовольняв операторному рівнянню

«(Pv <l)Z0)(-} +  l ( L - f  )(•) =  a ,

яке отримане після підстановки розв’язку (4.39) у крайову умову (4.35).

Позначимо через L =  I P N<L) — оператор, який діє з банахового прос­

тору 1ж ( І , B 1) у банаховий простір B. Оператор L : 1ж (І ,  B 1) — B e  

обмеженим, як суперпозиція обмежених операторів І  та Pn<l).

Нехай оператор L : 1ж ( І , B 1) — B — узагальнено оборотний.

Позначимо P N(£) : 1ж ( І , B 1) — N (L) — обмежений проектор банахового 

простору 1ж ( І , B 1) на нуль-простір оператора L, P Yl : B — YL — 

обмежений проектор банахового простору B на підпростір Yl С B, L_ —

L

З операторного рівняння

(L*,)(•) =  a  -  l (L - f  )(•) (4.40)

знайдемо елемент Z0(t) e  1ж ( І , B 1), при якому розв’язок (4.39) рівняння

L

— узагальнено оборотний, а отже нормально розв’язний, то за теоремою 

4.1 рівняння (4.40) розв’язне тоді і лише тоді, коли виконується умова

P yl [a _  l (L - f  )(•)] =  0.

При виконанні цієї умови рівняння (4.40) має сім’ю розв’язків

Z0(t) =  (P n (L)Z)(t) +  ( L _ a  -  l ( L _f ) ( 0 )  (t), (4.41)

де Z(t) — довільний елемент банахового простору 1ж ( І , B 1).

Підставляючи (4.41) у (4.39), отримаємо загальний розв’язок крайової 

задачі (4.34), (4.35)

z(t) =  ( p n <l) { (p n (l)Z)(t) +  L a  — l(L  f ) ( 0 } ) (t) +

+ ( L  f ) ( t )  =  ( P N < H ) Z ) ( t )  +  ( G f ) ( t )  +  ( P N< l ) l  a ) ( t ) ,
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дЄ c(t) _  довільний елемент банаховою простору Б  ( I , B 1)  а оператop G

f ( t )

(G f  )(t) :=  (L _ f)(t)  _  ( P ^ L -  £ (L _ f)(•))(() (4.42)

(а  =  0)

крайової задачі (4.34), (4.35).

Т ео р е м а  4.8. Нехай оператори L : lTO( I , B 1) — lTO( I , B 2) та L : 

lTO( I , B 1) — B — узагальнено оборот,ні.

Тоді однорідна крайова задача (4-36), (4-37) має с ім ’ю розв’язків

z(t) =  (PN 0)c ) ( tX

де P N(Л) =  P N(l)Pn(L) _  оператор розв’язку однорідної крайової задачі 

(4-36), (4-37), c(t) — довільний елемент банахового простору 1ж (Т , B 1).

Неоднорідна крайова задача (4-34), (4-35) розв’язна для т их і лише 

т их  f  (і) є  lTO( I , B 2) г а  є  B 7 які задовольняють умови

( P i  f  )(t) =  0, (4.43)

P yl[а  -  £(L- f  )(•)] =  0 (4.44)

г npw цьому має загальний розв’язок,

z(t) =  (P N(Л)С)(t) +  (G f  )(t) +  (PN(L) ( р _а ) ) ( і ) , (4.45)

G 

(а  =  0)

Доведення. Оператор P N(Л) =  P N(L)PN(L) є оператором розв’язку одно­

рідної крайової задачі (4.36), (4.37). Дійсно,

L P N (Л) =  L (P N (L)P N (L)) =  0
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l P N (Л) =  l ( P N <L)P N (£)) =  L P N (L) =  0,

оскільки L P n (L) =  0, L P n (L) =  0. Оператор A =  col [L,«] д і є  з банахового 

простору 1ж ( І , B 1) у прямий добуток банахового простору 1ж ( І , B 2) та 

банахового простору B, Л : 1ж ( І , B 1) — 1ж ( І , B 2) х B. 

z(t)

(Lz )(t) =  L (P n  <l)Pn  <L)Z)(t) +  L (G f  )(t) +  L (P n  <L)L_a)(t) =  

=  L (L _ f)( t)  -  L (P n <l)L_1 (L _ / ) ) ) ) ( t )  =  [/U i ,b2) -  P yl]f  (t) =  f  (t), 

оскільки L P n (L) =  0, LL_ =  / ito<I jB2) — P Yl Ж  P Ylf  =  0 за умовою теореми. 

z ( t) 

iz(-) =  1(P n  <l)P n  <l)Z)(0 +  l ( G f  )(•) +  1(P n  <l)L_ «)(•) =  

=  (L P n  (l)Z)(-) +  l ( G f  )(•) +  L L _ a  =  

=  i ( L _ f )(•) -  1(P n <l)L_1 (L _ /)(•))(•) +  L L _ a  =  

=  i ( L _ f )(•) -  L L _ l ( L _ f )(•) +  L L _ a  =  

=  [1B — LL ]l(L f )(•) +  [1B — P YL]a =  W 

оскільки I P N<L)( )̂ =  L, L P n (L) =  0, P yl =  I b — LL_, a P yl [a — l ( L _ f  )(•)] =  

0

L L

гільбертових просторах, то в теоремі 4-8 замість узагальнено-обернених 

L -  L -  L + L +

а замість проекторів P N<L), P n <L) та P Yl , P Yl будуть, відповідно, 

ортопроектори Pn <L), P n <L) та P n <l *), Pn <l *). У цьому випадку формула 

(4-45) набуде вигляду

z (t) =  (Pn  <l)Pn  (l) Z)(t) +  (G f  )(t) +  (Pn  <l) L+a)(t) ,
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G f ( t )

правилом

(G f  )(t) :=  (L +f)(i)  _  (Pn (L)L+£(L+f )(•))(().

З а у в а ж е н н я  4.6. При розгляді лін ійних крайових задач вигляду (4-34), 

(4-35) для всюди розв’язного диференціального оператора (Lz)(i) =

z'(t) -  A(i)z(i), який діє з банахового простору C 1( I , B) — неперервно

B

банаховий простір C ( I , B) — неперервних вектор-функцій із супремум

нормою теорема 4-8 переходить у раніш відому [46].

З а у в а ж е н н я  4.7. При розгляді умов існування та представлення

періодичних розв’язків лін ійних різницевих рівнянь вигляду (4-34) У

банаховом,у просторі m  теорема 4-8 переходить у раніш відому [194] У

нерезонансному випадку.
Як наслідок з теореми 4.8 розглянемо початкову задачу

(Lz )(t) =  f  ( t )  (4-46)

z(to) =  zo, to є  I . (4.47)

Ця задача є специфічною крайовою задачею, в якій L* =  (PN(L)*)(i0).

L L

z0 =

z(i0) є  B 1 та f  (t) є  U ( I , B 2), які задовольняють умови

(P yl f  )(t) =  0,

P yl{70 _  ( L - f )((,,)} =  0

і при, цьому має с ім ’ю р о зв’язків:

z(t) =  (P N(L)P N(L)c)(t) +  (G0f ) ( t )  +  (PN(L)L Л Х Ц  (4.48)
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де P N(l)Pn(L) _  оператор розв’язку відповідної (4-46), (4-4'£) однорідної 

(z0 =  0, f  (t) =  0) задачі Коші, c(t) — довільний елемент банахового прос­

т о р у U ( I , B 4  (G0f ) ( t )  :=  (L_ f )( t)  -  (P n(L)L _ (L_ f ) ( t 0))(t) -  оператор

z0 =  0

L

(Lz)(t) =  z'(t) -  A(i)z(i), який діє з банахового простору C 1( I , B) — 

неперервно диференційовних функцій зі значеннями у банаховом,у прос- 

B  C ( I ,  B)

супремум нормою і f  (і) — неперервна на проміж ку I  функція, то P Yi =  0, 

оператор L* =  (P N(L)*)(i0) оборотний для будь-якого і0 є  I , узагальнено-
L _

L- 1. В цьому випадку формула (4-48) буде мати вигляд

І

z (t) =  U ( i , i 0 )z0 + J  U (і, т  ) f  (т )dT, І0 є Х ,

Т0

de U ( і , т ) =  U (t)U -1(т) — еволюційний оператор (оператор розв’язку) [73, 

с. 147].

4.3 .2 . Л інійні крайові задач і дл я  нетерових операторних  

рівнянь у  банахових просторах. Далі, як наслідок з теореми 4.8, 

розглянемо умови розв’язності та загальний вигляд розв’язків лінійних 

крайових задач (4.34), (4.35) для операторних рівнянь з нетеровим 

L.

Позначимо через B 1( I , R n) — банахів простір вектор-функцій, які 

діють з скінченного проміжку I  в евклідів простір R n, а через B 2( I , R n 1)

I

евклідів простір R ni.
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Нехай L : B J , R n) — B 2 ( I , R ni) — лінійний обмежений нетеровий 

оператор, dim N  (L) =  ц <  ж ,  dim N  (L*) =  dim YL =  v <  ж ,  ц =  g a l  : 

B 1 ( I , R n) — R m m

a  e  R m

Розглянемо лінійну неоднорідну крайову задачу

(Lz )(t) =  f  ( t )  (4-49)

l z ) )  =  a . (4.50)

З теореми 4.4 маємо, що нормально розв’язне нетерове операторне рів­

няння (4.49) має розв’язки для тих і тільки тих f  (t) e  B 2( I , R ni), які

v

(P yl f  )(t) =  0,

де P Yl : B 2( I , R ni) — YL С B 2( I , R ni) проектор на підпростір YL ізоморф-

N (L *) L *.

рівняння (4.49) має вигляд:

z(t) =  X (t)  c + (L_f )(t), (4-51)

де X (t)  — (n х ц)-вимірна матриця, яка складена з базисних векторів нуль- 

простору N (L) оператора L, c e  R M — довільний ц-вимірний сталий век­

тор, L_ : B 2( I , R ni) — B 1( I , R n) — обмежений узагальнено-обернений

L

Позначимо Q =  I X (•) — (m х ц)-вимірну сталу матрицю, P N<q) : R M — 

N (Q) — (ц х ц)-вимірну матрицю-проектор; P Yq : R m — Yq — (m х m)- 

вимірну матрицю-проектор; Q_ — (ц х m ) -B H M ip n y  узагальнено-обернену

Q

З алгебраїчного рівняння

Qc =  a  — l(L  f )() (4.52)
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знайдемо константу c є  R M, при якій розв’язок (4.51) рівняння (4.49) буде 

розв’язком крайової задачі (4.49), (4.50). Рівняння (4.52) розв’язне тоді і 

лише тоді, коли виконана умова [29]

P YQd [а -  £ (L _f )(•)] =  0, (d =  m  -  rank Q)

і при цьому має r -параметричну (r =  ц -  rank Q) сім’ю розв’язків

c =  P Nr(Q)cr +  Q [а  -  £(L f )(•)] , (4.53)

де P YQd (PNr(q )) — (d x ш )((ц  x г))-вимірна матриця, яка складена з повної 

системи d(r) лінійно-незалежних рядків (стовпців) матриці P yq (P n (q )), 

cr є  R r — довільний вектор-стовпець.

Підставляючи (4.53) у (4.51), отримаємо загальний розв’язок крайової 

задачі (4.49), (4.50)

z(i) =  X r (t)cr +  (G f  )(i) +  X  ( і ^ _ а ,

де X r (t) =  X (i)PN r(Q) _  (n x г)-вимірна матриця, стовпці якої є повною 

r  ( f( t)  =  0, а  =  0)

крайової задачі (4.49), (4.50). Іншими словами, стовпці матриці X r (і) 

утворюють базис ядра ker Л оператоРа Л =  col[L,£], G — узагальнений

f ( t )

правилом

(G f  )(t) :=  (L- f  )(І) -  X (t)Q - £(L- f  )(•). (4.54)

Т ео р е м а  4.9. Нехай L : B 1( I , R n) — B 2( I , R ni) — нетеровий оператор.

Тоді, якщо rankQ  <  m in (m ,y )7 то відповідна (4-43), (4-50) однорід­

на ( f  (і) =  0, а  =  0) крайова задача має r  (r =  ц -  rank Q) лінійно- 

незалеж них розв’язків

z ( t ,c r ) =  X r (t)cr , cr є  R r .



185

Неоднорідна крайова задача (4-49), (4-50) розв’язна для т их і лише 

т их  f  (t) e  B 2( I , R ni) та a  e  R m які задовольниють (v +  d) лінійно- 

незалеж ним умовам

(P yl f  )(t) =  0, (4.55)

Рувл [a _  «(і - / )(•)] = 0  (4.56)

r

z (t, cr ) =  X r (t)cr +  (G f  )(t) +  X  (t)Q _a. (4.57)

Н а с л ід о к  4.6. Нехай rank Q =  ц 7 (ц <  m ). У цьому випадку

відповідна (4-49), (4-50) однорідна крайова задача не має розв’язків, крім  

тривіального.

L :

B 1( I , R n) — B 2( I , R ni) розв’язна, для т их і лише т их  f ( t )  e  B 2( I , R ni) 

a e R m які задовольняють v +  d, (d =  m  — ц) лінійно-незалеж ним

умовам

(P yl f  )(t) =  0,

PyQd [a _  «(і - / )(•)] = 0 ,

г при цьому має єдиний розе ’язок

z (t) =  (G f  )(t) +  X  (t)Q _a.

rank Q =  ц P N<q) =  0 і X r (t) =  0.

Н а с л ід о к  4.7. Нехай, rank Q =  m , (m <  ц). У цьому випадку однорідна,

крайова задача (4-49), (4-50) Maer =  ц — m  лінійно-незалеж них р о зв’язків

z(t) =  X r (t)cr , cr e  R r .
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Неоднорідна крайова задача (4-49), (4-50) з нетеровим оператором 

L : B 1 ( I , R n) — B 2 ( I , R ni) розв язна, для т.их і т,ілш:и т.их f  (І) є

B 2( I , R " i ), які задовольняють v лінійно-незалеж ним умовам

(P yl f  )(t) =  0,

r

z (t, cr ) =  X r (i)cr +  (G f  )(i) +  X  ( і ^ _ а .

Дійсно, якщо rank Q =  m, to P Yq =  0 і P Yq̂  =  0. Тоді умова (4.56) 

виконується для будь-яких f  (t) є  B 2( I , R ni ) та а  є  R m.

L

торах, у теоремі 4-9 замість проекторів P Yi, P N(q) та P Yq будуть, 

відповідно, ортопроектори P N(L*) PN(q ) та P N(q*), а замість узагальнено-

Q _ L _

Q+ L+

z (t, Cr) =  Xr (i)cr +  (G f  )(i) +  X  (t)Q+а,

G f ( t )

правилом

(G f)(i)  := (L +f)(i)  _  X (i)Q + £ (L + f)(•).

4.4. К райові задач і дл я  інтегральних рівнянь Ф редгольм а

Отримані у параграфі 4.3. загальні теореми про розв’язність та 

структуру загальних розв’язків крайових задач для нормально розв’язних 

операторних рівнянь у банахових та гільбертових просторах застосуємо 

до дослідження умов існування та представлення загальних розв’язків 

лінійних крайових задач для інтегральних рівнянь Фредгольма з вирод­

женим ядром у банахових та гільбертових просторах.
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4.4 .1 . К райові задач і дл я  інтегральних рівнянь Ф редгольм а

z(t)

функція, яка діє з відрізка І  =  [a, b] у дійсний банахів простір B 1? z(t) e

C ( I , B 1) := {z(•) — B 1, ||z|| =  sup ||z(t) | |Bi}, C ( I , B 1) — банахів простір
teI

I B

B 1
тегралвного рівняння Фредгольма з виродженим ядром

b

(Lz)(t) := z(t) — M (t) J  N (s)z(s)ds, (4.58)
a

l z ) )  =  a ,  (4.59)

де оператор-функції M (t)  та N (t) діють з банахового простору B 1 у себе,

сильно неперервні з нормами | | |M ||| =  su p | |M ( Д Д  =  M0 <  ж  та
teI

| | |N ||| =  sup ||N (t) | |Bi =  N0 <  ж , оператор І  — обмежений і діє з банахового
teI

простору C ( I , B 1) неперервних на І  вектор-функцій у банахів простір B, 

І  : C ( I ,  B 1) — B, a  e  B.

Розв’язок крайової задачі (4.58), (4.59) для інтегрального рівнян­

ня будемо шукати у банаховому просторі C ( I , B 1) — неперервних на 

проміжку І  =  [a, b] функцій z(t), які набувають значень у дійсному 

банаховому просторі B 1.

D =
b

їв  1 — Д А  = J  N  (s)M  (s)ds та при виконанні умови
a

b

P YC У  N ( s ) f  (s)ds =  0
a

інтегральне рівняння (4.58) має сім’ю розв’язків
b

z(t) =  M(t)Pv<D)C +  f  (t) +  M (t)D ^  У  N (s ) f  (s)ds, (4.60)
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де Pn(d), Pyd _  обмежені проектори на нуль-простір N (D) та підпростір 

YD операто pa D, відповідно, c — довільний елемент банахового простору 

B 1.

Підставивши розв’язок (4.60) неоднорідного операторного рівняння 

(4.58) у крайову умову, отримаємо операторне рівняння

b

£(M(•)Pn (d ))c +  £ f  (•) +  £ M (')d 4  N ( s ) f  (s)ds =  а .  (4.61)
a

Позначимо через L =  £(M(^)PN(D)) — оператор, який діє з банахового 

B1 B L

обмеженого оператора £ та обмеженої оператор-функції M ( i )P N(D).

Тоді рівняння (4.61) запишеться у вигляді

b

Lc =  а  -  £ f  (•) -  £M (0 Р _ ^  N (s ) f  (s)ds. (4.62)
a

L

Позначимо P N(L) : B 1 — N (L) — обмежений проектор банахового простору 

B 1 на нуль-простір oneратора L, P Yl : B  — YL — обмежений проектор 

банахового простору B на підпростір Ус С B.

L

розв’язний, то рівняння (4.62) розв’язне тоді і лише тоді, коли виконується 

умова

P y , а  -  £ f  (•) -  £M(-)D / N ( s ) f  (s)ds =  0,

при виконанні якої воно має сім’ю розв’язків

c =  P N (L)c +  L а  -  £ f  (•) -  £M ( • ) £ _ /  N (s ) f  (s)ds , (4.63)

де c — довільний елемент банахового простору B 1, L — обмежений

L.

b

b
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Підставляючи (4.63) у (4.60), отримаємо загальний розв’язок крайової 

задачі (4.58), (4.59)

z (t) =  M  ( t )p n  (d){ p n  (l)Z +  l  a  — l f  ) ) —

b b

- I M ( )D ^ J  N (s ) f  (s)ds j  +  f  (t) +  M (t)D ^  y* N (s ) f  (s)ds =
a a

=  M  ( t )p N (D) P N (L)C+ f  (t) — M  ( t)P N <D)L _l f  (0 +

b

+ M (t)  [iBi -  Pv<d)L- IM ( ) ]D ' ~ f  N (s ) / (s )d s  +  M ( t ) P „ (D)L- a  =
a

=  M  ( t )p N <D)P N (L)C +  (G f  )(t) +  M  ( t)P N ( D ^ ^

Д Є

(G f)(t)  := [f  (t) -  M (t)Pv<D )L_lf (•)] +

(4.64)
b

+M (t)[ /B i _ P v(D)L- lM (  ) ]D - ) N (s)f(s )d s
a

(a  =  0)

задачі (4.58), (4.59), а оператор-функція M ( t )P N<D)Pn <L) — є розв’язком 

відповідної (4.58), (4.59) однорідної крайової задачі.

Дійсно,

b

(Lz)(t) =  M ( t )P N<D)P N(L) — M (t) J  N ( s ) { M ( t)P N<D)P N(L)}ds =
a

=  M  ( t )p N <D)P N (L) — M  (t)A PN <D)P N (L) =  0, 

оскільки A =  dBi — Д  D p n (d) =  0 , а

l ( M  ) ) p N <D))P N (L) =  L P N (L) =  0,
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оскільки £(M (-)PN(D)) =  L, a L P n (L) =  0.

Отже, для крайової задачі (4.58), (4.59) справедлива наступна теорема.

Т ео р е м а  4.10. Нехай оператори D  : B 1 — B 1 та L : B 1 — B —

узагальнено оборот,ні.

Тоді відповідна (4-58), (4-59) однорідна крайова задача має с ім ’ю 

розв ’язків

z(t) =  M  ( t)P N (D)P N (L)c ,

de M  ( t)P N (d)Pn (L) _  оператор розв’язку однорідної крайової задачі (4-58), 

(4-59), c — довільний елемент банахового простору B 1.

Неоднорідна крайова задача (4-58), (4-59) розв’язна для т их і лише 

т их  f  (і) є  C ( I ,  B 1) т а  а  є  B 7 які задовольняють умови

( P L А)(і ) = 0,

b

P yl [а _  £ f  (•) _  £M (')D -  /  N (s)f(s)ds] =  0
a

г ара цьому вона має с ім ’ю розв’язків

z (t) =  M  (t)PN (d )P n  (L) c +  (G f  )(i) +  M  (t)PN (D)L_а, (4.65)

G

(а  =  0)

П р и к л а д  4.6.

Знайдемо умови р о зв’язності та загальний вигляд р о зв’язків крайової 

задачі
1

z(t) -  M (і ) У  N (s)z(s)ds =  f  (t), (4.66)
0
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£z (•) = S  (i)z (t)dt =  а , (4.67)
0

де зліченновимірні матриці

M (t) =  diag{eT, eT, . . . ,  eT, eT, . . .} ,  

N (s) =  diag{s, 0, s, 0 , . . . ,  s, 0 , . . .} ,

задовольняють умови прикладу 3.8, f  (t) є  C ([0 ,1], c)

S(t) =  diag { S(2x4) (t) , S(2x4) ( t) , . . . }

сильно неперервна оператор-функція, S(2x4)(i) — (2 x 4)-вимірна матриця:

| | |S | | |C([0,1],c) — supi€[0,1] llS ( t ) l|c <  OO.

Таким чином, вектор-функціонал £ діє з банахового прocropyC  ([0,1], c) 

у  банаховий простір c і є обмеженим, а  є  с  а  =  ш Ц ау  а 2, а 3, . . .) .

У прикладі 4.4 отримано умови існування р о зв ’я зку  зліченновимірної 

системи інтегральних рівнянь (4.66), які мають вигляд

1

0

При виконанні умов (4.68) операторне рівняння (4.66) має сім’ю 

ро зв’язків

(4.68)

z ( i ) =  (P n (l )c  ) ( i ) +  ( L f ) ( i ) =  X ( t ) J  r * ( s ) c ( s ) ds+

0

(4.69)



+ f  (t) +  M 1(t^  N 1(s ) f  (s)ds,
0

де Z(t) — довільний елемент банахового простору C ([0 ,1], c),

X (t)  =  diag {X(4x2) (t) , X(4x2) ( t) , . . . }  ,

Г (t) =  diag {r<4x2)(t), r<4x2)(t), . . .} ,

et 0 0 ¥  f t  0 0 0
X (4x2) (t) =  I I , Г(4х2) (t) =  I

0 0  et 0 J  Д  0 t 0

M 1 (t) =  diag {M<2x4)(t),M<2x4)(t),...} ,

N 1(s) =  diag {N(4x2)(s) , N(4x2)( s ) . . .}  ;

, 2(et — 1) 0 —et — et \  (  s 0 s s
M <2x4)(t) =  I I , N (4x2) (s) =  I

0 et 0 0 у у  0 0 0

Оскільки розглядаються дійсні банахові простіри, то операція спряження

"*" рівносильна операції транспонування ,Г ".

Підставляючи загальний р о зв’язок (4.69) у  крайову ум ову (4.66), 

отримаємо операторне рівняння

(L z )) )  +  l ( L _ f  )(•) =  a ,  (4.70)

де оператор

(LZ)(0 =  l p v  (L)z )( )  =
1 1 1

=  У  S (t)X (t) J  r* (s )z (s )d sd t  =  q J  r*(s)Z(s)ds.
0 0 0

Оператор
1

1 1 1 1
Q =  I S (t)X (t)d t  =  diag

0 0 0 0
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1
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діє з банахового простору с — збіжних обмежених послідовностей x  =  {£(i)}

у  простір с таких же послідовностей y  =  {n(i)}  Q : с — с.
1

Позначивши c0 =  / Г  *(s)c (s)ds, запишемо операторне рівняння (4.70)
0

у  ВНРДЯДі;
1

Qc0 =  а  -  £ f  (•) -  £M1(^^y* N 1( s ) f  (s)ds. (4.71)
0

Проектори Pyq : с — Yq та Pn(q) : с — N (Q) мають вигляд:

0 0 0 0
p yq =  diag

' ' 0 1 J  \  0 1 

1 0 1 0
P N (Q) =  diag

_1  0 _1  0

і, очевидно, обмежені.

Q

ро зв’язний. Тому за теоремою 4.1 д ля  р о зв’язності рівняння (4.71) необхід­

но і достатньо, щоб виконувалась умова:

1

p yq{а -  £ f  (0 -  £M1(^ ^  N 1(s ) f  (s)ds} =  0 .
0

Після перетворень отримаємо, що компоненти вектора а  є  с та вектор- 

ф ункції f  (і) є  C ([0 ,1], с) повинні задовольняти умовам:

1 1 
г б _  2е 7

а2к -  (2i -  1)e_if4k_3(t)dt--------e—  tfsk_7(t)dt =  0, k =  1, 2, 3, 4, . . . .
0 0  

При виконанні цих умов операторне рівняння (4.71) буде мати розв ’язок

1

z0 =  P n (Q)c +  Q _ { а  -  £ f  (•) -  £ M ^ )  /  N 1 (s )p (s )d s | (4.72)
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c c,

i f  0 0 \  / 0 0  

Q — =  diag К  1 0 j  , 1 1 0

Q,

4.1.
1

Підставивши знайдене Z0 з (4.72) замість f  Г *(s)Z(s)ds У (4-69),
0

отримаємо загальний р о зв ’язок крайової задачі (4.66), (4.67)

z(t) =  X ( t ) P N(Q)c +  f  (t) -  X (t)Q  l f  ) ) —

1 1

—X (t)Q _ lM 1(^^y* N 1(s)©(s)ds +  M 1(t^y* N 1(s)©(s)ds +  X (t)Q _ a . 
0 0  

Таким чином, крайова задача (4.66), (4.67) буде мати р о зв’язки  тоді

і лиш е тоді, коли компоненти елемента a  та вектор-функції f  (t) будуть

задовольняти умови
1

J  t/2k_1(t)dt =  0,
0

1 1
є є _  2е /*

a 2k -  (2t -  1)e_tf4k_3(t)dt------------ t/8k_7(t)dt =  0, k =  1, 2,3, 4 , . . . ,

при виконанні яки х  вона матиме сім’ю р о зв’язків:

z(t) =  X ( t )P N(Q)c +  [f  (t) -  X (t)Q  l f  ( )]  +

1

+  [M1(t) -  X ( t )Q - lM 1(-)] )  N 1(s ) / (s )d s  +  X ( t )Q - a .
0
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4.4.2. К р а й о в і  з а д а ч і  д л я  ін т е гр а л ь н и х  р ів н я н ь  Ф р е д г о л ь м а  

з  в и р о д ж е н и м  я д р о м  у  г іл ьб ер то ви х  п р о с то р а х . Нехай L2( I , H 1) —

дійсний гільбертовий простір вектор-функцій z (і ) зі значеннями в дійсному

H 1
Розглянемо умови розв’язності та вигляд загального розв’язку лінійної 

крайової задачі

b

(Lz)(i) := z(i) -  M (t)  J  N (s)z(s)ds =  f  (t), (4.73)
a

£z(-) =  а ,  (4.74)

де M (t) =  { m j (t)}i j=TOa N (t) =  { n j  (t)}i j= 1 — зліченновимірні матри-

£

гільбертового простору L2( I , H 1) у сепарабельний гільбертів простір H, 

£ : L 2 ( I , H 1) — H, а  є  H. 

z(t)

гільбертовому просторі L2( I , H 1).

D =
b

1b i -  Д А  =  J  N  (s)M  (s)ds та при виконанні умови
a

b

(p n  (L*)f  )(t) =  ф (і)в  _ ^  p *( s ) f  (s)ds =  0 (4.75)
a

операторне рівняння (4.73) розв’язне і має сім’ю розв’язків

z(t) =  X  (t)c + (L+f  )(t), (4-76)

X (t)

рівняння, c — довільний елемент підпростору N0(D),

b b

(L+f)(i)  =  f  (i) +  M (t)D +  /* N (s ) f  (s)ds -  M ( і ) а (_1) /  M * (s)f  (s)ds+
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+ M ( t ) a (_1)/3(_ 1̂  N (s ) f  (s)ds -  N*(t)/3(-1^  N (s ) f  (s)ds
a a

L,

визначений формулою (3.49).

Підставивши розв’язок (4.76) неоднорідного операторного рівняння 

(4.73) у крайову умову, отримаємо операторне рівняння

b

I X (-)c +  l f  (•) +  l M ) ) D + у* N (s ) f  (s)ds—
a

b

- l M ) ) a < -1^  M *(s)f  (s)ds+  (4.77)
a

b b

+ l M  ( - J - J - ^ y  N  ( s ) f  (s)ds -  I N E j ^ y  N  ( s ) f  (s)ds =  a.
a a

Позначимо через L =  I X (•) — оператор, який діє з підпростору 

N0(D) у гільбертів простір H. Оператop L — обмежений як суперпозиція 

обмеженого оператора І  та обмеженої оператор-функції X  (t).

Тоді рівняння (4.77) запишеться у вигляді

b

Lc =  a  — l f  (•) — l M ) ) D + y  N (s ) f  (s)ds+
a

b

+ lM ) ) a < -1^  M * (s)f  (s)ds— (4.78)
a

b b

- l M  ( j A J ^ y  N  ( s ) f  (s)ds +  I N E j ^ y  N  ( s ) f  (s)ds.
a a

Нехай оператор L — нормально розв’язний. Позначимо P n <L) : 

X i(D ) —— N (L) — ортопроектор гільбертового простору H 1 на нуль-простір

b b
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оператора L, P N(L*) : H  — N (L*) — ортопроектор гільбертового простору 

H  на нуль-простір N (L*) С H, L+ — єдиний псевдообернений оператор до 

L.

Тоді із зауваження 4.2 до теореми 4.1 маємо, що нормально розв’язне 

операторне рівняння (4.78) розв’язне відносно c є  N0(D) С H 1 тоді і лише 

тоді, коли виконується умова

b

PN(L*){а  -  £ f  (0 -  £ M (0 D + J  N ( s ) f  (s)ds +
a

b

+ £ M Д а ^  J  M * (s)f  (s)ds -  £ M Д а ^ / Л Л  (4.79)
a

b b

x  J '  N ( s ) f  (s)ds +  £N*(^)/3(_1̂  N (s ) f  ( s )d s |  =  0,
a a

при виконанні якої воно має сім’ю розв’язків

b

c =  P N(L)c +  L + { а  -  £ f  Д  -  £M (0 D + f  N ( s ) f  (s)ds+

+ £ M Д а (_1W  M *(s)f(s)ds  -  £ M Д а ^ / Л Л  (4.80)

x y  N (s)f(s )d s  +  £N*(^)/3(_1̂  N ( s ) f ( s ) d s | ,
a a

дЄ c _  довільний елемент підпростору N0(D).

Підставивши (4.80) у (4.76), отримаємо загальний розв’язок крайової 

задачі (4.73), (4.74)

b

b b

z(t) =  X  (i)PN (L)c +  (G f  )(i) +  X  (t)L+a.
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де оператор-функція z(t) =  X (t)PN<L) — є оператором розв’язку

відповідної (4.73), (4.74) однорідної крайової задачі, (G f  )(t) —

(a =  0)

f ( t )

b

(G /)( t)  :=  [ / (t) -  X ( t ) L + l f  (•)] +  M ( t ) D + |  N (s ) f  ( s )d s -
a

b b

- M ( t ) a (-1) У  M * (s)f  (s)ds +  M ( t ) a (_1)/3<_1̂  N (s ) f  ( s ) d s -  (4.81)
a a

b

_ [N  *(t) _  X  ( t)L + lN  • ( • ) ] Т О )  N  ( s ) f  (s)ds,
a

де

M (t) =  M (t) -  X ( t )L + lM (•).

Т ео р е м а  4.11. Нехай D : H 1 — H 1 ma L : H 1 — H  — нормально розв’я з­

ні оператори.

Тоді відповідна (4-73), (4-74) однорідна крайова задача має с ім ’ю 

лінійно-незалеж них розв’язків

z (t) =  X  (t)P v  (l)Z,

де Z — довільний елемент підпростору N0(D).

Неоднорідна крайова задача (4-73), (4-і4) розв’язна для т их і лише 

т их  f  (t) e  L2( I , H 1) ma a  e  H 7 лтеї задовольняють умови (4-75), (4-79), 

при виконанні яких вона має загальний розв ’язок

z (t) =  X  (t)P v  (l)Z +  (G f  )(t) +  M  (t)Pva(D)L+a,

G
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У випадку, коли оператор діє у скінченновимірних гільбертових прос­

торах, теорема 4.11 дещо спрощується і конкретизується.

Розглянемо лінійну крайову задачу

де L : L 2 ( I , R n) — L2 ( I , R n) _  інтегральний оператор Фредгольма 

другого роду з виродженим ядром

функціонал, який діє з простору L2( I , R n) — сумовних з квадратом на 

проміжку I  =  [a, b] функцій у k-вимірний векторний простір R k, а  є  R k. 

Стовпці (n x m)-BHMipnoi’ матриці M (і ), рядки (m x п )-внмірної матри­

ці N (t), вектори z(i) і f (і ) належать гільбертовому простору L2( I , R n). 

Знайдемо умови розв’язності і формули для представлення розв’язків
L +

L

За теоремою 4.7 маємо, що інтегральне рівняння (4.82) з виродженим 

ядром при виконанні умови

(Lx)(t) =  f (Д  І є  [щ Д (4.82)

£z(^) =  а , (4.83)

b

(4.84)
a

£ =  col ( М 2 , . . . ,  Ik) : L , ( I , R n) — R k k -вимірний векторний

b

(PN(L*)f  )(t) =  фг(t)e  1 J  P *( s ) f  (s)ds =  0 (4.85)
a

має розв’язок

b

z(t) =  X r(i)cr +  f ( t )  +  M 1 (i) / N 1 (s )f(s)d s ,/ (4.86)
a



200

де cr є  R r — довільний вектор, а матриці M 1(t) та N 1(t) визначені у 

підрозділі 3.3.3..

Зазначимо, що умова розв’язності (4.85) еквівалентна умові

b

J  Ф*(s ) f  (s)ds =  0,
a

оскільки Фг(І)в -1 =  0, Vi є  [a,b].

Для того, щоб рівняння (4.82) мало розв’язки, що задовольняють 

умовам (4.83) необхідно і достатньо, щоб алгебраїчна система

b

Qcr =  а  -  £ { f  (•) +  M E )  У  N 1( s ) f  ( s )d s j ,  (4.87)
a

яка отримується підстановкою розв’язку (4.86) інтегрального рівняння

(4.82) у крайові умови (4.83), була розв’язна відносно cr . Тут Q =  £Xr (•) — 

(k x г)-вимірна стала матриця.

Нехай Q+ — єдинa (r x k)-BHMipna псевдообернена матриця до матриці 

Q, P n ( q )  : R r — N (Q) — (r x г)-вимірна матриця-ортопроектор; P n ( q * )  : 

R k —— N (Q*) — (k x k)-BHMipna матриця-ортопроектор.

Позначимо через P n p(Q ) _  (r x р)-вимірну матрицю, стовпці якої є р- 

лінійно-незалежними стовпцями матриці P n (q ) (р =  r  -  n 1, n 1 =  rank Q), 

PNd(Q*) -  (d x Д-вимірну матрицю, рядки якої є d-лінійно-незалежними 

рядками матриці P N(q *) (d =  k -  n 1).

Система (4.87) розв’язна тоді і лише тоді, коли виконується умова:

b

P Nd(Q*) { а  -  £ [f  (0 +  M 1(^ ^  N 1(s ) f  (s)ds]}  = 0
a

і при цьому має р — параметричну сім’ю розв’язків

b

cr =  P Np(Q)cp -  Q^ а  -  £ [f  Д  +  M 1(0 У  N 1(s ) f  (s)ds^ , (4.88)
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де cp e  R p.

Підставивши (4.88) у загальний розв’язок (4.86) рівняння (4.82). 

отримаємо загальний розв’язок крайової задачі (4.82), (4.83):

z(t) =  X r (t)Pvp(Q)Cp +  X r(t)Q + a  -  X r( t)Q + l[f  (•) +
b b

+ M 1(^^y* N 1( s ) f  (s)ds] +  f  (t) +  M J ^  N 1( s ) f  (s)ds
a a

=  X p(t)cp +  (G f  )(t) +  X r (t)Q+a

(G f)(t)  := [f (t) -  X r( t)Q + lf  (•)] +

+  [M1(t) -  X r( t)Q + lM 1 (̂ )] J  N 1( s ) f  (s)ds

де

a = 0

(4.82), (4.83). Позначивши f  (t) =  f ( t )  — X r ( t )Q + lf (•); M  1(t) =  M 1(t) — 

X r (t)Q + lM 1(^), узагальнений оператор Гріна запишемо у вигляді

b

(G /)( t)  =  / (t) +  M  1(t) I  Л В Д / (s)ds. (4.89)
a

Таким чином, справедливе наступне твердження.

Т ео р е м а  4.12. Нехай rank Q =  n  <  m in(k ,r). Тоді відповідна, (4-82), 

(4-83) однорідна крайова задача ( f  (t) = 0 ,  a  =  0) має р =  r  — n 1 г т ільки
•tv ?р

z (t) =  Xp(t)cp,

de Xp(t) =  Xr(t)Pvp(Q), Cp e  R p — довільний вектор-стовпець.
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Неоднорідна крайова задача (4-82), (4-83) розв’язна для т их і лише 

т их  f  (і) є  Ln[a, b] і а  є  r X  які задовольняють r  +  d (d =  k -  n 1) лінійно- 

незалеж ним умовам

j • • t/ ?р

de (G f  )(t) — узагальнений оператор Гріна (4-89).

У випадку, коли rank Q =  r  (k <  r) для крайової задачі (4.82), (4.83) 

справедлива наступна теорема.

rank Q =  r.

крайова задача не має розв’язків, крім тривіального.

Неоднорідна крайова задача (4-82), (4-83) розв’язна для т их і лише т их  

f  (t) є  Ln[a,b] а є  r X  k

b

a
b

PNd(Q*){а  -  £[f (0 +  M 1 ( )  J  N 1( s ) f  (s)ds]} = 0
a

z(t) =  Xp(t)cp +  (G f  )(i) +  Xr (t)Q+а,

b

a

b

PNd(Q*){а  -  £[f Д  +  M 1(0 y  N 1(s ) f  (s)ds]} = 0, d =  k -  r
a

і при цьому мае єдиний розв ’язок:

z (І) =  (G f  )(i) +  Xr (CQ+а,

G
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Дійсно, оскільки rank Q =  r, т° PNp(Q) =  0 і X p(t) =  X r (t)PNp<Q) =  0, 

а, оскільки d =  k — r, to r  +  d =  k. Тоді з теореми 4.12 маємо твердження 

теореми 4.13.

У випадку, коли rank Q =  k (k >  r) для крайової задачі (4.82), (4.83) 

справедлива наступна теорема.

rank Q =  k. 

р =  r  -  k р

де X p(t) =  X r (t)P^Vp(Q) (n х р)-важфиа фундаментальна матриця, cp e

R p — довільний вектор-стовпець.

Неоднорідна крайова задача (4-82), (4-83) розв’язна для т их і лише 

т их  f  (t) e  Ln[a, b]7 я о  задовольняють r  лінійно-незалеж ним умовам

і при цьому має р =  r  — k -параметричну с ім ’ю лінійно-незалеж них 

розв ’язків

де X p(t) =  X r (t)PNp<Q), G
Оскільки rank Q =  k, то P N(q *) =  P Nd(Q*) =  0 і з  теореми 4.12 маємо 

твердження теореми 4.14.

П риклад 4.7.

Розглянемо крайову задачу

z (t) =  Xp(t)cp,

b

а

z(t) =  Xp(t)cp +  (G f  )(t) +  Xr (t)Q+a,
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£z(-) =  z (0) -  z (2) =  0 (4.91)

де z(t) =  col (x1(t), x2(t)) і f  (t) =  col ( f 1(t), f 2(i)) належать простору

L2[0, 2], t є  [0, 2].

За умови

2

(PN (L*)f  )(t) 6t_3 0 
7 0 /  0 \  2

0 —0 2
3s3S 0

f  (s)ds =  0 (4.92)

загальний р о зв’язок рівняння (4.90) має вигляд:

0 І -  1 

1 0
z(t) =  Xr (i)cr +  (L + f )(i) =  I I cr +  (L + f )(i), cr є  R 2,

де (L + f )(t) побудований у  прикладі 4.5,

(L + f )(t) =  f  (t) +

/ 0 0 2t_5 0 _3(t_1) 0 1_t \
12 2 6

у p  0 0 - 1  0 -  6 0 у

X

(4.93)

x

0 1 3s 0 s -  1 0 3s

s -  1 0 0 1 0 s -  1 01
f  (s)ds.

2 0

Враховуючи, що f  (t) =  col ( f1(t), f 2( t ) )  ум ову (4.92) можна записати

0 —0 2
3s 0
2 0

f 1(s)

f 2(s)
ds =

TT1 • f2(s) 

3S • f 1(s)
ds =  0.

*
2 2

2 2

Знайдемо тепер умови р о зв’язності і загальний вигляд р о зв’язку

крайової задачі (4.90), (4.91).
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Підставивши загальний р о зв’язок інтегрального рівняння (4.90) у  

крайові умови (4.91) отримаємо алгебраїчне рівняння

Qcr =  - ( L + f  )(0) +  (L + f )(2) (4.94)

cr

Д л я  цієї задачі маємо:

Q =  Xr (0) -  Xr (2) =
0 - 2  

0 0
; Q + =

0 0

-  2 0

PN (Q) =
1 0

0 0
N (Q*)

0 0

0 1

Оскільки  rank Q =  1 , а р =  1, to PNp<q)
1

0

0 1

Рівняння (4.94), р о зв ’язне при виконанні умови

P Np(Q*)

P n„(q*){(L+f)(0) -  (L+f)(2)} =  0,

яка з урахуванням того, що P Np<q*) =  ^ 0 1 ^ , a f  (t) =  col ( f1( t ) , f 2(t)) 

набере вигляду

0 1 +

X
0 1 3s 0 s -  1 0 f3s

ds =  0.

X

J  0 0 1

Після перетворень отримаємо:

24
f 2(0) -  f 2(2) +  Л:Г (s -  1)f2(s)ds =  0 . (4.95)

He

2
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При виконанні умови (4.95) рівняння (4.94) має р о зв ’язок:

cr =
0

cP -  Q \  f  (0) -  f  (2) + X

х
0 1 3s 0 s -  1

0

0 —0 2

s -  2 0
f  (s)ds > , cp є  R 1

Таким чином, задача (4.90), (4.91) р о зв’язна при виконанні умов (4.92), 

(4.95) і має загальний р о зв’язок

z(t) =
0

cp  +  І 2 1 { f  (0) -  f  (2)} +  f  (t)+
0 0

0 1 3s 0 s -  1 0 f

р 1 0 0 1 0 s -  1 0

3s
x f  (s)ds, cp є  R 1

П р и к л а д  4.8.

Розглянемо крайову задачу д л я  рівняння (4.90) з крайовими умовами

о) =

U0 2

2  0 

\ 0 7

z(i)di =  а ,  а  є  R 3. (4.96)

1

*2

1

*2

2
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Підставивши р о зв’язок рівняння (4.90) у  крайові умови (4.96),

cr 

/

Qcr =  a  — lL + f  (•) =  a  —

0 ¥

3s 0 

\ 0 2 /

f  (s)ds—

- M  і

0 1 3s 0  s -  1 0  3 s \2 2

\ s_1 0 0 1  0 s -  1 0 у

f  (s)ds,

де

Q =  lX r (•) =

0 1 ^0 2

3t 0 

\ 0 2 /

m  1 =  ш д )  =

3 0

0 t - 1  

1 0

1

dt;

0  - 1 0  -  7 0

0 0  -12  0 -  2 0 -  6

\  -  ¥  0 0 - 1  0 -  6 0 /
Після обчислень д ля  цієї крайової задачі маємо:

Q =

1 0

(4.97)

V

0 1

1 0

, Q + =
1 0 1 2 0 2

0 1 0
PN(Q) =  0 , р N (Q*)

1
2

V

Оскільки  rank Q =  2, р =  2, то Pnp(q) =  0; p Nd(Q*) =  

Тоді рівняння (4.97) р о зв’язне при виконанні умови:

2

P Nd(Q*){a  -  l [f  (0 +  M 1(0 /  N 1(s ) f  (s)ds]}  = 0,

1 0 - 1

0 0 0

- 1 0 1

0 - 1 )

2

2

2
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яка з урахуванням того, що

P Nd(Q*) =  1 (  1 0 - 1  )  , f ( t )  =  Col(f1( t ) , f 2( t ) ) ,a  =  c o l (a 1, a 2, a 3),

набере вигляду:

1 0 1

а 1

а 2

а3

2 і  1 \  (  f1(t) ^ 

2  0

0 2 У V f2(t) >

dt

- 3  0 0 - 1  0 - 7  0 ^

0 0 _ 7  0 _ 9 00 0 12 0 2 0 6
9 1

29 0
\  -  У 0 0

X

/

X

0 1 3t 0 t - 1 0 Е

V

2

0

2

І -  2 0 /
П ісля перетворень отримаємо:

dt =  0.

а 1 -  а 3 +  14 I  (s -  1)f2(s)ds =  0. (4.98)

При виконанні умови (4.98) рівняння (4.97) має єдиний р о зв’язок:

cr =  Q + а  -

< 0 Л0 2

f  0 

\ 0 2 /

f  ( t ) d t -

- m  1

0  1 3s 0 s -  1 0  3s \2 2

\ ¥  0 0 1  0 s - 1  0 у

f  (s)ds .

2

2

2

*
2



209

Таким чином, крайова задача (4.90), (4.96) р о зв’язна при виконанні умов 

(4.92), (4.98) і має єдиний р о зв’язок:

z(t) =
0 t 1 0

0
а

(

I  0 

\ 0 2 /

f  ( t ) d t -

0 1 3s 0 s -  1 0 f3s
- M 1

p 1 0 0 1 0 s -  2 0
f  (s)dp  +  (L+f  )(t)

де (L + f )(i) обчислюється за формулою (4.93).

П риклад 4.9.

Розглянемо крайову задачу д л я  рівняння (4.90) з крайовими умовами

£z(•) =  ^ - 1  2 )  z (0) +  ^ 1 - 2  )  z(2) =  а , а  є  R 1. (4.99)

Підставивши р о зв’язок рівняння (4.90) у  крайові умови (4.99),

cr

Qcr =  а  -  £L+f  (•) =  а  -  f -

де

- M 1

0 1 3s 0 s - 1 0 3s3s

s_ 1 0 0 1 0 s -  1 0\  2

f  (s)ds,

/

(4.100)

Q =  £Xr (•) p  _1 2 )  X r (0) +  (  1 _ 2  )  Xr (2) p 0 2 )  

f  =  (  - 1  2 )  f  (0) +  (  1 - 2  )  f  (2);

M 1 =  £ M E ) =  (  96 0 1 0 - 3  0 3

2

*2

2
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Д л я  цієї крайової задачі маємо:

Q + = 0
1
2

p N(Q) =
0 0

1 0
N (Q*) =  0.

rank Q =  1, р =  1, d =  0, тому P np(q) = P
0

Nd(Q*) =  0.

Оскільки  P vd(Q*) =  0? т0 рівняння (4.100), р о зв’язне при будь-якій

правій частині і має загальний розв язок вигляду:

cr = cp

- M  і

0

0 1 3s 0 s -  1

+  Q + { a  - f -

J  0 0 1 0

0 31 0 2

s -  2 0
f  (s)ds

Таким чином, крайова задача (4.90), (4.99) р о зв’язна при виконанні 

умови (4.92) і має загальний р о зв’язок вигляду:

z(t) =
0

1
cp +

t_1
2

0
{ a  -  f -

- M  і
0 1 3s 0 s -  1 0 31

1-1 0 0 1 0 s -  1 0

3s
f  (s)ds} +  (L+f  )(t)

cp e  R 1 , L +

4.5. У з а г а л ь н е н и й  о п е р а т о р  Г р ін а  та  його  вл асти в о ст і

Використовуючи підхід, запропонований у [281], крайову задачу 

(4.34), (4.35) можна розглядати як операторне рівняння

1 1 •  і  <■> -  \ / ( "l a
(Az)(t) = =  T (t)

1

1

*

*



211

з лінійним обмеженим нормально розв’язним оператором Л =  col[L,i], 

який діє з банахового простору Б ( I , ВЦ у прямий добуток lTO( I , B 2) x В 

функціонального банахового простору Б ( Х , В 2) і банахового простору В,

Л : Б ( I , В 1) — A ( I , В 2) x В -
Оператор Л : lTO( I , В 1) — lTO( I , В 2) x В буде обмеженим, якщо норму 

у просторі Б ( Х , В 2) x В визначити

l l ( f ,  a ) y i TO(I , B 2 ) xB  =  | | f  Ц і Щ З Д )  +  I H k  f  є  A ( I , В 2 ) ,  а  є  В . 

Розглянемо деякі властивості узагальненого оператора Гріна

(G f)( t)  :=  (L _ f)(t)  _  (P W(l) £ ° i ( L _ f )(•))(£) (4.101)

Л

З метою спрощення записів у подальшому не будемо писати дужки та 

змінні.

G

ЛG =
Ц щ з д )  -  P YL 

7L-
(4.102)

G

вираз (4.101), отримаємо:

ЛG =
L

і
[L_ -  P n (L)L_iL_]

L(L_ -  P n (L)L_iL_) 

i ( L _ - p N  (L)L_iL_)

" LL_ -  L P n (L)L_iL_ '

і

і00і

_ iL _  -  i P n (L)L_iL_ (Ib - L L _ ) i L _

1lTO(I ,B2) 
PY- i L -

- P y l

оскільки

L P N(L) =  Ф i P N(L) =  A  7b -  =  P Yl .
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Lz =  f

властивість (4-102) набере вигляду:

AG =
7M i  ,b2)

І І -1

оскільки R(L) =  1Ж( І , В 2) г P Yl  =  0, а за наслідком, 3.2 з теореми 3.4 
1L_ =  L-1 .

Т ео р е м а  4.15. Оператор

Л_ =  [G P n  <l )L_ ] (4.103)

є обмеженим узагальнено-оберненим до лінійного обмеженого оператора 

Л =  col [L І ] .

Доведення. Як показано вище, при виконанні умов (4.43), (4.44) крайова

\  1 \  1

Лz =
L fz =
l a

розв’язна і її розв’язок має вигляд (4.45).

Тоді для обмеженого узагалвнено-оберненого оператора

Л : 1то(І ,  В 2) х В — 1то( І ,  В 1)

маємо вигляд

" J  J  f "
=  G f  +  P N(L)L a .

Л-

1.Л_ЛЛ_ =  Л_; 2. ЛЛ_Л =  Л,

які визначають узагальнено-обернений оператор. Як підкреслено у [68

Л

Л_ ¥  =
L f
l a
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задовольняє властивості Л ЛЛ =  Л . Оскільки, L P N<l) =  0, l P N<L) =  L

то:

ЛЛ-  =
L

l
[G P N(L)L ] =  

71to(I,B2) -  P Yl

Р Д  l L o

LG L P n <l)L 

_ lG  lP v ( l)L_

0 

P P

Із співвідношень L P Yl = 0  L P y  =  0, G P Yl =  0 маємо, що

Л_ЛЛ_ =  [G P n  <l)L_] 71to(I,B2) -  P Yl 0
P y . lL _  LL

=  [G(71to(I,B2) - P Yl) +  P N(L)L P Y£lL  P N(L)L LL ] =  

=  [G -  GPyL +  P n (L)L_Py£lL _  P n <l)L_] =  [G P n <l)L_] =  Л_.

Л-  L -  , G 

та P n <L)L_. Таким чином, оператор Л_ : 1Ж( І , B 2) х В ^  1<х>(І, В 1) є

Л

Т ео р е м а  4.16. Оператор

P N (Д) =
P y l 0

- P y  lL _  P y

є обмеженим проектором, банахового простору 1Ж ( І , В 1) иа підпростір 

Тд С 1Ж(І ,  В 2) х В .

Доведення. Використовуючи формулу ЛЛ_ =  71to<i ,B2)xB — PyA5 Щ° 

зв’язує узагальнено-обернений оператор Л_ і проектор P Yyl [225], а також 

властивість (4.102) узагальненого оператора Гріна, знайдемо проектор P Yyl, 

який має блокову структуру:

P Ya =  71to(I,B2)xB -  ЛЛ =
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ХМ і  ,B2) 0 XlTO(I,B2) -  P Yl 0
0 Хв PyL iL _  LL_

> Yl 0

1

ОS?
1

_ - P y LiL _ l
11A

_ - P y l iL _  P y l  _

Оператор PyA дійсно є проектором, оскільки задовольняє властивості

0  =  P Y,

2 =  ' Ул =
P yl

- P yl iL

0

P y l

P yl

- P yl iL

0

P y l

1

0 " P yl 0

_ _ P yl iL -P y ,  _  Py, £L_ 1
<n£ - P y l  iL_ P y l .

=  P y

Обмеженість проектора PyA випливає з обмеженості проекторів PyL , 

P y£ , функціоналу і  та узагальнено-оберненого оператора L_, які входять 

в його блокову структуру.

Очевидно, що умова

P ya f  =

I

О

1

f
_ - P y , i L _  P y ,  _ а

=  0,

еквівалентна умовам розв’язності (4.43), (4.44) крайової задачі (4.34),

(4.35).

З а у в а ж е н н я  4.11. Якщо операторне рівняння (4-34) в крайовій задачі 

(4-34), (4-35) є всюди розв’язним, то проектор P Yyl має вигляд

P ya =

оскільки в цьому випадку P Yl 

L-1 .

0 0

_ P y .  іА - 1 Py,

=  0, а за наслідком 3.2 з теореми 3.4 L =
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Висновки до  четвертого р озд іл у

У четвертому розділі доведено теореми про необхідні та достатні 

умови існування та структуру загальних розв’язків лінійних операторних 

рівнянь з узагальнено оборотними операторами та крайових задач для них 

у банахових та гільбертових просторах. Загальні підходи застосовані при 

розгляді необхідних та достатніх умов існування та вигляду загальних 

розв’язків операторних рівнянь Фредгольма з виродженим ядром та 

лінійних крайових задач для них у банахових та гільбертових просторах.

Для цих задач:

1. З використанням формул для узагальнено-обернених та 

псевдообернених операторів, проекторів та ортопроекторів отримані 

умови існування розв’язків лінійних не всюди розв’язних операторних 

рівнянь з узагальнено оборотними операторами у банахових та 

гільбертових просторах, наведені формули для представлення їх 

загальних розв’язків.

2. Використовуючи формули для проекторів, ортопроекторів, 

узагальнено-обернених та псевдообернених операторів до 

інтегральних рівнянь Фредгольма з виродженим ядром у банахових 

та гільбертових просторах, отримано необхідні та достатні умови 

існування та вигляд загальних розв’язків цих рівнянь.

3. З використанням теорем про необхідні та достатні умови існуван­

ня розв’язків операторних рівнянь з узагальнено оборотними 

операторами, знайдено умови існування розв’язків лінійних 

крайових задач для не всюди розв’язних операторних рівнянь 

у банахових та гільбертових просторах. Наведені формули для 

представлення загальних розв’язків таких крайових задач за 

допомогою побудованого узагальненого оператора Гріна.
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4. З використанням формул для узагальнено-обернених та 

псевдообернених операторів, проекторів та ортопроекторів отримано 

умови існування та формули для представлення за допомогою 

узагальненого оператора Гріна загальних розв’язків лінійних 

крайових задач для нетерових операторних рівнянь у банахових та 

гільбертових просторах.

5. Використовуючи формули для проекторів, ортопроекторів та 

узагальнено-обернених операторів до інтегральних операторів Фред­

гольма з виродженим ядром, знайдено умови існування розв’язків 

лінійних крайових задач для інтегральних рівнянь Фредголь­

ма з виродженим ядром у банахових та гільбертових просто­

рах. Отримано формули для представлення загального розв’язку 

з використанням побудованого узагальненого оператора Гріна 

напіводнорідної крайової задачі.

6. Досліджено властивості узагальненого оператора Гріна та його 

зв’язок з узагальнено-оберненим оператором до оператора, який 

задає лінійну крайову задачу.
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Р О З Д І Л  5 

С Л А Б К О Н Е Л І Н І Й Н І  К Р А Й О В І  З А Д А Ч І  Д Л Я  

І Н Т Е Г Р А Л Ь Н И Х  Р І В Н Я Н Ь  Ф Р Е Д Г О Л Ь М А  У  Б А Н А Х О В И Х  

П Р О С Т О Р А Х

Дослідження умов розв’язності і побудова розв’язків 

слабконелінійних крайових задач

(Lz)(i) =  f  (i) +  s Z Г Т Д
(5.1)

iz  =  а  +  sJ (z ( - ,s ) ,  Ys).

для різних класів операторних рівнянь бере свій початок з робіт

І. Г. Малкіна [149] і Е. О. Гребеннікова, Ю. О. Рябова [69], де 

розглядалися задачі про побудову періодичних розв’язків слабконелінійних 

диференціальних систем. Метод розв’язку цих задач оснований на побудові 

узагальненого оператора Гріна відповідної (5.1) лінійної напіводнорідної 

(s =  0, а  =  0) крайової задачі. Цей метод був узагальнений при розгляді 

крайових задач для систем звичайних диференціальних рівнянь та сис­

тем функціонально-диференціальних рівнянь у загальному нетеровому 

випадку [29], [41]. Суттєвою особливістю цих задач є та, що лінійна частина

L

Схема дослідження задачі (5.1) грунтується на використанні 

узагальненого обернення нормально розв’язних операторів та переході за 

допомогою методів типу Ляпунова-Шмідта від задачі (5.1) до операторної 

системи, для розв’язання якої застосовні збіжні ітераційні процедури, 

основані на принципі нерухомої точки [29], [69], [149].

Застосовуючи отримані у третьому розділі конструкції узагальнено- 

обернених L_ операторів у банахових і псевдообрернених L+ у гільбертових 

просторах, а також доведені у четвертому розділі теореми про розв’язність
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лінійних крайових задач для операторних рівнянь з лінійними узагальнено

L

існування та способи побудови розв’язків слабконелінійних (з узагальнено 

оборотною лінійною частиною) операторних рівнянь та крайових задач 

для них, які застосовані до слабконелінійних інтегральних рівнянь Фред­

гольма з виродженим ядром та крайових задач для них у банахових та 

гільбертових просторах.

5.1. С лабконелінійні операторні рівняння з узагальнено оборот­

ною  лінійною  частиною

Спочатку розглянемо в загальному вигляді умови існування та 

представлення розв’язків слабконелінійних операторних рівнянь, лінійні 

частини яких є узагальнено оборотними операторами у банахових прос­

торах.

Розглянемо нелінійне операторне рівняння з малим додатнім парамет­

ром є, є є  [0; бо]

(Lz ) ,z ) ) ( t )  =  f  (t) +  zZ  (z ( t ,z ) , t ,z ) .  (5.2)

Разом з рівнянням (5.2) розглянемо породжуюче лінійне операторне 

рівняння

(Lzo)(t) =  f  ( t )  (5.3)

яке отримується з (5.2) при є =  0.

Рівняння(5.2) будемо розглядати при умовах, що:

(bl) L : 1Ж( І , В 1) ^  1 J I , В 2) — лінійний обмежений 

узагальнено оборотний оператор;
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(b2) Z  — нелінійна по z обмежена вектор-функція, яка в околі 

породжуючого розв’язку ||z -  zo|| <  q неперервно диференційовна 

по z, неперервна по сукупності змінних z, t, s, q і s0 — досить малі
(5.4)

константи;

(ЬЗ) Z (0 ,1,0) =  0,ZZ(0, t, 0) =  0;

(Ь4) f  (І) є  lTO( I , В 2).
Розглянемо задачу про знаходження умов існування і алгоритмів 

побудови розв’язку z =  z ( i ,s )  : z(-,s) є  lTO(Z, В 1), z(t, •) є  C[0; s0]

s = 0

жуючих розв’язків рівняння (5.3).

5.1 .1 . Н еобхідн а ум ова існування р о зв ’язків. Розглянемо 

умови розв’язності рівняння (5.2), коли породжуюче рівняння (5.3), має 

нетривіальні розв’язки.

L

f ( t )  є

Б ( Х , В 2) задовольняє умові:

(Py, f  )(t) =  0 (5.5)

і при цьому має сім’ю розв’язків

zo(i, Іо) =  (P n  (L)zo)(i) +  (L _ f  )(t), (5.6)

де z0(i) — довільний елемент банахового простору Б ( Х , В 1), L_ : lTO(Z, В 2) 

— lTO(Z, В 1) — узагальнено-обернений оператор до оператора L.

Т еорем а 5.1. Нехай умова розв’язності (5.5) породжуючого рівняння  

(5.3), виконана, а рівняння (5.2) задовольняє умови (Ы) — (Ь4) з (5.4) і

має розв’язок z(t, s )7 ьцо належ ить простору Б ( Х , ВЦ no t, неперервний

по s є  [0,s0]7 який обертається при, s =  0 в деякий породжуючий,
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розв’язок (5.6), отриманий при, z0 =  z0(t). Тоді елемент  z0(t) є  1Ж( І , В 1) 

задовольняє рівнянню

P yl Z  (z o (Jo ) ,  •, 0)(t) =  0. (5.7)

Доведення. Нехай виконані умови теореми. Тоді при всіх є є  [0, є0] для 

рівняння (5.2) виконується умова розв’язності

p yl { f  (t) +  zZ (z ( t , z ) , t , z ) } =  0 .

Враховуючи виконання умови (5.5), отримуємо, що нелінійна вектор- 

Z(z(t, є), t, є)

p Ylz (z (•,є), д є) (t) = 0.

Зважаючи на неперервність по є розв’язку z(t,z ) і нелінійної вектор- 

Z(z, t, є) z, t є

при є ^  0 отримаємо z(t, є) ^  z0(t, Z0) та

P ylZ (z0(•, z0), •, є)(t) =  0.

Теорему доведено.

Позначивши ліву частину (5.7) через (FZ0)(t), запишемо це рівняння у

ВИ I Л м ц і

(FZ0)(t) =  P y lZ (z 0 (*, Z0), •, 0)(t) =  0 . (5.8)

З а у в а ж е н н я  5.1. У випадку періодичної крайової задачі, в 

скінчено вимірному просторі Z0 — векторна конст анта Z0 =  c є  R n7 яка 

має фізичний зміст  — це амплітуда коливань породжуючого розв’язку. 

Тому в класичній періодичній задачі для диференціальних систем рівнян­

ня, аналогічне рівнянню (5.8), називається рівнянням  для породжуючих 

амплітуд [149].
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По аналогії з цим рівняння (5.8) будемо називати рівнянням для пород­

жуючих елементів операторного рівняння (5.2), оскільки якщо рівняння

(5.8) має розв’язок І 0 =  z0(і) є  lTO( I , ВЦ, то елемент І 0(і) визначає той 

породжуючий розв’язок z0(i, £0 ), якому може відповідати розв’язок z ( i ,s )  

вихідного рівняння (5.2), яке обертається при s =  0 у z0(i,£0). Якщо ж  

рівняння для породжуючих елементів не має розв’язків, то операторне рів­

няння (5.2) не має шуканого розв’язку.

5.1.2. Д о с та тн і  у м о ви  іс н у в ан н я  р о з в ’я зк ів .  Знайдемо достатні 

умови існування розв’язків операторного рівняння (5.2), які залежать від 

розв’язності породжуючого рівняння (5.3).

Відносно породжуючого рівняння (5.3) можливі випадки:

1. Рівняння всюди і однозначно розв’язне, тобто N (L) =  N (L*) =  {0} і 

існує обмежений обернений оператор L -1 ;

2. Рівняння не всюди і однозначно розв’язне, тобто N (L) =  {0}, 

N (L*) =  {0} (оператор L — або n-нормальний (n =  0), якщо dim N (L) =  

то , або нетеровий (ind L =  -  dim N (L*)), якщо dim N (L) <  то) і існує 

обмежений лівий обернений оператор L_ Ц

3. Рівняння всюди і неоднозначно розв’язне, тобто N (L) =  {0}, N (L*) =  

{0} (оператор L — або d-нормальний (d =  0), якщо dim N (L*) =  то, або 

нетеровий (ind L =  dim N (L)), якщо dim N (L*) <  то) і існує обмежений 

правий обернений оператор L- Ц

4. Рівняння не всюди і неоднозначно розв’язне, тобто N (L) =  {0}, 

N  (L*) =  {0} і існує обмежений узагальнено-обернений оператор L .

Розглянемо найбільш загальний четвертий випадок, коли породжуюче 

рівняння (5.3) має сім’ю розв’язків (5.6).

Виконуючи в (5.2) заміну змінних

z (i,s)  =  20(І,І)) +  x (t ,s ) ,
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в якій елемент Z0(t) є  1Ж( І , В 1) задовольняє рівнянню для породжуючих 

елементів (5.8), приходимо до наступної задачі: знайти умови існування і 

алгоритм побудови розв’язку x(t, є) : ж ), є) є  1Ж(І ,  В 1), x(t, •) є  C[0; є0], 

x(t, 0) =  0 операторного рівняння

( Іж ) ,  є))(t) =  є Z (z0(t, Z0) +  x(t, є), t, є). (5.9)

Використовуючи властивості (ЬЗ), (Ь4) з (5.4) нелінійної вектор-функції 

Z(z, t, є), виділимо у неї лінійну частину по ж і члени нульового порядку

є

Z(z0(t, Z0) +  x(t, є), t, є) =  Z0(t, Z0) +  T (t)x(t, є) +  R(x(t, є), t, є), (5.10)

де

Z0(t,Z)) =  Z(20(t,Z)),t, 0) є  1Ж( І , B 2);

T(t) =  dZ(дЦ 0) |z=zo(t,s0) : 7 ( I , B 1) ^  1Ж( І , B 2) — лінійна обмежена

z Z(z, t, є) z(t) =

20(t,Z));
R  — нелінійна вектор-функція, що задовольняє умовам (Ь2) і (ЬЗ) з 

(5.4).

Використовуючи розвинення (5.10), запишемо умову розв’язності 

операторного рівняння (5.9)

P y l  {Z 0 ) ,  Z0) +  T  ([Pn  <щ ж ),є )  +  ж(•,є)])(t) +  R ( x ) J ,  •,є)}(t) =  0, (5.11)

де ж), є) — довільний елемент простору 1Ж( І , В 1), ж(Цє) — частинний, а 

x(t, є) — загальний розв’язок операторного рівняння (5.9).

Позначивши через B0 =  P y l T P n <l ) _  лінійний обмежений оператор, 

який діє з простору 1Ж( І , В 1) у підпростір Yl  С 1ж ( І , В 2) та враховуючи

(5.8), рівняння (5.11) для визначення x(t) запишемо у вигляді

В0Ж), є)(Ц +  P yl (Тж(^,є) +  R(x(^, є), •, є)}(t) =  0. (5.12)
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Припустимо, що B0 : lTO( I , В 1) — Yl — узагальнено оборотний 

оператор.

Позначимо: P N(Bo) : lTO ( I , В 1) — N (B0) і Pyb0 : Yl — YBo

обмежені проектори, a B-  — обмежений узагальнено-обернений оператор 

до оператора B 0. Обмеженість проекторів P N(Bo), P Ybq є наслідком 

узагальненої оборотності оператора В0 [68], [119].

Z

використовуючи формулу (5.6), для розв’язку x(t, s) отримаємо

x(t, s) =  (P n  (L)X)(t) +  x(t, s).

Елемент x =  x(t, s) визначається з умови (5.11) розв’язності рівняння (5.9), 

а вектор-функція x ( i ,s )  — частинний розв’язок рівняння (5.9):

x(i, s) =  sL _ { Z 0(Y £0) +  T x (Y s) +  B (x (Y s), •, s)}(i).

Враховуючи, що £0(t) задовольняє рівняння для породжуючих 

елементів (5.8), для визначення розв’язку x(-,s) від рівняння (5.9) 

приходимо до еквівалентної операторної системи

x(i, s) =  (P n  (L)X(-, s))(t) +  x(t, s),

B 0X (•, s)(t) =  - (PyL{Tx(-, s) +  B (x (Y s), •, s)})(t), (5.13)

x(i, s) =  sL _ { Z 0(Y £0) +  T x (Y s) +  B (x (Y s), •, s)}(i).

Розв’язність рівняння (5.2) залежить від розв’язності другого рівняння 

операторної системи (5.13), яке може бути всюди і однозначно розв’язним 

(P N (Bo) =  P Yb0 =  {0}) всюди розв’язним (PY, 0 =  0), однозначно

розв’язним (PN(Bo) =  0) або неоднозначно і не всюди розв’язним (PN(Bo) =

0, P b  =  0 )
Спочатку розглянемо достатні умови існування єдиного розв’язку рів­

няння (5.2).
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Нехай друге рівняння операторної системи (5.13) однозначно розв’язне, 

тобто P N<Bo) =  0. Тоді з наслідку 3.1 з теореми 3.3 маємо, що

узагальнено-обернений оператор буде лівим оберненим оператором 

(B0)(-1. Внаслідок нормальної розв’язності оператора В 0, друге рівняння 

операторної системи (5.13) розв’язне тоді і лише тоді, коли виконується 

умова

P YB0P Yl {Тж(ч є) +  R (x 7  є), •, є)}(t) =  0, (5.14)

при виконанні якої воно має єдиний розв’язок

x(t, є) =  (B0 )—1Руі {Тж(.,є) +  R(x(^,e), -,£)}(().

При P yb0P yl  =  0, умова (5.14) завжди виконується. Тому при P n <b 0) =  

0  P ybo P yl =  0 операторна система (5.13) набере вигляду:

x(t, є) =  P n  (і )Ж(-, є)Ц) +  x(t, є), 

x(t, є) =  - ( B 0 )(_1P y l {Тж(^, є) +  R(x(^, є), •, є )} (t) , 

x(t, є) =  є(L_{Zo(•, Z0 ) +  T [(P n <щ ж ), є)) +  ж ), є)] +

+ R(ж(•,є), TO)})(t) .

Покажемо, що операторна система (5.15) належить до класу систем, 

для розв’язку яких застосовний метод простих ітерацій.

Введемо наступні позначення: у ) , є )  =  c o l (x ) ,є ) ,ж ) ,є )ж ) ,є ) )  — 

вектор-стовпець з банахового простору B  =  1Ж( І , В 1) х 1Ж( І , В 1)х  

1Ж( І , В 1), у (t, •) є  С[0 ,є 0];

(5.15)

0 Р N (L) 7

W  = 0 0 K

0 0 0

(5.16)

клітинно-матричний оператор верхньотрикутникового В И Г Л Я Д У , д е  7 — 

тотожний оператор у просторі 1Ж( І , В 1), а оператор K  діє на вектор- 

функцію ^(t)  за правилом

(K v)(-,£ ) =  _(В 0)і- 1Руі  T¥(-,£)(t);
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U (y ( t , s ) , t , s )  =

0

- ( B 0)- 1pY , 4 s)(t )

(5.17)

s(L {Z0(8 £0) +  T [P N(L)x (3 s) +  x ( •, s)] +

+ R A A A  ю )})(і )

— вектор-функція, яка задовольняє умовам (Ь2), (ЬЗ) з (5.4).

Використовуючи введені позначення, систему (5.15) можна записати у

ВИ I J IМ/ІД

y (t,s)  =  (W y A s))(t) +  U (y A  s ) -, s ) ( t ) .

3 (5.17) маємо

Vy (t,s)  =  U(y A s )  •,s)(t),

де

(5.18)

— тотожний оператор У просторі B .

Безпосередньою перевіркою можна переконатися, що завдяки структурі 

клітинно-матричного оператора V  верхньотрикутникового вигляду з 

тотожними операторами на головній діагоналі він має обернений оператор

/ P N (L) - /

V =  / в  -  W  = 0 / - K

0 0 /

/ P N (L) P N (L)K  +  1
V -1 = 0 / K

0 0 /

Оператор V 1 діє та вектор-стовпець y  =  col(x, x , x) за правилом:

V-1y =

x +  P n  (l)X +  P n(l)K x +  /xN (L)J
x +  K x

x



Для доведення обмеженості оператора V -1 покажемо, що існує 

константа c >  0 така, що для всіх у є  B  виконується нерівність

| | |V _1y | | |B <  c { | | |x | | | lTO(I,B1) +  1 | |x | | | lTO(I ,Bi) +  | | |x | | |U I ,B i)} .

Для цього доведемо обмеженість кожної компоненти вектора V -1у у 

банаховому просторі lTO( I , В 1).

Оператори, які входять до клітинно-матричного оператора V _1, лінійні

K

лінійних обмежених операторів. Позначимо норми операторів

| | |P N (L)| | | lTO(I,Bi) =  p , | | |K  | | | lTO(I,Bi) =  k

Враховуючи введені позначення, отримаємо:

|||x  +  P N(L)x +  P N(L)K x  +  / x | | | lTO(I,Bi) <

<  | | |x | | | lTO(I,Bi) +  | | |P N(L)x | | | lTO(I,Bi) +  | | |P N(L)K x | | | lTO(I,Bi) +

+  | | | / x | | | lTO(I,Bi) <  | | |x | | | lTO(I,Bi) +  p | | |x | | | lTO(I,Bi) +  (pk +  l ) | | |x | | | lTO(I,Bi);

|||x  +  K x | | | lTO(I,Bi) <  | | |x | | | lTO(I,Bi) +  | | |K x | | | lTO(I,Bi) <

<  | | |x | | | lTO(I,Bi) +  k | | |x | | | lTO(I,Bi).

Таким чином,

| | |V _1y || |B <  | | |x | | | lTO(i,Bi) +  (P +  l ) | | |x | | | lTO(i,Bi) +  (Pk +  k +  2 ) | | |x | | | lTO(i,Bi) <  

<  c { | | |x | | | lTO(I,Bi) +  | | |x | | | lTO(I,Bi) +  | | |x | | | lTO(I,Bi)},

де c =  max {1,p +  1,pk +  k +  2}. Тим самим обмеженість оператора V-1 

доведено.

Враховуючи введені вище позначення, запишемо операторну систему 

(5.15) у вигляді:
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у =  V _1иу =  V _1U (s)y ,
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де U (є), взагалі кажучи, нелінійний обмежений оператор. Враховуючи 

обмеженість оператора V -1 та обмеженість проміжку І ,  існує таке 

значення параметра є =  є*, що для всіх є <  є* суперпозиція операторів 

V -1и (є) буде оператором стиску. Тоді з принципу стискаючих відображень 

маємо, що система (5.15) має єдину нерухому точку, яка буде розв’язком 

рівняння (5.2).

Використовуючи метод простих ітерацій для знаходження розв’язків 

жЦ, є) операторного рівняння (5.9) неперервних по є, що обертаються в

є = 0

Перше наближення жЦЦє) до жЦ,є) знайдемо як частинний розв’язок 

операторного рівняння

Іж 1 ) ,є )Ц )  =  єZo(t,Zo),

який існує завдяки вибору Zo є  1Ж( І , В 1) з рівняння для породжуючих 

елементів (5.8). Цей розв’язок записується у вигляді

ж1 (t, є) =  є(L_Zo(•,Zo))(t).

Перше наближення жЦф є) до розв’язку жЦ,є) операторного рівняння

ж1 (t, є)

жЦТ є) =  жЦТ є).

Друге наближення ж2Ц, є) до шуканого розв’язку жЦ,є) знаходимо як 

розв’язок операторного рівняння

Іж 2) ,є )Ц )  =  є ^ 0 (•, Zo) +  T  [Pn  (l J ) © )  +  жЦ-,є)] +

+R(жl(•,є), •, є))(t).

З необхідної і достатньої умови розв’язності рівняння (5.19)

В 0ж1 ) ,є ) (Ц  =  - ( P y l {TЖl(•, є) +  R(жl(•,є), •, є )})(t) (5.20)



знаходимо єдине (оскільки Р N (Bo) =  0 за припущенням) перше наближення 

жЦТ є J o  ж(Т є)

ж1 (t, є) =  - (B o ) (_1P y l {TЖl(•, є) +  R(жl(•,є), •, є )}(t) .

Необхідна і достатня умова розв’язності відносно жД ^є) рівняння (5.20) 

має вигляд

P yb0P y l {Tжl(•,є) +  R(жl(•, є), •,є)}(t) =  0. (5.21)

Друге наближення ж2Д ,є J o  жД,є) запишеться

Ж2 (t, є) =  (P n  <l ) жі (•, є))Д) +  Ж2 (t, є),

де

ж2 (й є) =  є(L_{Zo(•, Zo) +  T  [(Pn  (l J ) ,  є)) +

+ жі(•, є)] +  R(жl(•,є), •, є )} )(t) .

Третє наближення Жз(t, є) до частинного розв’язку ж(t, є) визначимо за 

формулою

жз(й є) =  є(L_{Zo(•, Zo) +  T  [(Pn  (l J ) ,  є)) +

+ж2 (^,є)] +  R J ( t o ) ,  •, є) } )( t) , 

як розв’язок операторного рівняння

Іж з ) ,  є)Ц) =  є(Zo (•, Zo) +  T  [(Pn  <l ) ж2 ) ,  є)) +

+ж2(^,є)] +  R(ж2(•,є), •,є)(t).

З необхідної і достатньої умови розв’язності цього операторного рівняння 

приходимо до рівняння

В0ж2 (-,є)Ц) =  - P y l ^ 2 ) ,  є) +  R(ж2 (•, є ) , •, є )}(t) (5.22)

для знаходження другого наближення ж2Д,є) до жД,є). При виконанні 

умови розв’язності рівняння (5.22)

P yb0P y l {TЖ2(•,є) +  R(ж2(•,є), •,є)}(t) =  0 (5.23)

228
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його єдиний розв’язок має вигляд:

x2 (i,s)  =  - ( B 0 ) - 1P y ,{T x 2 (-,s) +  R (x 2 (•, s ) , •, s )}( t) ,

оскільки P N (Bo) =  0-

Таким чином, якщо PyBoPyL =  0, то критерії розв’язності типу (5.21), 

(5.23) відповідних рівнянь на кожному кроці ітераційного процесу будуть 

виконані. Відповідно, якщо P n (b0) =  0, т°  рівняння типу (5.20), (5.22) 

на кожному кроці ітераційного процесу будуть однозначно розв’язні. 

Продовжуючи ітераційний процес далі, з операторної системи (5.15) 

отримуємо наступну схему для знаходження розв’язку x(t, s), що належить 

простору lTO( I , ВЦ по І, неперервного по s, який перетворюється на нуль 

s = 0

xk(i,s) =  - ( B 0) - 1р у ,{Txk(•, s) +  R(xk(•, s ) , •, s )} ( t) ,

xk+1(t, s) =  sL _{Z 0 (-,£)) +  T [Pn(L)xk(•, s) +

+ x k (•, s)] +  R(xk(•, s ) , •, s )} ( i) , 

xk+1(t, s) =  P n  (L)xk (•, s)(t) +  xk+1(t, s), 

x0(t, s) =  x0(t,s)  =  0, k =  0,1, 2,....

Таким чином, доведено наступну теорему.

Т еорем а 5.2. Нехай операторне рівняння (5.2) задовольняє умови (Ы) — 

(Ь4) з (5.4), а відповідне породжуюче рівняння (5.3) при виконанні умови  

(5.5) має с ім ’ю породжуючих розв’язків (5.6). Тоді, якщо оператор В0 

узагальнено оборотний і виконуються умови

P N (Bo) =  A P Yb0 P Yl =  0,

то для кожного елемента £0(і) є  lTO( I , В 1); який задовольняє рівнянню  

для породжуючих елементів (5.8) рівняння (5.2) має єдиний р о зв’язок
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(5.24)

z Д,є) =  z0(t,Z0) +  жД,є), неперервний по є, який обертається в пород­

ж уючий розв’язок  z0(t,Z0) при, є =  0. Цей, розв’язок знаходиться за 

допомогою збіжного на [0,є*] С [0,є0] ітераційного процесу

ж̂  (t, є) =  - (B o ) (_1Pyl ̂ ж *  (•, є) +  R J  (•, є ) , •, є )}Д ), 

ж^+1 (t, є) =  є І _ ^ о ) ,  zo) +  T  [ P n a J  (•, є) +

+ж& (•, є)] +  R J  (•, є ) , •, є )} ( t) , 

ж^+l (t, є) =  P n  ( l J  (•, є)(Д +  ж^+1 (t, є), 

ж0Д, є) =  ж0(t, є) =  0, 

zk(t, є) =  zo(t, Zo) +  ж^(t, є), k =  0,1, 2 ,... .

Далі розглянемо більш загальний випадок, коли друге рівняння 

операторної системи (5.13) неоднозначно розв’язне (PN<B0) =  0).

Припустимо, що P yBqP yl =  0. В цьому випадку друге рівняння системи

(5.13)

Boi'(-,£)(t) =  _ ( P yl{Вж С є) +  Д(ж(2 є), -,£)})(t)

буде завжди розв’язним і його розв’язок має вигляд

ж(С є) =  P n  (В0)ж( ,̂ є)(t) +  ж(0)(t, є),

де ж), є) — довільний елемент простору 1Ж( І , B 1),

ж(0)Й, є) =  B((“P yl{Tж(•, є) +  R 7 ) ,  є), •, є)}Д).

Фіксуючи елемент Ж(t,є) =  ж0О) (t, є ) , отримаємо один з множини 

розв’язків другого рівняння операторної системи (5.13) жДДє) =

P v  д а Щ Д ж Ж )  є  N  (Bo).

Таким чином, при виконанні умови P yBoP yl =  0 операторна система

(5.13) набере вигляду:

ж( Т є ) =  P n  (l )Z(0)) ,  є ) Д ) +  P n  <щ жи( -, є ) ( t ) +  J ,  є ) ,
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x (0)( i, s ) =  - B _ P y ,{T [P n (L)xtt( ^,s) +  x ( ^,s)] +  R ( x ( - ,s ) , ^,s) } ( t ) , (5.25) 

x ( t, s ) =  sL _{Z 0 ( •, £ 0 ) +  T [P n (L)x(0)( •, s ) +  P n (L)xtt( -, s ) +  x ( i, s )] +

+ R ( x A  s ) , •, s ) } ( i ) .

Операторна система (5.25) схожа на операторну систему (5.15), проте 

вони мають принципову відмінність. На відміну від другого рівняння 

системи (5.15), де x ( i , s ) визначається однозначно, у другому рівнянні 

операторної системи (5.25) x (0)( i , s ) — один з частинних розв’язків взятий 

при деякому фіксованому x00)( i, s ) .

Використовуючи введені вище позначення для y ( i , s ) та W  (5.16), сис­

тему (5.25) можна представити у вигляді операторного рівняння

y (t,s)  =  (W y(-,s))(t)  +  U1(y А А  т о Х А (5.26)

де

U1(y ( t , s ) , t , s )  =

V N (L)xttA s ) ( t )

В0 Py,{TPn(L)xtt(^,s) +  R(x(-,s), ^,s)(t)}

sL {Z0(•, z0) +  T [(P N(L)x A  s)) +  P N(L)xX^, s) +  

x(-, s)] +  R(x(^,s), •, s)}(t)

— нелінійна обмежена вектор-функція.

Операторне рівняння (5.26) еквівалентне рівнянню

Vy (t,s)  =  U1 (y A  s ) , •,s)(t) ,

V I ,

операторів V -1 та U71(s) =  U1(y(^,s), ^,s)(t) існує s* <  s0 таке, що для 

всіх s <  s* операт op V _1U71(s) буде оператором стиску, а рівняння

y (t,s)  =  V _1U1(y (•,s), •,s)(t),

має єдину нерухому точку, яка буде розв’язком операторної системи (5.25).
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Т еорем а 5.3. Нехай операторне рівняння (5.2) задовольняє умови (Ы) — 

(Ь4) з (5.4), а відповідне породжуюче рівняння (5.3) за умови (5.5) 

має породжуючі розв’язки, (5.6). Тоді, якщо оператор В0 — узагальнено 

оборотний, то для кожного елемента £0(t) є  lTO( I , В 1); що задовольняє 

рівнянню для породжуючих елементів (5.8) при,

P N (Bo) =  0, P Yb0 P Yl  =  0

рівняння (5.2) має хоча б один розв’язок z ( t ,s )  =  z0(t,£0) +  x ( i ,s ) ,  

неперервний no s, який обертається в породжуючий, р о зв’язок z0(t,£0) 

s = 0

[0,s*] С [0,s0] ітераційного процесу

xk(t,s) =  - B _ P y ,{ T [P n (L)xtt(^,s) +  xkA s)] +  R (x k A s) , + s)}(t),

xk+1 (t, s) =  sL _{Z 0 (•, £0) +  T  [pN(L)xk (•, s) +  P n  (L)xtt (•, s )+

+ xkA s)]  +  R(xk(•,s), •,s)}(i), (5.27)

xk+1 (t, s) =  P n  (L)xk (•, s)(t) +  P n  (L)xtt (•, s)(t) +  xk+1 (i, s),

zk(t, s) =  20(i,£0) +  xk(t, s ) , k =  0 ,1 ,2 ,.. . ,

x0(i, s) =  x0(t, s) =  0,

де x ) (t, s) — фіксований елем,ент банахового простору lTO( I , В 1). 

Заув аж енн я  5.2. Якщо P N (B o) =  0, a P Ybq =  07 то умова розв’язності 

другого рівняння системи (5.13) буде завж ди виконуватись і за наслідком, 

3.2 з теореми 3-4 в ітераційній процедурі (5.27) узагальнено-обернений 

оператор В_ буде правим оберненим оператором (В0)_X 

Заув аж енн я  5.3. Якщо P N (B o) =  0, mo x ^ (t, s) =  0 г ітераційна процедура

(5.27) переходить в ітераційну процедуру (5.24).
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З а у в а ж е н н я  5.4. Не порушуючи загальності, для спрощення записів в 

ітераціиніи процедурі (5.27) мож на покласти ж)(t, є) =  0.

5.2. С л а б к о н ел ін ій н і р ів н я н н я  Ф р е д г о л ь м а  з  в и р о д ж е н и м  я д р о м  

у  б ан ах о в и х  п р о с то р а х

Розглянемо слабконелінійне операторне інтегральне рівняння Фред-

є

b b

z(t) — M (t) J  N (s)z(s)ds =  f  (t) +  є J  K ( t ,s )Z (z (s ,  є), s, єЦє, (5.28)
a a

Д Є

M (t) N(t)

простору B 1 в себе, сильно неперервні з нормами | | |M || |  =

sup ||M (t)||bi =  M 0 <  то та | | |N | | |  =  sup ||N (t) | |Bl =  N0 <  to,;
t€i t€i

(c2) оператор-функція K (t, s) визначена у квадраті І  х І  і

(5.29)
ПІННІЙ з нормою |||K  ||| =  sup||K (t, s ) | Bl =

t€i

(c3) f ( t )  є  C ( I , Bl);

Z (z(t, є), t, є) z

функція, яка в околі породжуючого розв’язку | |z — z01| <  q

z

z, t, є q є0 

(c5) Z (0 ,t ,  0) =  0,ZZ(0,t, 0) =  0;

(c6) /  (t) є  С  ( I , B l).
Будемо шукати умови існування розв’язку z =  z Д,є) рівняння (5.28), 

який визначений в класі вектор-функцій: z ) , є )  є  С ( І , B l), z(t, •) є

B 1

неперервна ПО КОЖНІЙ ЗМІННІЙ З нормою | | |K ||| =  SU p||K (t,s)yB1 =
t€i

K 0 <  то;
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C (0 ,s0] і перетворюється при s =  0 в один із породжуючих розв’язків 

z0(i,c) операторного рівняння

b

z(t) -  M (t) J  N (s)z(s)ds =  f  (t). (5.30)
a

З теореми 4.5 маємо, що породжуюче операторне рівняння (5.30) при 

виконанні умови
b

P y R  N  ( s ) f  (s)ds =  0 (5.31)
a

має сім’ю розв’язків

20(і , c) =  M ( t )P N(D)C +  z (t) =
b (5.32)

=  M(t)pN(D)c +  f  (t) +  M (t)D  J  N (s ) f  (s)ds,
a

дЄ c — довільний елемент банахового простору В 1, D_ — узагальнено- 

обернений оператор до оператора
b

D =  / b i -  A, A =  ^  N (s)M (s) ds.
a

Знайдемо необхідну умову існування розв’язку z(t, s) операторного рів-

s = 0

розв’язків (5.32) z0(t,c) є  C ( I , В 1) системи (5.30).

Нехай рівняння (5.28) має розв’язки z( i ,s ) ,  тоді згідно з теоремою 4.5 

повинна виконуватись умова розв’язності 
b b

P Yd J  N ( s ) j f  (s) +  s j  K ( s , t ) Z ( z ( t ,  s),T, s)dT j d s  =  0 (5.33)
a a

Враховуючи (5.31), умова (5.33) буде мати вигляд:

b b

s P Yd /  N (s) /  K ( s , t ) Z ( z ( t , s ) , t , s ) d T d s  =  0. (5.34)
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є = 0

b b

P YD /  N (s) / K ( s , t )Z (z (t , є), t , є )Ф г^  =  0.
/ /
a a

При є ^  0  z Д,є) ^  z0(t,c). Враховуючи неперервність оператор- 

Z(z, t, є) z, t, є,

є ^  0 у рівності (5.34), отримаємо необхідну умову існування розв’язку 

операторного рівняння (5.28)

По аналогії з подібними задачами для всюди розв’язних 

диференціальних рівнянь [48] рівняння (5.35) будемо називати рівнянням 

для породжуючих констант.

Отже, якщо рівняння (5.35) має розв’язок c =  c0 є  B 1, то вектор 

с0 визначає той породжуючий розв’язок z0(t,c0), якому може відповідати 

розв’язок z(t© ) вихідної нелінійної системи (5.28). Якщо ж  рівняння 

(5.35) не має розв’язків, то і операторне рівняння (5.28) не має шуканого 

розв’язку. Мова йде про дійсні розв’язки рівняння (5.35), оскільки 

розглядаються дісні банахові простори. Таким чином, необхідна умова іс-

c

породжуючому розв’язку (5.32), як дійсного кореня рівняння (5.35).

Таким чином, доведено необхідну умову існування розв’язку системи

Т ео р е м а  5.4. Нехай слабкопеліпійпе операторне інтегральне рівняння

(5.28) має розв’язок z  =  z Д ,є): z ) , є )  є  С ( І , B 1),z ( t,  •) є  С (0 ,є0], який  

є = 0

константою  c =  c0 є  B Y Тоді вектop с0 обов’язково повинен бути дійс­

ним коренем рівняння (5.35) для породжуючих констант.

b b

a a

(5.28).
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Для отримання достатньої умови існування розв’язків інтегрального 

рівняння Фредгольма (5.28) у випадку, коли породжуюче операторне рів­

няння (5.30) має сім’ю розв’язків (5.32) виконаємо у рівнянні (5.28) заміну 

змінних

z (i, s) =  z0(i,c0)+  x ( t ,s ) ,  (5.36)

де z0(i,c0) — породжуючий розв’язок (5.32) рівняння (5.28), а вектор- 

c0 є  В 1

змінну, будемо шукати умови існування розв’язку x =  x (i,s ) : x (+s) є  

C ( I , В 1), x(t, •) є  C[0, s0], який при s =  0 перетворюється в нульовий 

розв’язок рівняння

b
x(i) -  M (i) J* N (s)x(s)ds =  

b a (5.37)
=  f  (t) +  s f  K (t, s )Z (z0 (s, c0) +  x(t, s), s, s)ds,

a

Використовуючи неперервну диференційовність вектор-функції 

Z(z, t, є Д о  x в околі точки s =  0, виділимо у вектор-функції Z (z0 +  x, І, s)

z s.

розвинення

Z (z0 +  x, t, s) =  Z (z0(t, c0), t, 0) +  T (i)x  +  R(x, t, s), (5.38)

де вектор-функція Z (z0(i,c0) ,i ,  0) є  C ( I , В 1), а оператор-функція

rn, s rn, ч d Z ( z , t , 0),
T  (t) =  T  ( t,c0) =   dz |z=zo(t,co)

діє з банахового простору В 1 у себе, сильно неперервна з нормою | | |T ||| =  

sup ||T (t) | |Bi =  T0 <  to.

Нелінійна вектор-функція R(x(i, s), t, s) задовольняє умови (c4), (c5) з

(5.29).
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Отже, враховуючи заміну (5.36), будемо розглядати операторне рівнян­

ня
b

ж(ф — M  (t) /  N  ( s j s ) d s  =  f  (t) +  
b a (5.39)

+ J  K  (t, s к  Z  (z0(s, c0), s, 0) +  T  ( s j s ,  є) +  R(ж(s, є), s, є) >ds,
a

Використовуючи розвинення (5.38), запишемо умову розв’язності 

операторного рівняння (5.39)

p Yd J n  (s ){ f  (s) +  є J K  (s , t ) [z  J J c o ) ©  0) +
a L a L (5.40)

+ T ( t )^ M ( t )P n <D)C +  ж(т , є)^ +  R(ж(т,є ) ,t , є) dTj>ds =  0,

дЄ c — довільний елемент банахового простору B 1, ж(Дє) — частинний, а 

жД, є) — загальний розв’язок операторного рівняння (5.39).

Позначимо через

b b

Bo =  P y ' 7  I  N ( s )K ( s , t )T ( t )M ( t )d T d s  P v
a a

— лінійний обмежений оператор, який діє з простору B 1 у підпростір YD С 

B 1 враховуючи (5.31) та (5.35), рівняння (5.40) для визначення конс-

c

b b

Boc +  Pyd J  N  (s )j j K  ( s , t  ) T  ( t  )ж(т, є) +  R(ж(т, є), t ,  є) dTj
a

ds =  0.

Припустимо, що B 0 : B 1 ^  YD — узагальнено оборотний оператор. Поз­

начимо: P N<B0) : B 1 ^  N ( B0) і P Ybq : YD ^  YB0 — обмежені проектори, а 

B0-  B0

Z

використовуючи формулу (5.32), для розв’язку ж(t, є) отримаємо

X(t, є) =  M  ( t)P v  (D)c +  z(t, є).
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Елемент c =  c(s) визначається з умови (5.40) розв’язності рівняння (5.39). 

а вектор-функція x ( i ,s )  — частинний розв’язок рівняння (5.39):

b

x ( i,s )  =  f  (t) +  M (i)D _  f  N ( s ) f  (s)ds+

+ s K ( i ,T ) +  M (t)D  / N (s)K (s,T )ds x

x Z ( z0(t , c0) , t , 0) +  T (t )x (t , s) +  R (x (t , s), t , s) dT.

c0
жуючих констант (5.35), для визначення розв’язку x(-,s) є  C ( I , В 1), 

x(t, •) є  [0,s0], x(t, 0) =  0 від рівняння (5.39) приходимо до еквівалентної 

операторної системи

x(i, s) =  M(i)pN(D)c +  x(t, s),

b b

Boc =  - P yd У  N ( s ^ ^ y  K (s, t ) T (t )x(t , s) +
a a

+ R ( x (t , s), t , s) d-rjds =  0.

b b

x ( t,s )  =  f  (t) +  s [  K ( t ,T ) +  M (i)D _  f  N ( s ) f  (s)ds+  (5.41)

+ M (t)D  J  N (s)K (s,T )ds Z (z0( t ,c 0) ,T ,0) +
a

+ T ( t )x(t , s) +  R (x (t , s), t , s) dT.

Розв’язність операторної системи (5.41) залежить від розв’язності її

В0
оборотний, то воно може бути всюди розв’язним (PyB =  0), однозначно

b b

b
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розв’язним (PN(Bo)) =  0 або неоднозначно і не всюди розв’язним (PN(Bo) =

0, Pybo =  0 )
Розглянемо найбільш загальний випадок, коли Pn (b 0) =  0 та PyBo =  0- 

Друге операторне рівняння системи (5.41) має розв’язки тоді і лише 

тоді, коли виконується умова

b b

PYb0 P Yd f N (s ) { [ K  (s,T) T  ( t ) x ( t , s )  +

(5.42)

+ R (x ( t ,  s ) , t ,  s ) d-rj ds =  0 , 

яка буде виконуватись завжди, якщо

PYBn P y d =  0. (5.43)

При виконанні умови (5.42) сім’я розв’язків другого рівняння системи 

(5.41) має вигляд

b b

c(s) =  p N(Bo)C -  B 0_ P Yd f  N  (s ){ f  K  (s,T) T  ( t  )x(T,s) +

+ R ( x (t , s ) , t , s) d-rjds

дЄ £ _  довільний елемент банахового простору В 1.

Таким чином, при виконанні умови (5.43) від системи (5.41) переходимо 

операторної системи

x (t, s) =  M ( t )P N(D)c +  x(t, s),

c(s) =  p N(Bo)C -  B 0 P Yd /* N (s ^  f  K  (s,T) T  ( t ) x ( t , s )  +

+ R ( x (t , s ) , t , s) dTj>ds

b b
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+ є K ( t ,T ) +  M (t)D  / N (s)K (s,T )ds x

X Z ( z0(t , c0), t , 0) +  T (t )ж(т , є) +  R(ж(т, є), t , є) dT,

дЄ z — довільний елемент банахового простору B 1.

Поклавши Z =  0, P n (b0)Z =  0, з множини розв’язків другого рівняння 

операторної системи (5.41) вибираємо один із розв’язків.

Таким чином, при виконанні умов P yBo =  0, P yBoP yd =  0 операторна 

система (5.13) набере вигляду:

X(t, є) =  M  ( t)P v  (D)c +  ж(Т є),

c(є) =  - B 0 P Yd ^  N ( s ) { /  K (s ,T ) T (т7 (т,є) +
a a

+ R (ж (т ,є ) ,t , є) d-rjds ,

b

Y(t, є) =  f  (t) +  M (t)D _  f  N ( s ) f  (s)ds+

(5.44)

є K ( t ,T ) +  M (t)D  / N (s)K (s,T )ds x

х Z ( z0(t , c0) , t , 0) +  T (t )ж(т , є) +  R(ж(т, є), t , є) dT.

Враховуючи обмеженість операторів, які входять в систему (5.44) та

I ,

що вона належить до систем, для розв’язку яких застосовний метод прос­

тих ітерацій. Таким чином, для операторного рівняння (5.28) справедлива 

теорема.

b

b b

b b

b b
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Т ео р е м а  5.5. Нехай операторне рівняння (5.28) задовольняє умови (c l) — 

(с6) з (5.29), а відповідне породжуюче рівняння (5.30) при виконанні 

умови (5.31) має с ім ’ю породжуючих р о зв’язків (5.32). Тоді, якщо 

оператор В0 : В 1 ^  узагальнено оборотний і виконуються умови

c0 є  В 1

ж ую чих констант (5.35) операторне рівняння (5.28) має принаймні один 

розв’язок z ( i ,s )  =  z0(i,c0) +  x(i, s), неперервний no s, який обертається в 

породжуючий розв’язок z0(i ,c0) при s =  0. Цей розв’язок мож на знайти  

за допомогою збіжного на [0,s*] С [0,s0] ітераційного процесу

P N (Bo) =  A P Yb0 P Yd =  A

b b

ck(s) =  - B 0 PYd У  N ( s ) { y  K (s , t ) T (T)xk(t,s)
a a

+ R (x k(t , s) ,T ,s)  d-rjds ,

b

a
b b

+ s  /  K ( i ,T ) +  M (t)D  /  N (s)K (s,T )ds | z (z0(t , c0) ,T ,0)+  (5.45)
/ /
a a

+ T ( t ) M (t)Pn(D)ck(s) +  x k ( t , s) +  R (x k ( t ,s ) , t ,s )} d T ,  

xk+1 (t, s) =  M ( t )P N(D)ck(s) +  xk+ 1 ( t,s), 

zk (t, s) =  z0 ( i,c0 ) +  xk (t, s ) , k =  0,1, 2,..., 

x0(i, s) =  x0(t, s) =  0.
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З а у в а ж е н н я  5.5. Якщо P N<B0) =  0 , a P Ybo =  0, т,о оператор B0 —

d

( i n d  B 0 =  d i m  N ( B 0) ) . За наслідком, 3.2 з теореми 3.4 узагальнено- 

обернений оператор B — буде правим оберненим оператором ( B 0) _ 1 і 

операторне рівняння (5.28) буде мати принаймні один розв’язок, який

B0-  =

( Bo) - 1.

З а у в а ж е н н я  5.6. Якщо P N<B0) =  0 , a P Ybo =  B 0 — однознач­

но розв’язний, п-нормальний з нульовим ядром а,бо нетеровий ( i n d B0 =  

—d i m  Yg0) оператор. За наслідком, 3.1 з теореми 3.3 узагальнено- 

обернений оператор B -  буде лівим, оберненим оператором, ( B J 1 і при 

P YboP Yd =  0  операторне рівняння (5.28) буде мати єдиний розв’язок, який  

знаходиться за допомогою збіжного ітераційного процесу (5.45), в якому 

Boo =  ( Bo) o 1.

5.3. С л а б к о н ел ін ій н і к р а й о в і  з а д а ч і  д л я  о п е р ат о р н и х  р ів н я н ь  з 

нетерового л ін ій н ою  ч ас ти н о ю  у  б а н ах о в и х  п р о с то р а х

Розглянемо задачу про умови існування та способи побудови 

розв’язків слабконелінійних крайових задач для операторних рівнянь, 

лінійна частина вихідного рівняння яких є нетеровим оператором. Схема 

дослідження будується на використанні узагальненого оператора Гріна 

відповідної лінійної породжуючої напіводнорідної ( є =  0  а  =  0 )  крайової 

задачі.

Нехай B 1(I ,  R n) і B 2(I , R n 1) z :

I  ^  R n  f  : I  ^  R n p L : B 1(I , R n) ^  B 2(I , R n 1) — лінійний обмежений 

нетерів оператор, ( д  =  v, д  =  d i m  N ( L ) < то, v  =  d i m  N ( L*) =  d i m  YL <



243

т о )  £ : В 1( І , R n) ^  R m — лінійний обмежений вектор-функціонал, s є  

[0,s0].

s

(Lz)(t) =  f  (t) +  sZ  (z (t, s), t, s), (5.46)

£z(-) =  a  +  s J  (z (-,s) ,s) . (5.47)

Разом із задачею (5.46), (5.47) розглянемо лінійну породжуючу крайову 

задачу

(Lz0)(t) =  f  (t), (5.48)

£z0 (-) =  a ,  (5.49)

s = 0

Нехай:

(dl) L : В Ц ! , R n) ^  В 2( І , R ni) — нетеровий оператор ind L =  

dim ker L -  dim ker L* =  ц -  v =  0;

(d2) Z(z(t, s), t, s) — нелінійна вектор-функція, яка в околі, по­

роджуючого розв’язку ||z -  z0|| <  q має похідну Фреше по z і 

неперервна по сукупності змінних z, t та s, q і s0 — досить малі 

константи;

(d3) Z (0, t, 0) =  0,ZZ(0, t, 0) =  0;

( d 4 ) f  (І) є  В 2( ! , R ni); (5.50)

(d5) £ : В 1 ( I , R n) ^  R m — лінійний обмежений вектор- 

функціонал;

(d6) J ( z (•,s ) ,s )  — нелінійний no z вектор-функціонал, який в 

околі породжуючого розв’язку ||z -  z0|| <  q має похідну Фреше 

z s  

(d7) J (0,0) =  0, JZ(0,0) =  0;

(d8) a  є  R m.

Будемо розв’язувати задачу про знаходження умов існування і 

алгоритмів побудови розв’язку z ( i ,s )  крайової задачі (5.46), (5.47), що
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належить простору В 1( І , R n) по i, z(-,s) є  В 1 ( I , R n), неперервного по 

s , z (t, •) є  s = 0

крайової задачі (5.48), (5.49) (індекс n  у позначенні простору C n[s] показує 

розмірність вектор-стовпця).

Розглянемо найбільш загальний випадок, коли породжуюча крайова 

задача (5.48), (5.49) є неоднозначно розв’язною.

Нехай Ф — матриця (2.11), яка складена з v лінійно-незалежних 

базисних функціоналів нуль-простору N (L*).

Враховуючи зауваження 4.3 до теореми 4.4, маємо, що породжую-

f ( t )  є

В 2( І , R ni А  а  є  R m задовольняють умови

При виконанні умов (5.51) породжуюча крайова задача (5.48), (5.49) 

має загальний розв’язок

де X r (t) =  X (i)PNr(Q) _  (n x г)-вимірна матриця, стовпці якої є повною 

системою r -лінійно-незалежних розв’язків відповідної (5.48), (5.49) одно­

рідної ( f  (і) =  0, a  =  0) крайової задачі, G — узагальнений оператор Гріна

(4.54), Q_ — (ц x т)-вим ірна узагальнено-обернена матриця до (m x ц)- 

вимірної матриці Q =  £ Х (•).

5.3 .1 . Н еобхідн а ум ова існування р о зв ’язків. Виконуючи у

(5.46), (5.47) заміну змінної

(Ф / )(■) — 0,
P YQd{a -  £L _f )(•)} =  0, (d =  m  -  rankQ ).

(5.51)

z0 (t) =  X r (t)cr +  (G f)(i)  +  X (i)Q  a, (5.52)

z (t, s) =  z0(t) +  x(t, s),
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для відхилення жД, є) від породжуючого розв’язку отримаємо наступну 

крайову задачу:

( Іж ) ,  є))(t) =  є Z (z0(t) +  ж(t, є), t, є),

/ж ) ,  є) =  єЗ  (z0(-) +  ж), є), є).

Шукатимемо умову існування і алгоритм побудови розв’язку жД,є): 

ж ) ,є )  є  B 1( I , R n), ж(t, •) є  С [є], є = 0

Припустимо, що f ( t )  є  B 2( I , R ni J  а  є  R m такі, що умови (5.51) 

виконані.

Т ео р е м а  5.6. Нехай крайова задача (5.46), (5.47) задовольняє умови

(5.50) і має розв’язок z(t, є), неперервний по є є  [0,є0]; ьуо обертається 

при, є =  0 у деякий породжуючий, р о зв’язок z0( t ,c r ) вигляду (5.52), який  

отриманий при, cr =  c0. Тоді елемент  c0 є  R r задовольняє системі 

рівнянь

^ Z (zo ) , co) +  ж(•,є), ч є) = 0, ^5 53^

PYQd{ J (zo(•, co) +  ж ) , є ) , є) -  /L _ Z (zo(•, co) +  ж), є), •, є )} =  0.

Доведення. Нехай виконуються умови теореми. Тоді при всіх є є  [0, є0] 

виконується тотожність

(L z ) ,  є))Д) =  f  +  єZ  (z (t, є), t, є),

( /z )(•) =  а  +  є З (z(•, є), є).

Застосовуючи до цієї крайової задачі теорему 4.9 і враховуючи справед­

ливість умов (5.51), отримаємо, що при всіх є є  [0,є0] нелінійні вектор- 

функція Z (z ( ) є ) ,Д є )  та вектор-функціонал J Д ) , є ) , є )  задовольняють 

умови
' # Z ^ щ о ,  (554)

P YQd{ J ( z (•, є), є) -  /L  Z (z (•, є), •, є)} =  0 .
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Тоді, оскільки z ( i ,s )  ^  z0(t, c0) оди s ^  0, а нелінійні вектор-функція 

Z(z, t, s) і функціонал J (z ( - ,s ) ,s )  задовольняють умови (d2), (d3) та (d5), 

(d6) з (5.50) в околі (s =  0) розв’язку z0(i,c0), то переходячи до границі 

при s ^  0, z ( t ,s )  ^  z ( t ,c0) отримаємо систему рівнянь

<?Z (^0 (•, ,0 ) , •, 0 ) ) ( • )—0,

PYQd{ J Д (-,c0), 0) _  £L-Z(z0(-,c0), •, 0))(-)} =  0,

яка доводить справедливість теореми.

Якщо система (5.55) має деякий розв’язок c0 є  R r , то константа c0 

визначає той породжуючий розв’язок z0(i,c0), якому може відповідати 

розв’язок z(i, s) вихідної системи (5.46), (5.47), що обертається у z0(i,c0) 

s = 0

Якщо система рівнянь (5.55) не має розв’язків, то крайова задача (5.46),

(5.47) не має шуканого розв’язку.

Оскільки система рівнянь (5.55) аналогічна відомому в теорії періодич­

них нелінійних коливань [69], [29] рівнянню для породжуючих амплітуд, то 

введемо наступне означення.

О значення 5.1. Система (5.55) називається системою операторних 

рівнянь для породжуючих констант крайової задачі (5.46), (5.47).

Таким чином, необхідна умова існування розв’язків неоднозначно 

розв’язної крайової задачі, яка полягає в тому, щоб система рівнянь для 

породжуючих констант (5.55) мала хоча б один розв’язок, задовольняється 

вибором елемента cr =  c0 у сім’ї породжуючих розв’язків (5.52).

L

Ф = 0

рівність буде завж ди виконуватись, як, наприклад, для крайових задач 

для систем звичайних диференціальних рівнянь [29, 69, 149].
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5.3 .2 . Д остатн і ум ови існування р о зв ’язків. Знайдемо умови 

існування розв’язків крайової задачі (5.46), (5.47) у випадку, коли пород­

жуюча крайова задача (5.48), (5.49) неоднозначно і не всюди розв’язна. 

Виконуючи в задачі (5.46), (5.47) заміну змінних

z (i,s)  =  z0(t,c0) +  x(i, s ) ,

в якій константа c0 є  R r задовольняє системі рівнянь для породжуючих 

констант (5.54), приходимо до наступної задачі: знайти умови існування 

і алгоритм побудови розв’язку x(i, s), x(-,s) є  В 1( І ,  R n), x(i, •) є  C n[s], 

x(t, 0) =  0 крайової задачі

(Lx( ,̂s))(t)  =  sZ (z0(t,c0) +  x ( t , s ) , t , s ) ,  ^

£x(+ s) =  s J  (z0(+ c0) +  x(-, s), s).

Z(z, t, s)

J(z , s) x

s

Z (z0 (t, c0) +  x ( i , s ) , i , s )  =  Z0 (t, c0) +  L0 ( i)x (i,s )  +  R(x(t, s), t, s),

(5.57)

J(z0(-, c0) +  x(+ s), s) =  J 0 (-,c0 ) +  A x ) ,  s) +  R ^ x ) ,  s), s),

де

Z0 (t,c0 ) =  Z (z0 (i,c0 ) , i , 0) є  В 2 ( I , R ni),

J 0 (^,c0 ) =  J 0 (z0 (•,c0 ,0) є  R m,

L0(t) : В 1 ( І , R n) ^  В 2 ( I , R ni) — лінійна обмежена оператор-функція,

Z(z, t, s) z z =

z>(t,c0),

£(, : В ф ! , R n) ^  R m — лінійний обмежений вектор-функціонал, який є

J(z , s) z z =

z0(t,c0),
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R

(5.50),

R 1
(с17) з (5.50).

Розглядаючи нелінійності в крайовій задачі (5.56) як неоднорідності 

і застосовуючи до неї теорему 4.9, для її  загального розв’язку жД,є) 

отримаємо наступний вираз:

жД, є) =  X r ( t ) J )  +  Y(t, є),

в якому невідомий вектор фє) є  С г [є] визначається з умов розв’язності 

типу (5.54)

Г J Zo) ,c0) +

1 P YQd{ J 0(3 c0) +  70ж) , є) +  ^ (ж(ч є)  є) —

+Lo))ж(•, є) +  R(ж(•, є), •, є)} =  0,

—/L  [Z0(3 c0) +  є) +  R(ж(•, є )  •, є)]} =  0 . 

РІевідома вектор-функція жД, є) визначається за формулою:

жД, є) =  є (G Z (zo), co) +  ж ), є), •, є))Д) +

+ є Х  ( t)Q _ J  (zo (•, co) +  ж ) , є ) , є ) ,

де G — узагальнений оператор Гріна (4.54).

Використовуючи розвинення (5.57) і той факт, що векторна константа 

c0 є  R r необхідно задовольняє системі рівнянь для породжуючих констант

(5.55), для знаходження неперервного по є розв’язку жД,є) є  B 1( I , R n), 

ж(t, 0) =  0 слабконелінійної крайової задачі (5.46), (5.47) приходимо до 

еквівалентної операторної системи

жД, є) =  X r Д)фє) +  ж(t, є),
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B0c(s) =  -
Ф{Lo(•)x(•,s) +  

PyQd {£o x(^,s) +  R 1(x (^ ,s ) ,s ) -

+R(x(-, s), •, s)}

- £L_[Lo(^)x(^, s) +  R(x(+ s), •, s)]}

x(i, s) =  sG { Z  (zo (•, co) +  Lo(^)[Xr (• )c(s) +  x ) ,s ) ] )  +  

+ R (x (+ s) ,  •, s ) } (t) +  sX (t)Q _{  J (zo(•, co)) +  

+£o[Xr ))c (s)  +  x ) ,  s)] +  R 1(x(+ s), s)},

(5.58)

де

Bo =
Ф АЕ) 

PyQd {£0 +  £L_Lo(-)}
X r ( 0 -

((v +  d) x г)-вимірна стала матриця.

Позначимо через P N(Bo) : R r ^  N (Bo) і P ib0 : R v+d ^  YBo — 

обмежені проектори, а через В-  — (r x (v +  d)) -B H M ip n y  узагальнено- 

обернену матрицю до матриці В 0.

Розв’язність операторної системи (5.58) залежить від розв’язності 

її  другого рівняння. Оскільки в загальному випадку матриця В0 — 

прямокутна, то воно може бути всюди розв’язним (Py =  0), однозначно 

розв’язним (PN(Bo) =  0) та те всюди і неоднозначно розв’язним (P N(Bo) =  0, 

P Yb0 =  0 )
Розглянемо найбільш загальний випадок, коли P n (b0) =  0 та PyBo =  0, 

тобто rank Bo <  min(r, v +  d).

У цьому випадку за теоремою 4.4 маємо, що друге рівняння операторної 

системи (5.58) при виконанні умови

P YBo
Ф{Lo(•)x(•,s) +  

PyQd {£ox(^,s) +  R 1(x (^ ,s ) ,s ) -
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+ R J - ,  є), •, є)}

—/І_ [ Іо ( - )ж ) ,  є) +  R ^ ) ,  є), •, є)]}
= 0

буде розв’язним і його розв’язок можна представити у вигляді:

ф є) =  p v(B0)cn -  B i
Ф{ іо  ) ) ж ) , є ) +  

_ PYQd { 4 ж ) , є ) +  R l ( ж ) ,є ) , є ) -

+ R (x (t,  є), t, є)

—/ І _ [ І о ) ) ж ) ,  є) +  R(ж(•,є), •,є)]} 

де P Nn(b0) — (r х п)-вимірна матриця, яка складена з n =  r  — rank B0 

лінійно-незалежних стовпців проектора P n <b0), cn — довільний елемент 

простору R n. Зафіксувавши cn =  ¥ ,  з множини розв’язків другого рів­

няння операторної системи (5.58) отримаємо один фіксований c | є  N  (Bo),

ф  =  P Nn(В0)40). У подальшому будемо вважати, що J  =  0  і, як наслідок(0) _

c )  =  0 .

Таким чином, при виконанні умови P yBq 

тема (5.58) набере вигляду:

Ф

PY
= 0

ж(t, є) =  X r (t)c(є) +  ж(t, є),

¥ є) =  - B 0
Ф{ Lo ) ) ж ) , є) +  

_ PYQd {/ож(^,є) +  R J ) ,  є), є) —

+ R (x(t,  є), t, є)

—/ І _ [ І о ) ) ж ) ,  є) +  R(ж(•,є), •,є)]}

(5.59)
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x(i, s) =  s(G{Z(zo(-,co) +  Lo(^)[Xr (^)c(s) +  x(+s)] +

+ R ( x ) ,  s), •, s)}(t) +  sX (t)Q _{  J (zo(•, co)+

+£o[Xr (-)c(s) +  x(+ s)] +  R X x ) ,  s), s)}.

Використовуючи [29], [41], [48], [69], зведемо операторну систему (5.59) 

до системи, для розв’язку якої застосовний метод простих ітерацій. 

Введемо наступні позначення:

y (-,s) =  col(x(-, s), c(s), x(-, s)) — вектор-стовпець з банахового просто­

ру B  =  В Ц ! , R n) x C r [s] x В Ц ! , R n)

K 10( ,̂s))(t)  =  - B o
Ф АЕ)

PNd(Q*)[£0 -  £L L0(t)]
AX , s ) -

обмежений оператор;

0 X r (t) I  

0 0 K 1 (5.60)

0 0 0

клітинно-матричний оператор верхньотрикутникового вигляду, де I  

тотожний оператор у просторі В 1^ , R n);

U2(y ( t , s ) , t , s )  =

0

—В  -
ФR(x(•, s), •, s)

PYQd{£1(x(•, s), s) -  £L_ R (x (•, s), •, s)}

s[(G {Z (z0(•, c0) +  L0(• )[Xr ()c (s)  +  x (3 s)] +  R (x (•, s), •, s))})(t) +
+ X  (i)Q + {J (zo (•, co) +  £0 [Xr (• )c(s) +  x ( ,s ) ] )  +  £1(x(^,s),s)}].
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нелінійна вектор-функція, яка задовольняє умовам (с!2), (сІЗ) з (5.50).

Оператори, які входять у клітинно-матричний оператор (5.60), 

лінійні обмежені за визначенням та як суперпозиції лінійних обмежених 

операторів.

Використовуючи введені позначення, операторну систему (5.59) 

представимо у вигляді

y (t,s)  =  W1y ( ,s ) ) ( t )  +  (U2 (y (  , s) , ,̂ s ) ) ( t ) . (5.61)

Враховуючи структуру клітинно-матричного оператора W1 

верхньотрикутникового вигляду з нульовими клітками на головній 

діагоналі і нижче, з системи (5.61) маємо

V1y ( t , s ) =  АЦуА s ) , 7  s ) ,

де

V1 =  ї в  -  W  =

I  - X r - I

0 Ir — K 1

0 0 I

7®i =  d i a g { / , / r , I } — тотожний ітератор у просторі B 1, I r — тотожний 

оператор у просторі C r [s ] .

Безпосередньою перевіркою можна переконатися, що оператор V  має 

обернений
Г I  X r X r K 1 +  I  

0  I r K 1

0  0  I

V -1 =

Обмеженість оператора V - 1 доводиться аналогічно п. 5.1.2.

Оскільки оператор U2 _  нелінійний і залежить від s, а оператор V-1 — 

обмежений, то існує таке значення параметра s =  s*, що дая  всіх s <  s*
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суперпозиція операторів V1_1U2 буде оператором стиску. Тоді з принципу 

стискаючих відображень маємо, що система (5.59) має єдиний розв’язок. 

Використовуючи метод простих ітерацій для знаходження розв’язків

є

є = 0

Наближення жк+ДДє) до жф,є) шукатимемо як частинні розв’язки 

крайових задач

(і ж *+і (-,є))Ц) =  є ^ о Д щ о )  +  Lo(t)[Xr (t)c* (є) +

+ж^ (t, є)] +  R J  (t, є ) , t, є) )•,

/ж*+1 (•, є) =  є{ J o ) , co) +  /o[Xr ) J  (є) +  жк (•, є)] +  R j k  ) ,є ) ,є )} .

За теоремою 4.9, враховуючи розвинення (5.57), ці розв’язки мають

і п и т \ т т  я л  *

ж^+і(t, є) =  єG {Z (zo(•, co) +  Lo))[X r (-)c*(є) +  ж ^),є)])+

+ R J (•, є ) , •, є )} (t) +  є Х (t)Q _{J(zo),co) +

+ / 0[X r ) )ck(є) +  жк(Ч є)] +  R 1 (жк(•, є), є)} .

З необхідної і достатньої умови розв’язності цих крайових задач 

приходимо до рівнянь

з яких знаходяться k-і наближення щ(є J o  фє). Розв’язність системи (5.62) 

для знаходження першого наближення забезпечується вибором константи 

c0 є  R r з системи рівнянь для породжуючих констант (5.55), а решти — 

умовою

Bo ck (є)
Ф{Іо(-)жк (•, є) +  

pYQd {/ожк (•, є) +  Rl (жк ) , є ) , є ) -

+R(жk(•, є ) , •©)}

- /І_ [ Іо (^ )ж к (•, є) +  R(жk(•, є), •, є)]}

Ф
0.
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Тоді (k +  1)-е наближення xk+1(i ,s)  до x ( t ,s )  запишемо у вигляді:

де x0(t,s)  =  x0(t,s)  =  0, x 1(t,s)  =  x 1(t,s)

Таким чином, для крайової задачі (5.46), (5.47) справедлива наступна 

теорема.

Т ео р е м а  5.7. Нехай крайова задача (5.46), (5.47) задовольняє умови 

(d l) — (d8) з (5.50), а відповідна породжуюча крайова задача (5.48), (5.49) 

при, виконанні умови (5.51) має с ім ’ю породжуючих р озв’язків (5.52). Тоді

c0 є  R r

родж уючих констант (5.55), при, виконанні умов

крайова задача (5.46), (5.47) має принаймні один розв’язок z ( i ,s )  =  

z0(i,c0) +  x(i, s) неперервний no s, ьуо обертається у породжуючий, 

розв’язок z0(i ,c0) при, s =  0. Цей, розв’язок мож на знайти за допомогою 

збіжного на [0,s*] С [0,so] ітераційного процесу

xk+1 (t, s) =  Xr(i)ck(s) +  xk+1 (t, s ) , k =  0,1, 2 , . . . ,

Ф
p N (Bo) =  A P Yb0 0

zk+1 (t, s) =  zo(t,co) +  xk+1 (t, s) ,

xk+1 (t, s) =  Xr(i)ck(s) +  xk+1 (t, s ) , k =  0,1, 2 , . . . ,

ck (s) =  - B 0
Ф ^ ) ^  (•, s )+  

PyQd {£oxk (•, s) +  R 1(x k ( - ,s ) ,s ) -

+ R (x k (•, s ) , ^ s)}

-£L_[Lo(^)xk(•, s) +  R(xk(•, s), •, s)]}
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при виконанні умови P Yb
0 0

xk+1( p  s ) =  sG { Z ( z0( ,̂c0) +  L0X) [ X r ( ) ck( s ) +  xk( •, s )] +

+ R ( xk ( •, s ) , •, s ) } ( t ) +  s X ( t ) Q _ { J ( zo( ^,co) +

+ £0[X r ( ) ck( s ) +  xk( •, s )] +  R 1 ( xk( •, s ) , s ) }.

З а у в а ж е н н я  5.8. Якщо r a n k  B o =  r, mo r  <  v + d. У цьому випадку нуль- 

простір N ( В0) матриці В^ буде нульовим і, як наслідок, P N(Bo) =  0 .  ТоЛ

Ф
=  0  крайова задача (5.46), (5.47) буде

V Y

мати єдиний розв ’язок і в ітераційному алгоритмі теореми 5.7 замість 

узагальнено-оберненої матриці В_ буде ліва обернена матриця  ( В 0) _ 1. 

З а у в а ж е н н я  5.9. Якщо r  =  v +  d і r a n k B0 =  r, то до матриці В0 існує 

обернена В - 1. Тоді P N(Bo) =  0 і, як наслідок, P Ybq =  0 . Таким чином, 

умови (5.77) автоматично виконуються і крайова задача (5.46), (5.47) 

буде мати єдиний розв ’язок. У цьому випадку в ітераційному алгоритмі 

теореми 5.7 замість узагальнено-оберненої матриці В_ буде обернена, 

матриця  В - 1.

З а у в а ж е н н я  5.10. Якщо r  >  v +  d, то крайова задача, (5.46), (5.47) 

єдиного розв’язку не має.

L ( Ф =  0 )

звичайний, диференціальний, оператор, або диференціальний, оператор із 

запізненням, то ітераційна процедура (5.77) переходить в раніш відомі 

ітераційні процедури [29], [41], відповідно.



256

5.4. С лабконелінійні крайові задач і для  інтегральних рівнянь  

Ф редгольм а з  виродж еним  ядром  у  гільбертових просторах

Застосовуючи доведені у параграфі 5.3. у загальному вигляді 

теореми, розглянемо задачу про умови існування та побудову ітераційних 

процедур знаходження розв’язків слабконелінійних інтегральних рівнянь, 

лінійні частині яких є інтегральними оператороми Фредгольма з 

виродженими ядрами.

Розглянемо слабконелінійну крайову задачу

Разом із задачею (5.64), (5.65) розглянемо лінійну породжуючу крайову

b
(Lz)(t) := z(t) — M (t) J  N (s)z(s)ds

b
a (5.64)

=  f  (t) +  J  K (t, s)Z (z(s , є), s, є ^
a

b

(5.65)
a

задачу
b

(5.66)
a

/zo ))  =  а ,

є = 0

(5.67)
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Нехай:

(fl) M (t) — (п х m)-, N (t) — (m х п)-, f  (t) — (п х 1)-, K ( t ,s )

— (п х п)-, K 1(t) — (k х п)-вимірні матриці, компоненти яких 

належать до гільбертового простору L 2[a, 6];

(f2) Z (z Д ,є )Д ,є )  та J ( z ( t ,є ) , t ,є )  — нелінійні вектор-функції, 

які в околі, породжуючого розв’язку IIz — z0|| <  q мають похідні 

Фреше по z, неперервні по сукУпності змінних z, Н а  є, q, є — (5.68) 

достатньо малі величини;

(f3) Z (0 ,t ,  0) =  0,ZZ(0,t, 0) =  0, J (0,0) =  0, JZ(0,0) =  0;

(f4) /  : L 2 ( I , R n) ^  R k — лінійний обмежений вектор- 

функціонал;

(f5) а  є  R k.

Знайдемо умови розв’язності і формули для представлення розв’язків 

крайової задачі (5.64), (5.65) з допомогою узагальненого оператора Гріна 

(4.81) лінійної напіводнорідної крайової задачі, який був побудований у 

підрозділі 4.4.2.

Розв’язки слабконелінійної крайової задачі (5.64), (5.65) будемо шукати 

у класі вектор-функцій:

z (•, є) є  L2 ( I ,  R n), z(t, •) є  С(0,єо],

які перетворюються при є =  0 в один із породжуючих розв’язків z0(t) =  

z(t, 0) крайової задачі (5.66), (5.67).

У підрозділі 4.4.2. е теоремі 4.12 показано, що при виконанні умов

' b
f  Ф *ф )/ (s)ds =  0,

< a b (5.69)

P Nd(Q*){а  -  / [f  (•) +  M 1(0 I  N 1( s ) f  (s)ds] } =  0,
a

лінійна породжуюча крайова задача (5.66), (5.67) має сім’ю розв’язків

z(t) =  Xp(t)cp +  (G f  )(t) +  X r (t)Q+a, (5.70)
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дЄ G — узагальнений оператор Гріна (4.89), який діє на функцію f  (t) за 

правилом
b

(G f  )(i) =  f  (І) +  M  1( і Ц  N 1( s ) f  (s)ds. (5.71)
a

Тут f  (І) =  f  (І) -  X r(i)Q +£f (•); M  1(t) =  M 1 (t) -  X r(t)Q + £M E ), МЦі) =  

[M (t)S -1 , - X r ( і)в -1] (n x (m +  2r))-BHMipna матриця, яка складена з 

матриць M (Ц Ю 1 та X r ( і)в _ )  N 1(t) =  col[N(t), Ф*(і)] — (n x (m +  2r))- 

вимірна матриця, яка складена з матриць N (і) та Ф* ( t )  X r (t) та Фг(і) — 

(n x r)

просторів N (L) та N (L*) операторів L та L*, відповідно, S -1 матриця
ь   ___

обернена до матриці S  =  I  -  J  N (i)M (t)dt, Q+ — псевдообернена матриця
a

до (k x Ц-вимірної матриці Q =  £Xr (•).

Виконуючи у (5.64), (5.65) заміну змінної

z ( t ,s )  =  zo(i,cp) +  x(t, s)

для відхилення x(i, s) від породжуючого розв’язку отримуємо наступну 

крайову задачу:

b
z(i) -  M (t) J  N (s)z(s)ds =  f  (i) +  
b a (5.72)

+ s  /  K (t, s)Z((zo(s, cp) +  x(s, s)), s, s)ds,
a

b

£z(•) =  a  +  s j  K 1(s )J ((z0(s ,cp) +  x(s, s)), s)ds. (5.73)
a

Нехай у породжуючій задачі (5.66), (5.67) f ( t )  є  L2( I , R n) і a  є  R k 

такі, що умови (5.72) виконані. Тоді для крайової задачі (5.64), (5.65) 

справедлива теорема.

Т ео р е м а  5.8. Нехай крайова задача (5.64), (5.65) задовольняє умови 

( fl)  — (f5) з (5.68) і має розв’язок z ( t , s )  неперервний по s є  [0,so]; ьуо
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обертається при є =  0  у деякий породжуючий розв’язок z0( t ,c p) вигляду 

(5.70), який отриманий при, cp =  co. Тоді елемент  c0 є  R p задовольняє 

системі рівнянь

Ib Ib
І  ФГ( s ) /  K ( s, т ) Z ( ( z0( T, co) +  ж( т, є ) , т, є ) Ф г ^  =  0 ,
a a

Г bP w n  J  K l ( s ) J ( zo( s,co )  +  ж( s , є ) , є )

Ib a
—J  K ( •, s ) Z ( ( z0( s, c0) +  жф, є ) , s, є ) ^ —

b b
—/M 1( ^ J  N 1( s J  K ( s , t )Z ((z0(t , c0) +  ж(т, є), т, є ) Ф г ^ | =  0 .

Доведення теореми аналогічне доведенню теореми 5.6. Систему рівнянь 

(5.74) будемо називати системою рівнянь для породжуючих констант.

Z(z, t, є)

J(z , є) x

є

Z  (zo (t, co) +  жЦ,є)Д, є) =  Zo(t, co) +  ІоД)жД,є) +  R(ж(t, є), t, є),

J(zo(t, co) +  ж(t, є), є) =  Jo(t, co) +  /o(t)ж(t, є) +  Rl(ж(t, є), є),

де

Zo(t,co) =  Z(zo(t,co),t, 0) є  L 2 ( I , R n),

Jo(t,co) =  Jo (zo (t, co, 0) є  L 2 ( I , R n); 

dZ(z, t, 0) 
dzLo( t ) =  Lo( t,co ) =  d ¥ 7  0 )  |z=z(t,c0) є  L 2 (I , R n) ;

/o(t) =  /o(t,co) =  ' T T z T l |z=z<(C0) є  L2 ( I , R n);

R(ж(t, є), t, є) та R l j t ,  є), t, є) нелінійні вектор-функції, які

задовольняють умовам (а2) і (аЗ) з (5.68).
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Розглядаючи нелінійності у крайовій задачі (5.72), (5.73) як неоднорід­

ності і застосовуючи до неї теорему 4.12, для представлення її розв’язку 

x(i, s) отримаємо наступний вираз:

x(i, s) =  X p(t)c(s) +  x(i, s),

у якому невідомий вектор c(s) є  C p[s] визначається з умов розв’язності 

типу (5.74)

b b
J  Ф*А) J  K (s ,T ) Zo(t,co) +  L o(t)x (t,s )+

+ R (x (t,  s), t, s) dTds =  0,

PNd(Q*n / K ^ s )  Jo (s ,co )+  £ o (s )x (s ,s )+  R 1(x (s ,s ) ,s )

£ /  K (•, s) Zo(s, co) +  Lo(s)x(s, s) +  R(x(s, s), s, s)

d s— 

d s—

£МЦЦ f  N 1(s) f  K(s,T)[Zo(T,co) +  L o ( t )x ( t ,s )+
a a

+R(x(T, s), T, s) dTds =  0,

де x(s, s) =  X p(s)c(s) +  x(s, s).

Невідома вектор-функція x(t, s) визначається за формулою:

x ( i, s ) =  s ^ G f  K ( •, s ^ Z0( s, c0) +  L0( s ) x ( s, s ) +  R ( x ( s, s ) , s, s ) j ds^  ( t ) -  

+ Xr ( t ) Q+ f  K 1 ( s ^  Jo ( s, co) +  £o( s ) x ( s, s ) +  R 1 ( x ( s, s ) , s ) j  ds.
a

G

Позначимо

R ( x ( s, s ) , x ( s, s ) , s, s ) : =  L0( s ) x ( s, s ) +  R ( x ( s, s ) , s, s ) ,

R 1(x(s, s), x(s, s), s, s) := £0(s)x(s, s) +  R 1(x(s, s), s, s).
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Використовуючи той факт, що векторна константа c0 є  R p необхідно 

задовольняє системі рівнянь для породжуючих констант (5.74), для знаход­

ження неперервного по s розв’язку x ( , s )  є  L 2( I , R n), x ( i ,0) =  0 

слабконелінійної крайової задачі (5.64), (5.65) проходимо до еквівалентної 

операторної системи

x(i, s) =  X p(t)c(s) +  x(t, s),

Boc(s) =  -

b b _
f  Ф*А) J  K (s ,T )R (x ( t ,  s), x ( t ,  s), t ,  s)dTds

p Nd(Q*^ f  K 1(s)R 1(x ( s ,s ) ,x ( s ,s ) , s , s )d s

- £  /  K (•, s)R(x(s, s), x(s, s), s, s)ds -  £M1(^)x

x f  N ^ s ) /  K (s ,T )R (x ( t ,  s ) , x ( t ,  s ) , t ,  s
a a  

fb

,

x(t, s) =  s g (  f  K  A s ) {  Zo(s,co) +  Lo(s)[Xp(s)c(s) +  x(s,s)] +
a

+ R (x (s ,s ) ,s ,s )d s )  j V t )  +  Xr (t)Q+ f  K 1(s){ Jo(s,co) +
a

+£o(s)[Xp(s)c(s) +  x(s, s)] +  R 1 (x(s, s), s ) j d s  ,
де

Bo =

fb fb
J  Фг (s) J  K (s ,T )L o (t)X p (t)dTds

P (q*){ f  K 1(s)£o(s)Xp(s)ds -  £ f  K (•, s)Lo(s)Xp( s )d s -
a a

- £ M 1 (•) f  N 1(s) f  K (s , t )L o ( t )X p( t)d T d s |
a a

((r +  d) x р)-вимірна стала матриця. Нагадаємо, що р =  k -  rank Q, а 

d =  r  -  rank Q.
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Позначимо через P n <B0) : R p ^  N (B0 J  P n <B o) : R r+d ^  N (B )) —

обмежені ортопроектори, а через B+ — (p х ( r + ф)-вимірну псевдообернену

B0
Нехай rankB0 <  m in(p ,r  +  d). Тоді за теоремою 4.4 друге рівняння 

операторної системи (5.75) при виконанні умови

b b _
f  ФГ(s) /  K ( s , t )R(ж(т, є), ж(т, є), т, є)dтds

РN (Bo*)
p Nd(Q*){ I  K l(s )R l(ж (s ,є ) ,ж (s ,є ) ,s ,є )d s

J  K ( •, s ) R ( ж( s, є ) , ж( s, є ) , s, є ^  — /M 1 ( •) х

х  f  N 1 ( s ) /  K ( s , t ) R ( ж( т, є ) , ж( т, є ) , т, є

= 0

буде мати сім’ю розв’язків

Фє) =  P N(B0)Cp -  B o

b b _
/  ФГ( s ) /  K ( s , t ) R ( ж( т, є ) , ж( т, є ) , т, є ) dтds

PvNd(Qo)1 1  K l(s )R l(ж (s ,є ) ,ж (s ,є ) ,s ,є )d s

J  K (•, s)R(ж(s, є), ж(s, є), s, є)ds — /M 1(^)x

b b _
х  f  N 1( s J  K ( s , t ) R ( ж( т, є ) , ж( т, є ) , т, є ) dтds >

де ср є  R p — довільний елемент евклідового простору R p, який у 

подальшому будемо вважати нулем ср =  0

" ФГ (s)Таким чином, при виконанні умови P n <bo) 

система (5.75) буде мати вигляд:
Nd(Q0) J

= 0

ж(Т є) =  Х Д Д ф є) +  ж(Т є),
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c(s) =  - B o

b b _
f  ФГ(s) J  K (s ,T )R (x ( t ,  s ) , x ( t ,  s ) , t ,  s)dTds

PN0(Q*){ f  K 1(s)R 1(x(s, s ) ,x (s , s), s, s)ds

£ /  K (•, s)R(x(s, s), x(s, s), s, s)ds -  £M1(^)x

,

x f  N ^ s ) /  K ( s ,T )R (x (t,  s ) , x ( t ,  s ) , t ,  s

x(i, s) =  s g (  f  K  X ,s){ Zo(s,co) +  Lo(s)[Xp(s)c(s) +  x(s,s)] +
a

+ R (x (s ,s ) ,s ,s )d s )  j V t )  +  Xr (t)Q+ f  K 1(s){ Jo(s,co) +
a

+£o(s)[Xp(s)c(s) +  x(s, s)] +  R 1 (x(s, s), s ) j d s  .

Як показано у параграфі 5.3. операторна система (5.76) належить до 

класу систем, для яких застосовний збіжний метод простих ітерацій.

Т е о р е м а  5 . 9 .  Нехай крайова задача (5.64), (5.65) задовольняє умови 

(f l ) — (f5) з (5.68), а відповідна породжуюча крайова задача (5.66), (5.67) 

при, виконанні умов (5.69) має с ім ’ю породжуючих розв’язків (5.70). Тоді 

для кожного елемента c0 є  R )  ьуо задовольняє системі рівнянь для по­

родж уючих констант (5.74), при, виконанні умов

PN (Bo) =  Ф P N (B*)
фг (s)

PNNd(Q*)
= 0 (5.77)

крайова задача (5.64), (5.65) має принаймні один розв’язок z ( i , s ) =  

z0( i ,c 0) +  x ( i, s ) неперервний no s, ьуо обертається у породжуючий, 

розв’язок z0( i , c 0) при, s =  0 . Цей, розв’язок знаходиться за допомогою 

збіжного на [ 0 , s  *] С [ 0 , s o] ітераційного процесу

zk+1 (t, s) =  zo(t,co) +  xk+1 (t, s) ,
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жк+ l(t, є) =  Xp(t)ck(є) +  жк+ l(t, є), k =  0,1, 2 , . . . ,
b b _

/  ФГ(s) /  K ( s , t )R (жk(т, є),жк(т, є), т, є)dтds

ck (є) =  —B+ Pvd(Qon J  Kl(s)Rl(жk(s,є),Жk(s, є), s, є ^

J  K ( • ,s ) R ( жkф , є ) ,жк( s , є ) , s , є ) ds — /M 1(^)x

b b _
х  f  N 1( s J  K ( s , t )R(жk(т, є),жк(т, є), т, є)dтds >

(5.78)

жк+ l ( t , є ) =  є G ( I K ) , s ) { Zo( s,co ) +  Lo( s ) [ Xp ( s ) ck( є ) +

+ жк ( s, є )] +  R J  ( s ^ J J d s ) } ) ( t ) +  X r ( t ) Q+ /  K l ( s ) j  Jo ( s,co ) +

+ /o ( s ) [ Xp ( s ) ck ( є ) +  жк ( s, є )] +  R j k  ( s, є ) , є ) ^  ds . 

З а у в а ж е н н я  5.12. Нехай P n <В0) =  0 . ! ( e означає, що r a n k  B 0 =  p. У

цьому випадку при виконанні умови Pn <щ )

(5.64), (5.65) буде мати єдиний розв’язок.

Ф

P vNd(Q0)
= 0
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Висновки д о  п ’ятого р озд іл у

у  п’ятому розділі з використанням теорем про необхідні та достат­

ні умови існування та представлення розв’язків операторних рівнянь з 

узагальнено оборотними операторами та лінійних крайових задач для 

них, досліджено слабконелінійні операторні рівняння та слабконелінійні 

крайові задачі для операторних рівнянь з узагальнено оборотною лінійною 

частиною у банахових та гільбертових просторах.

У цьому розділі:

1. Для слабконелінійних операторних рівнянь (лінійна частина яких 

— нормально розв’язний оператор з доповнювальними ядром 

та образом) отримано необхідні умови існування розв’язків, 

побудовано операторне рівняння для породжуючих елементів, 

отримано достатні умови існування єдиного та принаймні одного 

розв’язків, запропоновано ітераційні процедури для їх побудови та 

доведено їх збіжність.

2. Використовуючи загальні підходи до дослідження слабконелінійних 

операторних рівнянь отримано необхідні і достатні умови існування 

розв’язків слабконелінійних операторних рівнянь у банахових просто­

рах, лінійна частина яких — не всюди розв’язне операторне рівняння 

Фредгольма з виродженим ядром. Отримано необхідні умови існу­

вання розв’язків, побудовано операторне рівняння для породжуючих 

елементів, встановлено достатні умови існування принаймні одного 

розв’язку, запропоновано збіжні ітераційні процедури для побудови 

цих розв’язків.

3. Для слабконелінійних крайових задач, лінійна частина вихідних 

рівнянь яких — нетеровий оператор, побудовано систему операторних 

рівнянь для породжуючих констант. Отримано достатні умови іс­

нування єдиного та принаймні одного розв’язку слабконелінійних
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крайових задач. З використанням узагальненого оператора Гріна 

відповідної лінійної напіводнорідної крайової задачі, запропоновані 

збіжні ітераційні процедури для побудови принаймні одного 

розв’язку таких задач.

4. Для слабконелінійних крайових задач для інтегральних рівнянь 

Фредгольма з виродженим ядром у скінченновимірних гільбертових 

просторах побудована система операторних рівнянь для пород­

жуючих констант, отримано достатні умови існування принаймні 

одного розв’язку. З використанням узагальненого оператора Гріна 

відповідної лінійної напіводнорідної крайової задачі побудовано 

збіжні ітераційні процедури для знаходження розв’язків таких задач.
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Р О З Д ІЛ  6

К Р А Й О В І З А Д А Ч І Д Л Я  О П Е Р А Т О Р Н И Х  Р ІВ Н Я Н Ь  З

ІМ П У Л Ь С Н О Ю  Д ІЄ Ю

Запропонований у [190] підхід до дослідження періодичних крайових 

задач для звичайних диференціальних рівнянь з імпульсною дією у [41], 

[186] успішно був узагальнений на випадок нетерових крайових задач 

для всюди розв’язних диференціальних систем. Отримані у попередніх 

розділах необхідні і достатні умови існування і формули для представлення 

загальних розв’язків лінійних операторних рівнянь з не всюди розв’язними 

операторами та крайових задач для них, що діють у банахових або 

гільбертових просторах, дозволяють розв’язати задачі про знаходження 

умов існування та структуру загальних розв’язків крайових задач для 

нормально розв’язних операторних рівнянь з імпульсною дією.

У цьому розділі розглянуті умови існування та алгоритми побудови 

розв’язків лінійних не всюди розв’язних нетерових операторних рівнянь 

з імпульсною дією та лінійних крайових задач для них, а також лінійні та 

слабконелінійні крайові задачі для диференціальних систем із запізненням 

та імпульсною дією.

6.1. Л інійні крайові задач і дл я  нетерових операторних рівнянь  

з  імпульсною  дією

Нехай Lp( I , R n) — простір сумовних зі степенем р, 1 <  p  <  то на 

скінченному проміжку I  =  [a, b] вектор-функцій z (•) : I  ^  R n з нормою



268

Dp ( I , R n) — простір абсолютно неперервних вектор-функцій, похідні 

яких належать простору Lp( I , R n) (індекс p  вказує на зв’язок з простором 

Lp( І , R n) у вказаному сенсі) з нормою

т1, т2, . . . ,  тп - фіксована строго впорядкована множина точок проміжку І , 

D p (I \{ T i} / , R n) — простір абсолютно неперервних на кожному з проміжків 

[а,т1), [т1,т2) , . . . ,  [тп, 6] вектор--функцій z(t), неперервних справа в точках 

т ,̂ і =  1, п, які мають у цих точках розриви першого роду, таких, що z(t) є

де L : D p( I , R n) ^  Lp( I , R n) — лінійний нетеровий оператор (dimker L =  

ц <  то, d im kerL  * =  v <  то, ц =  v).

Нехай в моменти часу тд і =  1, 2 , . . .  ,п розв’язки рівняння (6.1) мають 

стрибки, які визначаються рівностями

де A z |t=T. =  z (ті +) — z ( a —), матршц Si є  R nxn такі, що de t(E  — Si) =

0

розриву, а  є  R n.

Систему (6.1), (6.2) називатимемо лінійним нетеровим операторним 

рівнянням з імпульсною дією.

Під розв’язком лінійного нетерового операторного рівняння з 

імпульсною дією (6.1) — (6-2) будемо розуміти функцію z(t) є  D p( I  \  

{Ti}i, R n), z(t) є  L p ( I , R n), що задовольняє рівнянню (6.1) при майже 

всіх t є  [а, 6] та умовам (6.2) при t =  ті , і =  1, П-

z ||dp(I,Rn) =  ||z(a) ЇЙ" +  | |lp(I ,R”),

( Lz ) ( t ) =  f  ( Д (6 .1)

Az _  SiZ(Ti_ )  =  a i , (6 .2 )
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Будемо шукати розв’язки системи (6.1), (6.2), які задовольняють 

умовам

£z(-) =  a ,  (6.3)

де £ : D p(I\{T i} / , R n) ^  R m m 
a  є  R m

Систему (6.1) — (6.3) — будемо називати лінійною крайовою задачею 

для нетерового операторного рівняння з імпульсною дією.

6 .1 .1 . У м ови існування та загальний р о зв ’язок  лінійного  

ім пульсного нетерового операторного рівняння. Спочатку 

розглянемо задачу про знаходження загального розв’язку нетерового 

операторного рівняння з імпульсною дією

(Lz)(i) =  f  (і ), і  є  [a, b], t =  ті, (6.4)

A z|t=T. =  S*z(ті -  0) +  a*, i =  1, 2 , . . . ,  n. (6.5)

За теоремою 4.4 лінійне нетерове операторне рівняння (6.4) розв’язне 

для тих і лише тих f  (і ) є  Lp( I , R n), які задовольняють умову

(P yl f  )(t) =  0, (6.6)

при виконанні якої воно має розв’язок

z (t,c) =  X  (t)c +  (L_ f  )(t),

де X (t)  — (n x ц)-вимірна фундаментальна матриця, яка складена з базис­

них векторів нуль-простору N (L) оператора L, c є  R M, p yl : Lp( I , Rn) ^

Yl проектор та підпростір YL є  Lp( I , R n)  L_ — узагальнено-обернений

L

При виконанні умови (6.6) нетерове операторне рівняння (6.4) на 

проміжках [а ,т )  та ]т1, т2] має загальні розв’язки

z1(i) =  X (i)c +  (L _ f)(t) ,  t є  [a,T1],
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z2 ( t ) =  X ( t ) c2 +  ( L f ) ( t ) , t є ]т1 ,Т2] , (6.7)

де c, c2 є  R M, L_ — узагальнено-обернений оператор до нетерового 

L.

З імпульсних умов (6.5) маємо:

X  ( т1 + ) c2 +  ( L f  ) ( Т1+ ) =  Zg gY

=  ( E  +  S 1) {X (т1—) c +  ( L f  ) ( т1 ) } +  а 1.

З метою спрощення записів у подальшому вважатимемо, що

X  ( Ti- ) =  X  ( Ti+ ) =  X  ( тi ) , ( L _f  ) ( Ti- ) =  ( L _f  ) ( Ti+ ) =  ( L _f  ) ( Ti) .

Позначимо через Р 1 =  Pn <x (Ті)) -  (ц х ц)-вимірну матрицю-

ортопроектор, що проектує евклідів простір R p на нуль-простір N (X (т1)) 

сталої (п х ц)-вимірної матриці X (т 1)  Р 1 : R M ^  N (X (т1)), а через 

Р 1<*) =  P n (xo(ti)) _ (п х п)-вимірну матрицю-ортопроектор, що проектує 

евклідів простір R n на нуль-простір N (X*(т1)) (ц х п)-вимірної матриці 

X*(т1) спряженої до матриці X  (т1)  Р 1<*) : R n ^  N  (X *(т і)).

Оскільки (п х ц ) -вимірна матриця X  ( t ) складена з повної системи ц 

лінійно-незалежних базисних векторів { f i } J ,  то стала мат риця X  (т1) має 

повний ранг ( r a n k  X  ( т1) =  п, п <  ц ) , том у Р 1<*) =  0 . Тоді система (6.8)

завжди розв’язна відносно c2 є  R M, оскільки умова її  розв’язності

Р<*){ ( Е  +  S l ) X  ( Tl) c +  5 ' і ( і - / )(ti)  +  a j  =  0

завжди виконується і при цьому вона має сім’ю розв’язків

c2 =  Pic +  X  + ( t i ) (E  +  S l ) X  (ti)c  +  X  + ( t i )S i (L _ /) ( t i )  +  X + ( тф аь

де P 1c є  N ( X ( т1) )  c є  R p — довільний ц-вимірний вектор, X  + ( т1) — 

( ц х п ) X  ( т1 )

X  + ( т1) можна побудувати за формулою (3.24), яка в цьому випадку має

іпит\тт ял

X + ( т і ) - ( E r  -  P O X - D ,



оскільки як було показано вище p 1 * ) =  P n (x *(ti)) =  0  _  одинична

матриця розмірністю д.

c2
загального розв’язку z2(i) нетерового операторного рівняння з імпульсною 

дією (6.4) на проміжку ]т1, т2]

z*(i) =  X  (t)[P1 +  X +(T1)(E  +  S 1)X  (T1)]c+

+ ( L _ f  )(t) +  X  (t)X  +(T1)S1(L_f )(T1) +  X  (i)X  +(T1)a1, 

який після позначень

S 1 =  X+(T1)(E +  S1)X (T1), (L _ f  )(T1) =  X  +(T1)S1(L_f )(t1)

запишемо у вигляді

z2(t) =  X  (t)[S 1 +  P 1]c +  (L f  )(t) +

+ X  ( t) (L _ f  )(t1 ) +  X  (t)X  +(T1)a1.

На проміжку ]t2, t3] розв’язок нетерового операторного рівняння (6.1) 

має вигляд:

z3(t) =  X (i)c3 +  (L _ f)(t) ,  t є]т2 ,тз], c є  R 7  (6.9)

З імпульсних умов (6.2) маємо:

X  (t2 +  )c3 +  (L f  )(t2 +  ) =

(E  +  S2){X  (T2 - ) [ S  1 +  P j c  +  (L _ f  )(T2 - ) +  (6.10)

X ( t2- ) ( L ° f  )(t1) +  X ( t2 )X  + (т1)а1} +  a 2.

Позначимо через P2 -  Ex^)-BHMipHy матрицю-ортопроектор, P2 : R M ^  

N (X (t2) )  а терез P 2(*X  ( n x n ^ ^ ^ ^ ^ w  матрицю-ортопроектор P 2(*) : R n ^  

N  (X  *(T2)).
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Стала (n x д)-вимірна матриця X (т 2) має повний ранг, P2(*) =  0, тому 

рівняння (6.10) завжди розв’язне відносно c3 є  R M і має сім’ю розв’язків

c3 =  P 2c +  X  + (т2 )(E  +  S2)X  (t2)[S 1 +  P 1]c+

+ X  +(T2)S2 (L _ f  )(T2) +  X  +(T2 ) (E  +  S2)X  (T2)(L_ f  ) ( t 1 ) +

+X+(T2)(E  +  S2)X  (T2)X  +(T1)a 1 +  X  +(T2)a2 .

Після позначень

S  2 =  X  +(T2)(E  +  S2)X  (T2),

(L _ f  )(T2) =  X  +(T2)S2 (L _ f  )(T2),

c3
загального розв’язку z3 (i) на проміжку ] t2 , t 3]

z3(t) =  X  (t)[S 2S 1 +  S  2P 1 +  P2]c +  (L f  )(t) +

+ X  (t)[S2 (L _ f  )(T1) +  ( L - f  )(T2) ] +  X  (t)[S 2X+(T1)a 1 +  X  +(T2)a2].

Провівши аналогічні обчислення на проміжку ]т3 , т4] для розв’язку z4 (t) 

отримаємо:

z4 (t) =  X  (t)[S 3S  2S 1 +  S  3S  2P 1 +  S  3P2 +  P 3]c +  (L f  )(t) +

+ X  (і)[ЮЮ (L _ f  )(T1) +  S  3(L_ f  )(T2) +  (L _ f  )(T3)] +

+ X  (t)[S 3S  2X  +(T1)a 1 +  S  3X  +(T2)a2 +  X  +(T3)a3],

де

S  3 =  X  +(T3)(E +  S3)X  (T3),

(L _ f  )(T3)= X  +(T3)S3(L_f )(T3),

Продовжуючи цей процес далі, для нетерового операторного рівняння 

з імпульсною дією отримаємо наступне твердження.
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Т ео р е м а  6.1. Нетерове операторне рівняння з імпульсною дією (6.1), 

(6.2) розв’язне для будь-яких а* є  R n (i =  1 ,..,n) і т их і лише т их  

f  (І) є  L p ( I , R n), які задовольняють умову

( P yl  f  ) ( t )  =  0 . (6 .11)

При, виконанні ц ієї умови воно має загальний розв ’язок

z(i, c) =  X (i)c +  І LA
f

ai
(t), c є  R (6 .12)

* x  (t ) =  X  +  У  V=*_ Л S VР*_ь t є]тk_1, Tk] — ( n x y ) - вимірна матри­

ця, яка є розв’язком відповідного (6.4), (6.5) однорідного ( f (і) =  0,а* =  0) 

нетерового операторного рівняння з імпульсною дією,

LA
f

а*

k 1 k 1

(t) =  (L f ) ( t )  +  E (L° f ) ( t )  +  E  X i(t)a4 1 є]тk_l,Tk]
i=1 i-  1

— узагальнено-обернений оператор до нетерового оператора з імпульсною  

дією L a  =  c o l [ L, A  -  S*] .

Тут

і+1 і+1
( L ,-f ) ( t )  =  X ( І )  П  S v ( L - f ) ( Ti) , ^ i ( t )  =  X ( І )  П  SVX+ ( Ti) ,

v=k_1 v=k_1

Si =  X +(t*)(E  +  Si ) X ( Ti) , ( L - f ) ( Ti) =  X + ( Ti) Si ( L - f)(t*),

Po =  E M, nV=1k S V =  E M, якьцо k <  i +  1, X  +(ті) — (д x n )-вимірні 

псевдообернені матриці do (n x д)-вим ірних сталих матриць X (д ) ;  Р і : 

R M ^  N (X(ті) — (д x д)-вимірні матриці-ортопроектори евклідового 

прост,ору R M на нуль-простори N (X(ті) матриць X (т і)  E M — одинична 

матриця.
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Зауваж енн я  6.1. Якщо рівняння (6.1) має розв’язок при будь-якій

функції f ( t )  є  Lp( I , R n)7 то в теоремі 6.1 умова (6.11) буде

відсутня. Тоді імпульсне операторне рівняння (6.1), (6.2) є всюди

розв’язним, наприклад, у випадку звичайних диференціальних систем

з імпульсною дією [4 1 ], ім пульсних систем із відхиленням, аргументу,

які будуть розглянут і далі. Більш е того, у випадку систем звичайних

диференціальних рівнянь формула (6.12) значно спрощується [190].
L

теоремі 6.1 замість проектора буде ортопроектор P n <L o), а замість

узагальнено-оберненого оператора L_ буде псевдообернений оператор L+.

6.1 .2 . У м ови існування та загальний р о зв ’язок  л ін ійної 

крайової задач і для  нетерового операторного рівняння з  

імпульсною  дією . Далі розглянемо розв’язність та встановимо 

вигляд загального розв’язку лінійної крайової задачі з імпульсною дією

Для того, щоб розв’язок (6.12) нетерового операторного рівняння з 

імпульсною дією (6.1), (6.2) задовольняв крайовим умовам (6.3) необхідно 

і достатньо, щоб Zz),c) =  а , звідки для визначення векторної константи 

c є  R p отримаємо алгебраїчну систему

де Q =  ZX( • )=  ZX( • } £  П  S vp i—1 — (m х ц)-вимірна стала матриця.

rank Q =  r 1

c є  R p тоді і тільки тоді, коли

(6.!) -  (6.3).

(6.13)
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і при цьому має r  =  п — r 1 - параметричну сім’ю розв’язків

c =  P Nr(Q)cf +  Q+a  — Q +Z ( LД
f

a i
(•), r  =  ц -  r l . (6.14)

Тут Q+ — єдина (ц х т)-вимірна матриця псевдообернена до (m х ц)- 

вимірної матриці Q; Pvr<q) — (ц х ф-вимірна матриця, стовпці якої

r

P n (q) : R M ^  N (Q )  P vd(Qo) — (d х т)-вим ірна матриця, рядки якої — 

повна система d лінійно-незалежних рядків матриці-ортопроектора P n <qo).

Підставивши значення c є  R Г (6.14) у (6.12), отримаємо загальний 

розв’язок z(t, cr) лінійної крайової задачі для нетерового операторного рів­

няння з імпульсною дією:

+ ,z(t, ©) =  X (t)Pvr(q)ct +  X (t)Q + a  +  (L f ) ( t)

k- l n—l
_X(t}Q+Z(L- / }(•) +  J > . —/}(t)  _  E X ( t } Q + Z ( L - / }(•} +

i=1 i=1

k- 1 n—1
+  5 1 ]Xfi(t)ai -  5 1 ]X (t)Q +ZX i))ai, t є]тк_1,Тк].

i=l i=l
Таким чином, справедлива наступна теорема.

Т ео р е м а  6.2. Нехай rankQ  <  т т ( т , ц ) .  Тоді лінійна крайова задача 

(6.1) — (6.3) для нетерового операторного рівняння з імпульсною дією 

розв’язна, для т их і лише т их  f  (t) є  Lp( I , R n), а  є  R m, a i є  R n7 які 

v + d

(Pyl f  ) ( -) =  0 , (6.15)

Nd(Q0) а - Z  I LД
f

ai
( • 0 = 0 . (6.16)
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При виконанні цих умов вона, має с ім ’ю r лінійно-незалеж них розв’язків

( f( t)  =  0, a  =  0, ai =  0)

імпульсною дією,

— узагальнений, оператор Гріна відповідної (6.1) — (6.3) напіводнорідної 

(а  =  0) крайової задачі з імпульсною дією, І є ф ^ ц ч ].

Заув аж енн я  6.3. Якщо лінійне операторне рівняння, (6.1) є всюди 

розв’язним, наприклад, у випадку систем звичайних диференціальних 

рівнянь з імпульсною дією, то у теоремі 6.2 умова (6.15) буде відсутня, 

а формула (6.18) значно спрощується [36].

П риклад 6.1.

Знайдемо ум ову р о зв ’язності і загальний вигляд р о зв’я зку  лінійної 

крайової задачі д ля  операторного рівняння з імпульсною дією

z(i, cr ) =  X  (i)cr + ( i ) +  X  (t)Q +a (6.17)

де X r (t) =  X ( i )P Nr(q) — (n x r ) -вимірна матриця, яка є розв’язком

(І) :=  (L- f  )(t) -  X (t)Q+£(L- / )(•)+

n_1
+  £ ( L . - f  )(t) Ж  X  (і ) 0 № г/ )(•)+ (6.18)

i=1 i=1

n_1
+  J ]  X,(t)a,; _  J ]  X(i)<?+£X+)a,

i=1 i=1

(Lz)(t) =  z(t) -  z (1) +  z(0) =  f  (t), t є  [0, 2], (6.19)



Az|t=Tl =  S 1z(T1 -  0) +  a 1 , T1 є]0, 2[, S 1 є  R 1, (6.20)

£z(•) =  z (0) -  z(2) =  a . (6.21)

Оператор L : D 2([0, 2], R 1) ^  L 2 ([0, 2], R 1) діє з простору абсолютно 

неперервних функцій у  простір підсумовуваних з квадратом функцій і є 

нетеровим.

Дійсно, однорідні рівняння

(Lz)(t) =  0, (L*y) ( t ) = 0
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мають, відповідно, лінійно-незалежні р о зв’язки

z1(t) =  ц  z2(t) = t ; y (t) =  X[o,1](t),

де X[0;1](i)_ характеристична ф ункція відрізку  [0,1].

Проектори P N(L) : D 2([0, 2], R 1 ) ^  N (L) та Pyl : Ы [ 0 , 2],R 1) ^  Yl

які побудовані за формулами (2.12), мають вигляд:

(Pn(L)z)(i) =  3 /2 t / (s -  1)z(s)ds + (2 -  3 /2s)z(s)ds,
0 0

(p Yly)(t) =  X[o,1](t) f  X[o,1] (s)y (s)ds.
0

З  теореми 4.4 маємо, що рівняння (6.19) р о зв ’язне д л я  тих і лиш е тих 

f  (і) є  L2([0, 2], R 1)  які задовольняють ум ову

(p Yl) f ( t)  =  X[o,1](t  ̂ /  X[o,1](s )f (s )d s  =  0,
0

яка еквівалентна умові
г 1

f  (s)ds =  0. (6.22)

2 2
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При виконанні умови (6.22) рівняння (6.19) має двохпараметричну сім ’ю 

ро зв’язків

z(t) =  X (t)c +  (L _ f)(t) ,  c є  R 2,

де X (t)  =  [t 1] -  матриця, яка складена з лінійно-незалеж них р о зв’язків  

рівняння  (Lz)(t) =  0;

(L_f ) ( t )  =  [  f ( s )d s  +  t X[o,l](t  ̂ /  X[o,l]( s ) f ( s )d s+

t
+ 2 J 0 ( x [o,l]( s ) -  1 ) f  ( s ) ds

L

Побудуємо тепер загальний р о зв ’язок операторного рівняння з 

імпульсною дією (6.19), (6.20). Оскільки X  ( t ) =  [t 1 )  то X  ( т1) =  [т1 1] .  

Знайдемо X  + ( т1) , Р 1 : R 2 ^  N ( X  (т1)) та обчислимо S 1 +  Рц

X +(Tl}
1

1 +  т12

1
J

1

1 1

і
©1

, Pl — І 2
1 1 +  т2

1
1 A A
o

1

S 1 +  Р 1 = 1 +  т12
1 +  (1 +  S 1 ) т12 S 1 т1

S 1T1 1 +  S 1 +  т12

z1(t), t є  [0,1],
Враховуючи це, загальний р о зв’язок  z(t) =  \

z2 ( t) , t є]1, 2]
нетерового операторного рівняння з імпульсною дією (6.19), (6.20) матиме

ВИ РЛ  Я / І  *

zl (t) = t 1
c + L f  ( s ) d s + t L f  ( s ) ds -  2 / f  ( s ) ds,

2

1
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z2(t) =
г -| 1 1 +  (1 +  S 1)t2 S 1T1

t 1
1 +  T2 S1 T1 1 +  S1 +  T12

c+

(6.23)

+ / f  ( s ) ds -  2 / f  ( s ) d s +

x { s 7 Tl f  (s)ds +  (E  +  S 1)T1 Г  f  (s)d

Г n 1

11

t 1
1 +  T2 1

X

s -  a t / f  (s)ds+

1 +  T12

S 1T1

S1
a 1

c є  R 1 .

Тепер знайдемо р о зв’язки  крайової задачі з імпульсною дією (6.19) 

(6.21).

S1 =  1 T1 =  1

z1(t) = t 1
c + Jo f  (S)dS +  1 Jo f  (S)dS _  ' 2 /  f  

c є  R 1, t є  [0,1];

z2 (t) = (3t+1) (t+3)
2 2 c + f  (s)ds +

3i +  3 
2 f  ( s ) d s -

3t +  1 2 t +  1
— f  (s)ds +  ^ “ a b

c є  R 1 , t  є ]1 ,2]. 

Д л я  цієї крайової задачі маємо:

Q =  £X (•) =

1 
1

T—1
0

 
1 

1

7 5 7 3
2 2 _ . 2 2 _

1

1t
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rank Q =  1, r  =  1, Pn (q)
9 21
58 58
21 49

'58 58

PNr (Q)
_9_58
21

'58
P N (Q*) =  Ф Q+ =

7_
29
_3_
29

Оскільки  Pn(q*) =  0 , to  умова (6.16) теореми 6.2 завжди виконується. 

Тоді крайова задача (6.19) -  (6.21) має р о зв’язок д ля  тих і лиш е тихf  (і) є  

L2( [ 0 , 2 ] , R 1)  які задовольняють умові (6.22). Д л я  таких f  (і) р о зв ’язок

м  , z1( t ) , t  є  [ 0 , А  . ..z ( t ) =

z2 ( і) , t є ] 1 , 2]

z1( t ) = ЕЕc1 + Lf  ( s ) ds — ч + т  L f  ( s ) d s—

5t +  27 9 0  2 1

58 Л  f  (S)dS _  " ^  Л  f  (S)dS_

7 t +  3  2 1 t +  9  1 1
-a — — ——  a 1 , c1 є  R  , a  є  R  ;

29 58

z2( t ) = 3 l_ 8 ^  c1 + 1 f  ( s ) d s —E E  /  f  ( s ) ds—

E E  j 0 f ( s ) d s —E —F 1 , f ( s ) d s—

12i +  8 7t -  5 , ,
■a — ——— a 1 , c1 є  R  , a  є  R  .

29 58

1 2
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6.2. К райові задач і для  диф еренц іал ьн их систем  із зап ізненням  

аргум енту та імпульсною  дією

Р о з г л я н у т і  у  п о п е р е д н і х  п а р а г р а ф а х  м е т о д и  а н а л і з у  л і н і й н и х  

к р а й о в и х  з а д а ч  д л я  н е т е р о в и х  о п е р а т о р н и х  р і в н я н ь  у  б а н а х о в и х  п р о с ­

т о р а х  з а с т о с о в н і  з  в і д п о в і д н и м и  у т о ч н е н н я м и  і з м і н а м и  п р и  в и в ч е н н і  

к р а й о в и х  з а д а ч  д л я  ф у н к ц і о н а л ь н о - д и ф ф е р е н ц і а л ь н и х  р і в н я н ь ,  а  с а м е  —  

д и ф е р е н ц і а л ь н и х  р і в н я н ь  і з  з а п і з н е н н я м  а р г у м е н т у  т а  і м п у л ь с н о ю  д і є ю .

6.2 .1 . В ідом ості з  теор ії ф ункціонально-диф еренціальних  

рівнянь. Р о з г л я н е м о  л і н і й н е  р і в н я н н я  і з  з а п і з н е н н я м  а р г у м е н т у

k
z(t) _ Е  A i(t)z(hi(t)) =  g(t), t є  I ,

i=l

z ( s ) =  J s ) , Я К Щ О  s є  I .

П о з н а ч и м о :

/
z [h ( t ) ] , я к щ о  h ( t ) є  I ,

( 6 . 2 4 )

(Shz )(t) =  < ( 6 . 2 5 )

0, я к щ о  h(t) є  I ,
s.

0, я к щ о  h(t) є  I ,

J ( t )  =  < ( 6 . 2 6 )

7[h(t)], я к щ о  h(t) є  I ,

В и к о р и с т о в у ю ч и  п о з н а ч е н н я  ( 6 . 2 5 )  о п е р а т о р а  в н у т р і ш н ь о ї  с у п е р п о з и ц і ї  

Sh т а  р і в н і с т ь  ( 6 . 2 6 ) ,  з а п и ш е м о  р і в н я н н я  ( 6 . 2 4 )  у  в и г л я д і :

k
(Lz)(t) :=  z(t) -  ^  A j(t)(S h. z)(t) =  f  (t), ( 6 . 2 7 )

j =1

д е f  (t) =  g (t) +  E  Aj (t)^ hj  (t)-
j=1
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Позначивши A(t) =  [АЦі ), A2( t ) , ..., Ak(t)]- (n x N )-вимірну (N  =  

nk) матрицю, яка складена з матриць A j( t)  Sh =  col [Shl, Sh2, ...,S hk] — 

оператор внутрішньої суперпозиції, рівняння (6.27) запишемо у вигляді:

Вивчення рівняння (6.28) будемо вести у припущенні [4], що оператор 

L діє з банахового простору D p( I , R ") абсолютно неперервних функцій 

z : I  ^  R n у банаховий простір Lp( I , R " ) (1 <  p  <  то);

оператор внутрішньої суперпозиції Sk діє з прост ору D p( I , R ") у простір

(n x N)

першому аргументу оператора внутрішньої суперпозиції Sk до відповідних 

сповпців (nxn)-BHMipno’i матриці P (t, s )  як до n -вимірних вектор-функцій. 

О зн ач е н н я  6.1. Р озв’язком диференціальної системи (6.28) називається 

абсолют,но неперервна на I  вектор-функція z (і) є  D p( I , R " )  z(t) є

Lp(I ,  R " )  I
Відомо [207], що неоднорідне операторне рівняння з запізненням, 

розв’язне при будь-якій правій частині f (і ) є  Lp( I , R "), тобто P yl =  0-

Lz =  0 n

розв’язків, тобто dim ker L =  n. Таким чином, операторне рівняння (6.28) є 

всюди розв’язним [132] і його розв’язок за наслідком 4.2 з теореми 4.3 має

ІХ1АГ-ГТ Я Д  *

де L_ 1 : L p (I , R n) ^  D p (I , R n) — лінійний обмежений правий обернений 

оператор. У [121] показано, що будь-який обмежений оператор, який діє з 

простору Lp( I , R n) у прост1 ip D p( I , R n) є інтегральним, тобто

(Lz)(t) =  z(t) -  A (t)(S hz)(t) =  f  ( t) . (6.28)

Lp ( I , R n) x ••• x L p (I , R n) =  L ^  ( I , R n). Через (SkP  (•,s))(t) позначимо

z(t) =  X (i)c  +  (L—1f) ( i) ,  c є  R ",

b

a
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Ядро цього оператора — (п х п)-вимірна матриця K (t, s) називається мат-

s

Коші

(LK  ( ,  s)}(t) =  dK J  _  A (t)(ShK  ( ,s )} ( t)  =  0,

K  ( t,t)  =  I.

Всюди надалі вважатимемо матрицю K (t, s) визначеною у квадраті І х І ,  

вважаючи K (t, s) =  0 оди а <  t <  s <  b. Фундаментальна (п х п)-вимірна

(f( t)  =  0)

X  (t) =  K  (t, а).

6.2 .2 . Р о зв ’язок  ди ф ерен ц іал ьн ої систем и з відхиленням  

аргум енту та імпульсною  дією . Розглянемо лінійне 

диференціальне рівняння з відхиленням аргументу

(Lz)(t) =  z(t) — A (t)S hz(t) =  f  (t), t є  I . (6.29)

Будемо шукати розв’язки рівняння (6.29), які мають стрибки у 

фіксованих точках Ti є]а, b[, і =  1 ,п :

A z |t=Tj =  z (ті +  0) — z(Ti- )  =  Sj z(Ti- )  +  а i , (6.30)

де Si є  R (nxn) сталі матриці такі, що (E + S i) невироджені, a i є  R n  і =  1, п- 

Систему (6.29), (6.30) називатимемо диференціальною системою з 

відхиленням аргументу та імпульсною дією.

Під розв’язком диференціальної системи із запізненням та імпульсною

z(t)

py D p( І  \  {ті}/ , Rn) абсолютно неперервних на кожному з проміжків 

[а,т1), [т1,т2) , . . . ,  [тп, b] вектор-функцій z(t), неперервних справа в точках 

т д і =  1,п, які мають у цих точках розриви першого роду, таких, що

z(t) є  L p (I , R n).
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Для побудови загального розв’язку імпульсної диференціальної системи 

з запізненням (6.29), (6.30) застосуємо методику підрозділу 5.3.

Як було вказано вище, задача Коші для рівняння (6.29) всюди розв’язна

[ a, T1 ] , ] T1 , T2 ]

t

z1(t) =  X (i)c + J  K ( i ,s ) f ( s )d s , t є  [a,T1],
a

t

z2(i) =  X (i)c 2 + J  K ( i , s ) f  (s)ds, І є ]т 1 ,Т2], (6.31)
a

де X (t)  — (n x n ) - B H M i p n a  нормальна фундаментальна матриця, c, c2 є  R ". 

З імпульсних умов (6.30) отримуємо алгебраїчну систему для

c2

ті +

X (T1+ )c 2 +  J  K(T1+ , s ) f  (s)ds =
a

Tl_
=  (E  +  S 1 ){ X ( t1—)c +  J  K ( t 1 —, s ) f  (s)ds} +  a 1.

a
Ця система завжди розв’язна відносно c2, оскільки det X (t) =  0 для 

всіх t є  [a, b], в тому числі і для І =  т1.

З метою спрощення записів у подальшому вважатимемо, що

X  (ті) =  X  (ті+ ) =  X  (ті), K  (T 1-,s) =  K  (T1 +  ,s) =  K  (T1,s).

c2
отримаємо загальний розв’язок задачі (6.29), (6.30) на проміжку ]т1, т2]:

ті

z2 (i) =  X (t)X —1( t 1 )(E  +  S 1 )X(T 1 )c +  J  X ( t )X —1(T1 )S 1 K(T 1 , s ) f  (s)ds+
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t

+  f  K ( t , s ) f  (s)ds +  X ( t)X _1(т1)а1.

Ha проміжку ]т2, T3] загальний розв’язок системи (6.29) має вигляд

t

z3(t) =  X (t)c3 +  /  K ( t , s ) f  (s)ds.

З імпульсних умов (6.30) маємо

z3(Т2 +  0) =  (E  +  S2)z2(T2 -  0) +  a2,

звідки отримаємо для загального розв’язку z3(t) системи (6.29), (6.30) на 

] т2 , т3 ]

Z3(t) =  X  ( t} X -1(t2}(E +  S2}X (t2)X - і (т і}(Е +  Sl }X (t i}c+

T1

+  У  X ( t)X -1 ( t2)(E  +  S2)X(T2)X -1 ( t i ) S lK ( t i , s ) f  (s)ds+
a

T2 t

+  У  X ( t)X -1 ( t2)S2K ( t2 , s ) f  (s)ds +  y* K ( t , s ) f  (s)ds+
a a

+ X  ( t ) X - 1 (t,} (E  +  S2)X  (t,} X - 1(т1}а1 +  X  ( t)X - 1(т,}а2.

Продовжуючи цей процес для системи (6.29), (6.30) з запізненням та 

імпульсною дією отримаємо наступне твердження.

Т еорем а 6.3. Нехай rank (E  +  Si) =  п, і =  1, 2 , . . .  ,п. ТоЛ задача, Коші 

для диференціальної системи з запізненням та імпульсною дією (6.29), 

(6.30) всюди розв’язна, і ї ї  розв’язок має вигляд

b k_1 )  k_1
z(t) =  X  (t)c + K  ( t , s ) f  (s) +  ^  K  i ( t , s ) f  (s)ds +  ^  X  i(t)ai, (6.32)

a i=1 a i=1



де X (t) =  X  ( і ) П я X  1( tv)(E  +  Sv) X ( tv) — фундаментальна (n x n ) -

( f( t)  =  0, a i =  0)

t є  ] Tk -  1 , Tk ] ,

i+1
K !(i,s )  — X (І) П  X —1 (Tv)(E  +  Sv)X(Tv) X - 1(t,)S !K (Ti,s),

v=k_1

i+1
X i(i) =  X (t)  П  X —1(Tv)(E  +  Sv)X(Tv) X —1(Ti), t є ]тk_l,Tk].

v=k-1

Тут YY[+=k X —1(tv)(E  +  Sv) X (tv) =  E n, якщо k <  i +  1; K ( i ,s )  — матриця 

Коші диференціальної системи з запізненням  K (i, s) =  0, якщо s >  І.

] Tk -  1 , Tk ]

матриці K ( t ,s ) ,  будемо записувати у вигляді:

b k_1
z (t) =  X  (i)c + K  ( i , s ) f  (s)ds +  X  i(t)ai , (6.33)

a i=1

де
b b Ю1 Ti

/
/»  П/ J. л

K (t ,s ) f ( s )d s  =  I K ( t , s ) f  (s)ds +  A /  K  i( t , s ) f  (s)ds.
i — 1a a a

6.2.3. К р и т е р ій  іс н у в а н н я  та  с т р у к т у р а  за га л ь н о го  р о з в ’я з к у  

л ін ій н о ї к р а й о в о ї  зад а ч і .  Знайдемо умови існування та загальний 

вигляд розв’язку лінійної нетерової крайової задачі з імпульсною дією

z(i) -  A (i)Skz(t) =  f  (t), t є  [a, b], t =  ті,
(6.34)

A z |t=Ti =  Siz(Ti+) +  a i , i =  1, 2 , 3 , . . . ,  n,

286

£z(^) =  a , (6.35)
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де Z =  col [11, . . . ,  1m] — лінійний обмежений m -вимірний вектор- 

функціонал, визначений на просторі функцій z(t) є  D p(I  \  {т і }/ , R n), 

а  є  R m.

Як було показано вище, загальний розв’язок z(t, c) системи (6.34) має 

вигляд (6.32).

Для того, щоб розв’язок (6.33) диференціальної системи з запізненням 

та імпульсною дією (6.34) задовольняв крайовим умовам (6.35) необхідно 

і достатньо, щоб Z z),c) =  а , звідки для визначення векторної константи

c є  R n отримуємо алгебраїчну систему

b n-1 J  n-1
Qc =  а  — Z K (• , s ) f  (s)ds — 5 5  Z K i(^, s ) f  (s)ds — 5 5  ZXi(^)a i , (6.36)

i=1 a i=1

де Q =  ZX (•} =  ZX ( • r n  n; ’1X  1(tv)(E  +  Sv)X (tv J  (m х п)-вимірна стала 

матриця.

Нехай Q+ — (п х m)-BHMipHa єдина псевдообернена до Q матриця. Поз­

начимо через P n (q)- (п х п)-вимірну матрицю-ортопроектор, яка проектує 

R n на нуль-простір N (Q) матриЦІ Q : P N(Q) : R n ^  N (Q); аналогічно 

P N(Qo) : Rm ^  N (Q* )-  (m х m)-BHMipna матриця. Далі позначимо через 

Pvr (q) — (п х ф-вимірну матрицю, стовп ці якої є r  лінійно-незалежні стовп­

ці матриці P n (q) (r =  п — rank Q); P Nd(Qop (d х m)-BHMipna матриця,

рядки якої — d лінійно-незалежні рядки матриці P n <qo ) (d =  m  — rank Q).

Рівняння (6.36) розв’язне тоді і лише тоді, коли виконується умова:

P Nd(Q0) І а  -  Z f  K ) , s ) f  ( s ) d s—

n_1 J  n_1
E  I K i( , s} f  (s}ds -  E  ZX i(}a,} =  0,
•=  a i=1

b
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r

незалежних розв’язків

c =  Pw,(q^  +  Q + { a  _  £ /  K (■, s ) f  (s)d s_
1 4 _  1 a 1 _  , (6.37)

_  E ’(— £ /  k , ( ,  s ) f  (s)ds _  E ’(— £X і ( • )* } ,
a

де cr є  R r .
c є  R "

загальний розв’язок крайової задачі (6.34), (6.35).

Т ео р ем а  6.4. Нехай rank (E  +  Si) =  n, i =  1,n, rank Q =  n 1 <  m in(n ,m ).

(f( t)  =  0, ai =  0, a  =  0) 

задача мае с ім ’ю r  =  n  — n 1 і лиш e r  лінійно-незалеж них розв’язків

z(i, cr ) =  X r (i)cr ,

де X r (t) =  X r (t)P Nr (q ) — фундаментальна (n x r) -матриця однорідної 

крайової задачі з імпульсною дією.

Неоднорідна крайова задача (6.34) ~ (6.35) розв’язна для т их і лише 

т их  f  (і) є  Lp( I , R " )  aj є  R " і a  є  R m7 які задовольняють умову'Р М - ,  ^  /7 ю

b П_1/ Ч

K ( .,s ) f ( s )d s  _  A  £X!( )a,}  =  0 (6.38)

a i=1

r

z (t, cr ) є  Dp ( I  \  {Ti}/, R ")

z ( i,c r ) =  X r (t)cr +  I G f  (■)

aj
(t) +  X (t)Q +a,

G (a  =  0)
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задачі з імпульсною дією (6.34) ~  (6.35), який на проміжках]тк_1,тк] діє 

на вектор-функцію  f  (t) та вектор-стовпці a i за правилом

f  (•)G
ai

b b

(t) =  [  K ( t , s ) f  (s)ds — X(t)Q+Z f  K (•, s ) f  (s)ds+

k_1 т n_1 Zi
+  W  K i( t ,s } /( s )d s  -  X(t}Q+ E  ©  K i( ,s } f  (s}ds+

i=1 i=1
(6.40)

k -1 n-1
+  5  1X  i(t)ai — X  (t)Q+ 5 5  ZX i(^)ai +  X  ( t j +а.

i=l i=1
З а у в а ж е н н я  6.4. У випадку відсутності імпульсів теорема 6.4 

переходить у відому раніше [32].
(m =  п) rank Q =  п

(det Q =  0, Pn (q) =  0 ,P n (qo) =  0) еквівалентна відомому некритичному 

випадку [190], [29], [69], який характеризуються тим, що відповідна (6.34),

(6.35) однорідна крайова задача з імпульсною дією має тільки тривіальні 

розв’язки. У цьому випадку існує обернена матриця Q -1 до матри ці Q 

і система (6.36) однозначно розв’язна відносно c є  R n, в результаті

f ( t )  є

Lp( І , R n), а  є  R n і aj є  R n має єдиний розв’язок.

Таким чином для фредгольмової некритичної крайової задачі справед­

ливе наступне твердження.

Т ео р ем а  6.5. Нехай rank (E  +  Si) =  п (і =  1,п), m  =  п. Якщо 

rank Q =  п (det Q =  0)

не має розв’язків крім тривіального.

Lp( І , R n), aj є  R n, а є  R n і має розв’язок

f ( t )  є

г f  (•)z(t, c) =  I G
ai

(t) +  X  (t)Q  1а ,
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G

] Tk 1 , Tk ]

функцію  f  (t) та вектор-стовпці a i за правилом

b b

(t) =  [  K ( i , s ) f  (s)ds — X (t)Q  _ 1£ f  K (■, s ) f  (s)ds+G f  (■)

a i

k _ 1 T n_ 1 3
+  A  /  K i ( t ,s ) f  (s)ds — X (t)Q  _1 A  £ /  K i( . ,s ) f  (s)ds+  (6.41)

i=1 a i=1
k _ 1 n _ 1

+  E кX i(t)a i — X (t)Q  1 E к£Xi(-)ai +  X (i)Q  1a .
i=1 i=1

П риклад 6.2.

Розглянемо задачу про регулярнзацію за допомогою імпульсної д ії не 

всюди р о зв’язної крайової задачі (6.34), (6.35).

Нехай при деяких  f 0(t) є  Lp( I , R "), a i(0) є  R " і ao є  R m крайова 

задача (6.34), (6.35) не р о зв’язна, тобто умова (6.38) не виконується. 

Додамо в цю задачу в момент часу І =  т1 імпульсну дію

Az|t=fi =  S z ( « 1+ ) +  «1 , Ті =  «  є  I , (6.42)

причому d e t(E  +  ВЦ =  0.

Величину  a 1 вибираємо з критерію типу (6.38)

b

Pwd(Q*)£X 1(0)(.)a1 =  ^ * > { « 0  _  Ц K <0>(•,s)fo (s)d s_

Ti

A £ I 'Х <0>(.,5)/(1(6 ';№ - A  Ю / Д }
!=1 a i=1
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р о зв’язності отриманої імпульсної крайової задачі (6.34), (6.35), (6.42) так, 

щоб вона стала р о зв’язною при будь-яких f 0(t) є  Lp( I , R n)  a i(0) є  R n 

та а 0 є  R m  K  <0)(t,s )  -  матриця Коші задачі (6.34), (6.35), (6.42); 

K i(0)( t,s ) , X i(0)(t) — елементи (блоки) матриці Коші і фундаментальної 

матриць, відповідно, системи з запізненням та імпульсною дією (6.34), 

(6.42).

Введемо позначення: Q =  P ^ t o ^ X ^ ) )  -  (d х п) -вимірна матриця; 

Pn<qO) — (d х d)-вимірна матриця (ортопроектор), яка проектує R d на 

N (Q*); Pn (q to  (п х п)-вимірна матриця (ортопроектор), яка проектує R n 

на N (Q). Тоді з теореми 6.4 будемо мати твердження.

Н а с л ід о к  6 .1 . Не всюди розв’язну крайову задачу (6.34), (6.35) можна 

зробити всюди розв’язною при будь-яких f 0(t) є  Lp( I , R n), a i(0) є  R n і 

а 0 є  R m 

коли

PN (Q0)P Nd(Q0) =  0 .

При, цьому величину додаткового (регуляризуючого) імпульсу треба 

взяти, таким:
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6.3. С лабконелінійні крайові задач і для  диф еренц іал ьн их сис­

тем із зап ізненням  та імпульсною  дією

Розглянемо слабконелінійну крайову задачу для диференціальної 

системи з запізненням та імпульсною дією.

z ( i ) -  A ( i ) ( Skz ) ( i ) =  f  ( t ) +  s Z ( ( Shz) ( t ) , t , s ) ,

A |t=Ti — Siz (ті —) =  a i +  z J i ( ( Shz )(т і —, s )  s )  ( 6 . 4 3 )

£z =  a  +  s J  ( ( Shz ) ( •, s ) , s ) .

Поставлену задачу розв’язуватимемо за допомогою узагальненого 

оператора Гріна напіводнорідної лінійної крайової задачі з імпульсною 

дією, побудованого у попередньому підрозділі, шляхом зведення її до 

еквівалентної операторної системи і застосування до неї методу простих 

ітерацій у припущенні що:

( n x N ) A ( t ) n

вектор f  (і) належать простору Lp (I , R " ) , ( 1  < p <  то ) ;

(g2) Sh : D p (I , R " ) ^  LW(I , R " ) — оператор внутрішньої 

суперпозиції визначений рівністю Sh =  c o l  [Shl, Sh2, ••• , Shk ] , 

функції h j ( t ) —  в и м і р н і  на [a ,b ] , h j ( t ) <  t (j  =  1 , k ) ,

N  =  nk;

( g 3 )  нелінійна n -вимірна вектор-функція Z  ( y , t , s ) ( 6 . 4 4 )

неперервно диференційовна по у, неперервна по сукупності 

змінних у, t т а  s в околі s =  0  т а  р о з в ’я з  ку z ( t, c0) породжуючої 

крайової задачі;

(g4) нелінійні п о  z n- і ш-вимірні векторні функціонали 

J i ( y ( Ti — , s ) , s ) та J ( y ( . , s ) , s ) неперервно диференційовні (за 

Фреше) в околі z ( t ,c 0)  s =  0 , неперервні п о  s  s є  [ 0 , s 0];
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Z m

Z : D p (I \  {ті} / , R n) ^  R m; ai є  R n, і =  1 ,п ;

(g6) а  є  R m

Знайдемо умови існування і алгоритм побудови розв’язку z ( t , e ) , що 

належить простору D p (I  \  {ті} / , R n) по першому аргументу і простору 

неперервних функцій C [0  , є0] по другому аргументу, що обертається при 

є =  0  в один з породжуючих розв’язків z0( t ,c r ) , породжуючої крайової 

задачі, яка отримується з (6.43) при є =  0 .

Припустимо, що для f ( t ) є  Lp (I , R n) , а  є  R m, a i є  R n виконуються 

умови теореми 6.4. Лінійна породжуюча крайова задача (6.34), (6.35)

r

розв’язків, яка для імпульсних систем із запізненням записується у вигляді

z ( t,c r ) =  X r (t)cr +  G f  (•}
a i

(t) +  X  ( t ) Q J ,

де X r (t) =  X r (t)P vr(q) (п х r )-вимірна фундаментальна матриця

G

узагальнений оператор Гріна (6.40).

Необхідна умова існування розв’язків крайової задачі (6.43) полягає у 

наступному.

Т ео р ем а  6.6. Нехай слабконелінійна крайова задача (6.43) має розв’язок 

z(t, є )  що обертається при є =  0 в один з породжуючих розв ’язків  z0(t, cr ) 

породжуючої для задачи (6.43) лін ійної нетерової крайової задачі (6.34) 

з константою  cr =  c0 є  R r . Тоді вектop c0 задовольняє рівнянню для 

породжуючих констант:

Pvd(Qo) (  J ( ( Shzo) ( -,co) 0 )  -  Z /  K ( •, s ) Z ( ( Sfezo( ^,co) ) ( s ) s, 0 ) d s—

(6.45)
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n—1 ї
-  A £X i(.)Ji(S hz0(T i,c0), 0 Ц  = 0 ,  

i=1 J
де P Nd(Q*> — (d x ш )-епж фпа матриця, рядки якої — d-лінійно-незалеж ні 

рядки матриці PN(q*> : R m ^  N (Q*), Q =  £X (•).

Справедливість теореми виходить з теореми 5.6, оскільки через 

всюди розв’язність вихідної диференціальної системи з запізненням та 

імпульсною дією, умова (5.53) складається з одного рівняння.

Для знаходження достатніх умов існування, а також алгоритму 

побудови розв’язку крайової задачі (6.43) вона, описаним у п’ятому розділі 

способом, зводиться до еквівалентної операторної системи.

Провівши заміну змінної z ( i,s )  =  z0(i,c0) +  x (t,s ) , де z0(i,c0)

породжуючий розв’язок з векторною константою c0 є  R r , що задовольняє 

рівнянню для породжуючих констант (6.45), отримаємо крайову задачу

(Lx)(t) =  X(t) — A (t)S hx(t) +

+Z((Sh[z0 (.,c0 ) +  x ( .,s ) ] ) ( t) ,t ,s ) , t =  ті,

(6.46)

A|t=Ti -  SiX(Ti0) =  sJi(Sh[z0(.,c0) +  x(.,s)](Ti-  ) ,s ),

£x(.) =  s J  (Sh[z0(.,c0) +  x (.,s )] ,s )  

для знаходження відхилення x(+ s) є  D p( I \  {ті} / , R "), x(t, •) є  C[0, s], від

s = 0

Використовуючи умови (g3) і (g4) на нелінійності Z, J i , J  в околі пород­

жуючого розв’язку z0(i, c0), ВИ Д ІЛИ М О  у юктор-функцій Z(Sh[z0 +  x ] ,t ,s ) , 

J i (Sh[z0 +  x ],s), J(Sh[z0 +  x], s) лінійну частину no x  і члени нульового

s

Z  ((Sh [zo(•,co) +  x ( - ,s ] ) ( i) ,i ,s )  =  Z  ((Sh z0 (•, c0 ))(t), t, 0) +



295

+ A o(t)(S hx )© ))(t) +  R((Sh,x), є)Ц), t, є),

де

Ao(t) =  Ao(t,co) = 7 4  0 )

y=(ShZo)(t,co)

(п х N )-вимірна матриця, стовпці якої належать простору Lp( I , R n)  

R (0 ,t, 0) =  0, d R (0 ,t, 0 ) /d S hx =  0;

J i ( Sh [zo),co ) +  ж ) ,є ) ] ) ( ті) ,є ) =  J i ( ( Skzo),co ) ) ( ті) , 0 )  +

+A i(Shж ),є))(т і) +  R i(S h (x ), є )(д ), є),

(6.47)

де

Ai = 0 )

dy
(п х N)

y Shz0 <Ti ,c0 ) , і  =  1 ,  П

R i ( 0 , 0 )  =  0 , dR i ( 0 , 0 ) /d S hx =  0 ;  

J  ( Sh [zo( ^,co +  ж ), є ) ] ) ) , є ) =  J  ( ( Shzo( -,co) ) ( -) , 0 )  +

+ /o(S hx), є ) ) ) )  +  R o j x ) ,  є ) ) ) ,  є),

10 — лінійна частина векторного функціонала

(6.48)

J  (zo),co) +  ж ) ,є ) ,є )

* 0 (0, 0} =  0, Т О Ж 01 =  0

За теоремою 6.4 розв’язок x(t, є) крайової задачі (6.43) має вигляд:

x(t, є) =  X r (t)c +  x (1)(t, є).
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Тут, враховуючи розвинення (6.47), (6.48), невідомий вектор c є  R r 

визначається з умови типу (6.38) розв’язності крайової задачі (6.46)

P Nd(Q*)| J  ( Sh[z0( 4 c0 ) +  x ( -, s ) ] ( -) , s ) —

- £  /  K ( •, s ) Z ( ( Sh [zo( •,co) +  x ) ,  s ) ] ) ( t ) , t, s ) d s—
a

7? —1
+  £X ( 0  J i ( Sh[z0( 4 c0) +  x ( •, s ) ] ( Ti — 0 ) , s ) j  =  0 ,

i=1
в якому нелінійності розглядаються як неоднорідності, а невідома вектор- 

функція x (1)( i , s ) знаходиться з допомогою узагальненого оператора Гріна 

(6.41) за формулою:

x (1)( i , s ) =  s X ( t ) Q + J ( Sh [zo( •,co) +  x ( - ,s ) ] , •, s ) +

+ s  G (t).
Z ((Sh[zo(•,co) +  x ) , s )])(t) , t, s)

Jj (Sh [zo(•,co) +  x ) , s)](Tj), s)

Нехай необхідна умова (6.45) існування розв’язків крайової задачі (6.43) 

виконується. Позначимо через

Bo =  P 0 (Q*){lo(ShXr (•) -  £ f b K (•,s)A 1(s )S h X r(s)d s-
a

r?_1
A  £Xi(^)Ai(ShXr)(Ti)}
i=1

— (d x r)-BHMipny сталу матрицю.

Тоді для знаходження розв’язку x(t, s) крайової задачі (6.43) приходимо 

до еквівалентної операторної системи

x(i, s) =  X r (t)c(s) +  x (1)(t, s),

B0c(s) =  — P Nd(Q*){ 10Shx(1) (•, s) +  R o(Shx (•, s), s) —
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—£ / K (•,s)[A 1(s)(Shx(1)(s ,s ))  +  R (S h x (s ,s ) ,s ,s )]d s—

n_1
-  A  £X i(•)[Ai(ShX(1)(•,s))(Ti) +  R i(S h x A s)(T i),s)]} ,

i=1
(6.49)

x (1) (t, s) =  sX  (t)Q + {J (Sh zo (•,co), 0) +  lo Sh [Xr (•)c(s) +  x (1)(•,s)] +(1)

+ R 0(Shx A  s)} +  s I G
Z((Shzo(-,co))(*), *, 0)+

J j ((Shz0(•, c0))(Tj ), 0) +

+ A 1(*)Sh[Xr(• )c(s) +  x (1)(•, s)](*) +  R ((S hxA s)(* ), *, s)

+  Aj Sh [X r (-)c(s) +  x(1)A s)](Tj ) +  (Shx (-,s))(Tj ) ,s)
(t).

Розв’язність цієї системи залежить від розв’язності другого рівняння.

Позначимо через Pn (b0) : R r ^  N (r x Ц-вимірну матрицю-

ортопроектор, а через P N(B*) : ^  N (B*) -  (r x d)-BHMipny матрицю-

ортопроектор, B+ — d x d-виміну матрицю псевдообернену до матриці B0.

Якщо Pn (B^)PNd(Q*) =  0? т0 умова розв’язності другого рівняння 

операторної системи (6.49) завжди виконується і його розв’язки можна 

представити у вигляді

c =  c — B + PNd(Q* ){10Shx(1) ( ,  s) +  P 0(Shx ( , s )  s) —

/*b__
- £  / K (•,s)[A 1 (s)(ShX(1)(•,s))(s) +  R (S h x A s ) ,s ,s ) ]d s -

n_1
A £ X  i(•)[Ai(ShX(1)(•,s))(Ti) +  R i(Shx(+s)(Ti),s)]}.
i=1

b



298

де с  =  P n  (b0)c — довільний вектор-стовпець с  є  N  ( Bo) , B+ — (r  х d ) - 

вимірна єдина псевдообернена до B0 матриця. Поклавши с  =  0 , виділимо 

один з множини розв’язків другого рівняння операторної системи (6.49). 

Таким чином, справедлива наступна теорема.

Т ео р ем а  6.7. Нехай крайова задача (6.43) задовольняє умови (g l)—(g6) 

з (6.44), о, породжуюча крайова задача -  умови теореми 6.4■ Тоді для 

кожного значення вектора c0 є  R )  ицо задовольняє рівнянню (6.45) для 

породжуючих констант, при, виконанні умови

крайова задача (6.43) має принаймні один розв’язок z(t,  є) =  z0(t,c0)+  

x(t, є )  який обертається у породжуючий z0(t, co) пр и є =  0. Цей розв’язок 

мож на знайт и за допомогою збіжного на [0, є*] С [0, є0] ітераційного 

процесу:

P N (B0) PNd(Q0) =  0 (6.50)

zk+l(t, є) =  zo(t,co) +  Жк+1 (t, є),

Жк+1 (t, є) =  X rck(є) +  xk1+1(t, є), 

ck(є) =  — B+ PNd(Q0) |  10Shx k )(•, є) +  R0 (Shxk(•, є )  є) —

Z K (•,s) A l ( s U x k ^ T O U )  +  R(ShXk(•,e ) ( s ) ,s ,є) d s -

i=1

жк+т( t , є ) =  є X ( t ) Q ^ J ( Sfezo( ^,co) , 0 )  +  loSh X r ( )̂ ck( є ) +

J j ((Shz0( ,̂ c0))(Tj - ) , 0) +
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+ A 1(*)Sh X r (-)ck(s) +  xk1)(•, s ) (*) +  R((Shxk(•,s)(*), * ,s)

+  A j Sh X  r ( Ock ( s ) +  xk1)( -, s ) J ( Tj - ) +  ( Shxk A s ) XTj - ) , s )

x0( t , s ) =  x01)( t , s ) =  0 .

(t),

З а у в а ж е н н я  6.5. У випадку, коли, P N(Bo> =  0 7 при, виконанні умови

(6.50), слабконелінійна імпульсна задача (6.43) матиме єдиний розв’язок 

z ( t, s ) 7 який обертається у породжуючий при, s =  0 .

(ш  =  n )

з умови  P N(b0) =  0  маємо, ицо P N(Bq) =  0 - У цьому випадку умова 

P N(bq)PNd(Q*) =  0 автоматично виконується і d e t  B0 =  0 . В ітераційній 

процедурі (6.46) замлеть B+ буде B—1 .
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Висновки до  ш остого р озд іл у

У шостому розділі розглянуто умови існування та способи побудови 

загальних розв’язків не всюди розв’язних нетерових операторних рівнянь 

з імпульсною дією та лінійних крайових задач для них, а також нетерових 

лінійних та слабконелінійних крайових задач для систем диференціальних 

рівнянь з запізненням та імпульсною дією.

Для цих задач:

1. З використанням проекторів та формули для побудови узагальнено- 

оберненого оператора до нетерового у банахових просторах отримано 

необхідні та достатні умови існування та формулу для представлення 

загальних розв’язків нетерового операторного рівняння з імпульсною 

дією.

2. Доведено теорему про необхідні та достатні умови існування та 

представлення загальних розв’язків лінійних крайових задач для 

нетерових операторних рівнянь з імпульсною дією за допомогою 

побудованого узагальненого оператора Гріпа.

3. Побудовано розв’язок лінійної диференціальної системи з 

запізненням та імпульсною дією. Отримано умови існування та 

побудовано узагальнений оператор Гріна лінійної нетерової крайової 

задачі для диференціальної системи з запізненням та імпульсною 

дією.

4. Для слабконелінійних крайових задач для диференціальних сис­

тем з запізненням та імпульсною дією у скінченновимірних 

банахових просторах побудовано операторне рівняння для пород­

жуючих констант, отримано достатні умови існування принаймні 

одного розв’язку. З використанням узагальненого оператора Гріна 

відповідної лінійної напіводнорідної крайової задачі побудовано 

збіжні ітераційні процедури для знаходження розв’язків таких задач.
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З А Г А Л Ь Н І В И С Н О В К И

В роботі запропоновано загальну концепцію дослідження лінійних та 

слабконелінійних крайових задач для нормально розв’язних операторних 

рівнянь у банахових та гільбертових просторах. В дослідженні виділені 

класи узагальнено оборотних і, як наслідок, нормально розв’язних 

операторів, для яких побудовано обмежені узагальнено-обернені та 

псевдообернені оператори. Це оператори наступних класів: топологічно

п

d

Загальні методи дослідження крайових задач для операторних рівнянь 

з узагальнено оборотними операторами застосовано до дослідження 

лінійних та слабконелінійних інтегральних рівнянь Фредгольма з виродже­

ним ядром та крайових задач для них у банахових та гільбертових прос­

торах та лінійних крайових задач для нетерових операторних рівнянь з 

імпульсною дією, а також нетерових крайових задач для диференціальних 

систем з запізненням та імпульсною дією.

1. Для встановлення загального вигляду узагальнено оборотних 

операторів доведено аналоги леми Е. Ш мідта для топологічно 

нетерових, топологічно фредголвмових, п- та d-нормальних 

операторів у банахових та гільбертових просторах. На основі цих 

лем, для всіх перелічених класів нормально розв’язних операторів 

з доповнювальним ядром та образом, доведено теореми про їх 

загальний вигляд, які узагальнюють теореми С. М. Нікольського про 

загальний вигляд фредголвмових та Ф. Р. Аткінсона про загальний 

вигляд нетерових операторів.
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2. З використанням теорем про загальний вигляд узагальнено оборот­

них операторів доведено теореми, в яких отримано формули 

для побудови обмежених узагальнено-обернених операторів до

n

d

обчислення псевдообернених операторів до нормально розв’язних у 

гільбертових просторах. Загальні підходи застосовані до дослідження 

інтегральних операторів Фредгольма з виродженим ядром, для яких 

встановлено умови їх топологічної фредгольмовості та запропоновано 

конструкції обмежених узагальнено-обернених та псевдообернених 

операторів у банахових та гільбертових просторах.

3. Встановлено критерії розв’язності та запропоновано формули для 

представлення загальних розв’язків лінійних не всюди розв’язних 

операторних рівнянь з обмеженими узагальнено оборотними 

операторами. Використовуючи отримані в роботі результати 

отримано необхідні та достатні умови існування та вигляд загальних 

розв’язків інтегральних рівнянь Фредгольма з виродженим ядром у 

банахових та гільбертових просторах.

4. Доведено теореми про необхідні та достатні умови існування 

та представлення загальних розв’язків лінійних крайових задач 

для не всюди розв’язних операторних рівнянь з узагальнено 

оборотними операторами у банахових та гільбертових просторах. 

Застосовуючи методи дослідження крайових задач для не всюди 

розв’язних операторних рівнянь доведено теореми про умови існу­

вання розв’язків лінійних крайових задач для інтегральних рівнянь 

Фредгольма з виродженим ядром у банахових та гільбертових прос­

торах та запропоновано формули для представлення їх загальних 

розв’язків. Досліджено властивості узагальненого оператора Гріна
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та його зв’язок з узагальнено-оберненим оператором до оператора 

лінійної крайової задачі.

5. Для слабконелінійних операторних рівнянь (лінійна частина яких 

— оператор з доповнювальними ядром та образом) та крайових 

задач для них отримано необхідні умови існування розв’язків, 

побудовано операторне рівняння для породжуючих елементів, 

отримано достатні умови існування єдиного та принаймні одного 

розв’язків, запропоновано ітераційні процедури для їх побудови та 

доведено їх збіжність. Загальні підходи до дослідження крайових 

задач застосовані до дослідження слабконелінійних крайових задач 

для інтегральних рівнянь Фредгольма з виродженим ядром у 

скінченновимірних гільбертових просторах, побудовано систему 

рівнянь для породжуючих констант, отримано достатні умови іс­

нування принаймні одного розв’язку, побудовано збіжні ітераційні 

процедури для знаходження розв’язків таких задач.

6. Доведено теореми про необхідні та достатні умови існування та 

представлення загальних розв’язків нетерових операторних рівнянь 

з імпульсною дією та лінійних крайових задач для них.

7. Для лінійних диференціальних систем з запізненням та імпульсною 

дією отримано умови існування та формулу для представлення 

загальних розв’язків. Доведено теорему про необхідні та достатні 

умови існування та представлення загальних розв’язків лінійних 

нетерових крайових задач для диференціальної системи з 

запізненням та імпульсною дією.

8. Для слабконелінійних крайових задач для диференціальних сис­

тем з запізненням та імпульсною дією у скінченновимірних 

банахових просторах побудовано рівняння для породжуючих 

констант, отримано достатні умови існування принаймні одного
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розв’язку та запропоновано збіжні ітераційні процедури для 

знаходження розв’язків таких задач.
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