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РIВНЯНЬ З НЕТЕРОВОЮ ЛIНIЙНОЮ ЧАСТИНОЮ

The paper highlights the weak non-linear boundary value problems for operator equations with
Noether’s operator in the linear part. The author has obtained necessary and sufficient condi-
tions for finding the solutions of such boundary value problem in the noncritical case and critical
case of first order. The author also managed to establish the converging iterative procedures for
constructing the only possible solution, or at least one of possible solutions.

В работе рассмотрены слабонелинейные краевые задачи для операторных уравнений с не-
теровым оператором в линейной части. Получены необходимые и достаточные условия су-
ществования решений таких краевых задач в некритическом случае и критическом случае
первого порядка, построены сходящиеся итерационные процедуры для построения единствен-
ного решения и по крайней мере одного из возможных решений.

Дослiдження розв’язностi та побудова розв’язкiв слабконелiнiйних крайових
задач для широкого класу звичайних [1], [2], [3], функцiонально-дифференцi-
альних [4], iмпульсних систем диференцiальних рiвнянь [5], є задачею, розв’я-
зок якої iстотно залежить вiд можливостi побудови розв’язкiв вiдповiдної лi-
нiйної крайової задачi. Методи дослiдження слабконелiнiйних крайових задач
з нетеровою лiнiйною частиною для звичайних диференцiальних рiвнянь бу-
ли успiшно застосованi для диференцiальних систем з iмпульсним впливом та
диференцiальних систем iз запiзненням аргументу [4], [5], [6].

З точки зору теорiї операторiв основною вiдмiнною особливiстю усiх, пере-
рахованих вище, задач є всюди розв’язнiсть вихiдних диференцiальних систем
[7]. Однак iснує широкий клас крайових задач для iнтегро-диференцiальних,
функцiонально-диференцiальних рiвнянь та iн, у яких вихiдне операторне рiв-
няння є нетеровим, тобто не всюди розв’язним. Вони i будуть предметом роз-
гляду даної роботи, в якiй ставляться наступнi завдання: отримати критерiї
розв’язностi i формули для представлення розв’язкiв лiнiйних крайових за-
дач для нетерових операторних рiвнянь, дослiдити необхiднi i достатнi умови
розв’язностi слабконелiнiйних крайових задач (з нетеровим оператором у лiнiй-
нiй частинi вихiдного операторного рiвняння) та побудувати збiжнi iтерацiйнi
алгоритми для знаходження єдиного або одного з можливих розв’язкiв. Схе-
ма дослiдження цих задач грунтується на переходi за допомогою методiв типу
Ляпунова-Шмiдта вiд крайової задачi до операторної системи, для розв’язан-
ня якої застосовнi збiжнi iтерацiйнi алгоритми, якi грунтуються на принципi
нерухомої точки [2], [3], [4], [5], [8], [9].

1. Постановка задачi. Позначимо B1− банаховий простiр вектор-функцiй
z(t), якi визначенi на промiжку I = [a, b], z(·) : I → Rn, B2− банаховий простiр
вектор-функцiй f(t), якi визначенi на тому ж промiжку, f(·) : I → Rn1 .

Нехай L : B1 → B2− лiнiйний обмежений нетеровий оператор, ℓ : B1 → Rm−
лiнiйний обмежений вектор-функцiонал.
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Розглянемо нелiнiйну крайову задачу з малим додатнiм параметром ε, ε ∈
Iε0 = [0, ε0]

Lz(t) = f(t) + εZ(z(t, ε), t, ε), (1)

ℓz(·) = α + εJ(z(·, ε), ε). (2)

Разом iз задачею (1), (2) розглянемо лiнiйну крайову задачу

(Lz0)(t) = f(t), (3)

ℓz0(·) = α, (4)

яка отримується з (1), (2) при ε = 0.
За аналогiєю з подiбними задачами для систем звичайних диференцiальних

рiвнянь [1], [2], [3] дамо наступне означення.
Означення 1. Крайова задача (3), (4), яка утворюється iз задачi (1), (2)

при ε = 0, називається породжучою для задачi (1), (2). Розв’язки задачi (3),
(4) називаються породжуючими.

Нехай:
(а1) L : B1 → B2− нетеровий оператор indL = dimkerL −

dimkerL∗ = µ− ν ̸= 0;
(a2) Z : B1×I×Iε0 → B2×Iε0− нелiнiйний по z обмежений опера-

тор, який в околi, породжуючого розв’язку ||z − z0|| ≤ q має похiдну
Фреше по z i неперервний по ε ∈ Iε0 ;

(a3) Z(0, t, 0) = 0, Z ′
z(0, t, 0) = 0;

(a4) f(t) ∈ B2;
(a5) ℓ : B1 → Rm− лiнiйний обмежений вектор-функцiонал;
(a6) J : B1 × Iε0 → Rm− нелiнiйний по z обмежений вектор-

функцiонал, який в околi породжуючого розв’язку ||z − z0|| ≤ q має
похiдну Фреше по z i неперервний по ε;

(a7) J(0, 0) = 0, J ′
z(0, 0) = 0;

(a8) α ∈ Rm.

(5)

Будемо розв’язувати задачу про знаходження умов iснування i алгоритмiв
побудови розв’язку z(t, ε) крайової задачi (1), (2), що належить простору B1

по t, неперервного по ε, що обертається при ε = 0 у розв’язок породжуючої
крайової задачi (3), (4).

2. Попереднi вiдомостi. Нетерове операторне рiвняння (3) є нормально
розв’язним, тому має розв’язки для тих i тiльки тих f(t) ∈ B2, якi задовольня-
ють умову

(PYL
f)(t) = 0, (6)

де PYL
: B2 → YL− проектор банахового простору B2 на пiдпростiр YL, який

iзоморфний нуль-простору N(L∗) спряженого оператора L∗ [10]. Умова (6) еквi-
валентна умовi

(Φf)(·) = 0,

де Φ− (ν × n1)-вимiрна матриця, рядки якої є лiнiйно-незалежними базисними
вектор-функцiоналами нуль-простору N(L∗). При виконаннi умови (6) загаль-
ний розв’язок нетерового рiвняння (3) має вигляд:

z0(t) = X(t)c+ (L−f)(t), (7)
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де X(t)− (n × µ)-вимiрна фундаментальна матриця, яка складена з базисних
векторiв нуль-простору N(L) оператора L, c ∈ Rµ, L−− узагальнено-обернений
оператор до оператора L [4], [5].

Пiсля пiдстановки розв’язку (7) у крайовi умови (4), отримаємо алгебраїчну
систему

Qc+ ℓ(L−f)(·) = α,

де Q = ℓX(·)− (m× µ)-вимiрна стала матриця.
Позначимо PN(Q) : R

µ → N(Q)− (µ × µ)-вимiрну матрицю-проектор; PYQ
:

Rm → YQ− (m×m)-вимiрну матрицю-проектор; Q−− (µ×m)-вимiрну матрицю
узагальнено-обернену до матрицi Q [4].

Алгебраїчна система
Qc = α− ℓ(L−f)(·)

має розв’язки для тих i тiльки тих f(t) ∈ B2 та α ∈ Rm, якi задовольняють
умову [4, c. 92]

PYQd
{α− ℓ(L−f)(·)} = 0, (d = m− rankQ),

при виконаннi якої вона має r-параметричну (r = µ− rankQ) сiм’ю розв’язкiв

c = PNr(Q)cr +Q−{α− ℓ(L−f)(·)}, c ∈ Rr, (8)

де PYQd
− (d × m)-вимiрна матриця, яка складена з повної системи d лiнiйно-

незалежних рядкiв матрицi-проектора PYQ
, PNr(Q)− (µ × r)-вимiрна матриця,

яка складена з повної системи r лiнiйно-незалежних стовпцiв матрицi-проектора
PN(Q).

Пiдставляючи знайдену у (8) константу c ∈ Rr у (7), отримаємо загальний
розв’язок лiнiйної крайової задачi (3), (4)

z0(t) = z(t, cr) = X(t){PNr(Q)cr +Q−[α− ℓ(L−f)(·)]}+ (L−f)(t) =

= Xr(t)cr + (L−f)(t)−X(t)Q−ℓ(L−f)(·) +X(t)Q−α =

= Xr(t)cr + (Gf)(t) +X(t)Q−α.

Тут Xr(t) = X(t)PNr(Q)− (n × r)-вимiрна фундаментальна матриця, стовпцi
якої є повною системою r лiнiйно-незалежних розв’язкiв вiдповiдної (3), (4)
однорiдної (f(t) = 0, α = 0) крайової задачi;

(Gf)(t) = (L−f)(t)−X(t)Q−ℓ(L−f)(·),

G : B2 → ker ℓ ⊂ B1− узагальнений оператор Грiна напiводнорiдної (α = 0)
крайової задачi (3), (4).

Таким чином, для породжуючої крайової задачi (3), (4) справедливе насту-
пне твердження.

Теорема 1. Нехай L : B1 → B2− нетеровий оператор. Тодi, якщо rank Q ≤
min(m,µ), то вiдповiдна (3), (4) однорiдна (f(t) = 0, α = 0) крайова задача має
r i тiльки r лiнiйно-незалежних розв’язкiв

z(t) = Xr(t)cr, cr ∈ Rr.

Наук. вiсник Ужгород ун-ту, 2011, вип. 22 , N 2



82 В. П. ЖУРАВЛЬОВ

Неоднорiдна крайова задача (3), (4) розв’язна для тих i тiльки тих f(t) ∈
B2 та α ∈ Rm, якi задовольняють ν + d лiнiйно-незалежним умовам

(Φf)(·) = 0,

PYQd
{α− ℓ(L−f)(·)} = 0

(9)

i при цьому має r-параметричну сiм’ю лiнiйно-незалежних розв’язкiв

z(t, cr) = Xr(t)cr + (Gf)(t) +X(t)Q−α. (10)

Як наслiдки з доведеної теореми, розглянемо два випадки, якi нам знадо-
бляться у подальшому, коли rank Q = µ та rank Q = m.

Наслiдок 1. Якщо rank Q = µ, то µ ≤ m. У цьому випадку вiдповiдна (3),
(4) однорiдна крайова задача не має розв’язкiв, крiм тривiального.

Неоднорiдна крайова задача (3), (4) з нетеровим оператором L : B1 → B2

розв’язна для тих i тiльки тих f(t) ∈ B2 та α ∈ Rm, якi задовольняють
ν + d (d = m − µ) лiнiйно-незалежним умовам (9), при виконаннi яких вона
має єдиний розв’язок

z(t) = (Gf)(t) +X(t)Q−1
l α, (11)

де (Gf)(t) = (L−f)(t)−X(t)Q−1
l ℓ(L−f)(·), Q−1

l − лiва обернена матриця до ма-
трицi Q.

Дiйсно, якщо rank Q = µ, то PN(Q) ≡ 0 i Xr(t) = 0, Q− = Q−1
l [10].

Наслiдок 2. Якщо rank Q = m, то m ≤ µ. У цьому випадку вiдповiдна
(3), (4) однорiдна крайова задача має r i тiльки r = µ−m лiнiйно-незалежних
розв’язкiв

z(t) = Xr(t)cr, cr ∈ Rr.

Неоднорiдна крайова задача (3), (4) з нетеровим оператором L : B1 →
B2 розв’язна для тих i тiльки тих f(t) ∈ B2, якi задовольняють ν лiнiйно-
незалежним умовам

(Φf)(·) = 0,

при виконаннi яких вона має r-параметричну сiм’ю лiнiйно-незалежних роз-
в’язкiв

z(t, cr) = Xr(t)cr + (Gf)(t) +X(t)Q−1
r α,

де (Gf)(t) = (L−f)(t) − X(t)Q−1
r ℓ(L−f)(·), Q−1

r − права обернена матриця до
матрицi Q.

Дiйсно, якщо rank Q = m, то PYQ
≡ 0 i друга умова у системi (9) буде завжди

виконана, а Q− = Q−1
r [10].

Зауваження 1. Якщо операторне рiвняння (3) всюди розв’язне, то PYL
≡

0. У цьому випадку оператор L має обмежений правий обернений оператор
L−1

r [10], а узагальнений оператор Грiна буде мати вигляд:

(Gf)(t) = (L−1
r f)(t)−X(t)Q−ℓ(L−1

r f)(·).
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Зауваження 2. Якщо L− всюди розв’язний звичайний диференцiальний
оператор [3], [5] або диференцiальний оператор iз зосередженим запiзненням
[4], [6], то правий обернений оператор L−1

r має iнтегральне представлення

(L−1
r f)(t) =

∫ b

a

K(t, s)g(s)ds,

де K(t, s)− матриця Кошi.
У цих випадках узагальнений оператор Грiна має вигляд:

(Gf)(t) =

∫ b

a

K(t, s)f(s)ds−X(t)Q−ℓ

∫ b

a

K(·, s)f(s)ds.

3. Слабконелiнiйнi крайовi задачi. Побудова єдиного розв’язку. Спо-
чатку розглянемо випадок, коли породжуюча крайова задача (3), (4) є однозна-
чно розв’язною.

За наслiдком 1 з теореми 1 маємо, що породжуюча крайова задача (3), (4)
однозначно розв’язна тодi i тiльки тодi, коли rank Q = µ, N(Q) = {0}), а f(t) ∈
B2 i α ∈ Rm задовольняють умовам (9), при виконаннi яких єдиний розв’язок
породжуючої крайової задачi (3), (4) запишеться у виглядi (11) z(t) = z0(t).

Зробимо у крайовiй задачi (1), (2) замiну змiнної

z(t, ε) = z0(t) + x(t, ε).

Тодi для вiдхилення x(t, ε) вiд породжуючого розв’язку отримуємо наступну
крайову задачу:

Lx(·, ε)(t) = εZ(z0(t) + x(t, ε), t, ε), (12)
ℓx(·, ε) = εJ(z0(·) + x(·, ε), ε) (13)

Знайдемо умову iснування i алгоритм побудови розв’язку x(t, ε), що нале-
жить простору B1 по t, неперервного по ε, який обертається при ε = 0 у ну-
льовий. Застосуємо до крайової задачi (12), (13) наслiдок 1 з теореми 1. Тодi,
розглядаючи нелiнiйностi Z(z, t, ε) та J(z, ε) як неоднорiдностi, отримаємо, що
вона розв’язна тодi i тiльки тодi, коли rankQ = µ, а нелiнiйний оператор Z i
нелiнiйний функцiонал J задовольняють умовам

ΦZ(z0(·) + x(·, ε), ·, ε) = 0,

PYQd
{J(z0(·) + x(·, ε), ε)− ℓL−Z(z0(·) + x(·, ε), ·, ε)} = 0.

(14)

При виконаннi умов (14) єдиний розв’язок x(t, ε) крайової задачi (12), (13)
буде мати вигляд:

x(t, ε) = ε[(GZ(z0(·) + x(·, ε), ·, ε))(t) +X(t)Q−1
l J(z0(·) + x(·, ε), ε)]. (15)

Таким чином, крайова задача (12), (13) на множинi вектор-функцiй x(t, ε)
еквiвалентна операторнiй системi

ΦZ(z0(·) + x(·, ε), ·, ε) = 0,

PYQd
{J(z0(·) + x(·, ε), ε)− ℓL−Z(z0(·) + x(·, ε), ·, ε)} = 0,

x(t, ε) = ε[(GZ(z0(·) + x(·, ε), ·, ε))(t) +X(t)Q−1
l J(z0(·) + x(·, ε), ε)],

(16)
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яка складена з системи (14) i рiвностi (15).
За аналогiєю з [11] можна показати, що для операторної системи (16) засто-

совний збiжний метод простих iтерацiй. Тобто для неї iснує iнтервал значень
ε ∈ Iε0 , при яких iтерацiйний процес збiгається до шуканого розв’язку [2], [3], [5],
[8], [9], [11]. Застосовуючи до системи (16) метод простих iтерацiй, отримаємо
наступний алгоритм для знаходження розв’язку x(t, ε)

xk+1(t, ε) = ε[(GZ(z0(·) + xk(·, ε), ·, ε))(t) +X(t)Q−1
l J(z0(·) + xk(·, ε), ε)],

x0(t, ε) = 0, k = 1, 2, 3, . . . .
(17)

Таким чином, справедливе наступне твердження.
Теорема 2. Нехай крайова задача (1), (2) задовольняє умовам (5), а поро-

джуюча крайова задача (3), (4) при виконаннi умов rankQ = µ та
Φf(·) = 0,

PYQd
{α− ℓ(L−f)(·)} = 0, (d = m− µ)

однозначно розв’язна i має єдиний розв’язок (11).
Крайова задача (1), (2) розв’язна тодi i тiльки тодi, коли нелiнiйнi опера-

тор Z i функцiонал J задовольняють умовам (14), при виконаннi яких вона
має єдиний розв’язок z(t, ε), що належить простору B1 по t, неперервний по ε
i обертається при ε = 0 у породжуючий розв’язок z0(t). Цей розв’язок знахо-
диться за допомогою збiжного на [0, ε∗] ⊂ [0, ε0] iтерацiйного процесу (17) та
формули

zk(t, ε) = z0(t) + xk(t, ε), k = 1, 2, 3 . . . .

4. Критичний випадок першого порядку.
4.1. Необхiдна умова iснування розв’язкiв. Далi розглянемо крайову

задачу (1), (2) у випадку, коли породжуюча крайова задача (3), (4) неодно-
значно розв’язна. Знайдемо умови iснування та алгоритм побудови розв’язку
z(t, ε) крайової задачi (1), (2), що належить простору B1 по t, неперервний по
ε i обертається при ε = 0 в один iз розв’язкiв породжуючої крайової задачi (3),
(4).

З теореми 1 маємо, що породжуюча крайова задача (3), (4) має розв’язки
тодi i лише тодi, коли f(t) ∈ B2 i α ∈ Rm задовольняють умовам (9), при
виконаннi яких вона має сiм’ю розв’язкiв (10) z(t, cr) = z0(t, cr).

Припустимо, що f(t) ∈ B2 i α ∈ Rm такi, що умови (9) виконанi.
Теорема 3. Нехай крайова задача (1), (2) задовольняє умовам (5) i має

розв’язок z(t, ε), неперервний по ε ∈ [0, ε0], що обертається при ε = 0 у деякий
породжуючий розв’язок z0(t, cr) (10) з константою cr = c0. Тодi елемент c0 ∈
Rr задовольняє системi рiвнянь

ΦZ(z0(·, c0) + x(·, ε), ·, ε) = 0,

PYQd
{J(z0(·, c0) + x(·, ε), ε)− ℓL−Z(z0(·, c0) + x(·, ε), ·, ε)} = 0.

(18)
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Доведення. Нехай виконуються умови теореми. Тодi при усiх ε ∈ Iε0 викону-
ються тотожностi

Lz(·, ε)(t) ≡ f(t) + εZ(z(t, ε), t, ε),

ℓz(·, ε) ≡ α + εJ(z(·, ε), ε).
Застосовуючи до цiєї крайової задачi теорему 1 i враховуючи справедливiсть

умов (9), отримаємо, що при усiх ε ∈ Iε0 нелiнiйнi оператор Z(z(t, ε), t, ε) та
функцiонал J(z(·, ε), ε) задовольняють умовам:

ΦZ(z(·, ε), ·, ε) = 0,

PYQd
{J(z(·, ε), ε)− ℓL−Z(z(·, ε), ·, ε)} = 0.

(19)

Припустимо тепер, що умова (19) не виконується. Тодi, оскiльки z(t, ε)→z0(t, c0)
при ε → 0, а нелiнiйнi оператор Z(z, t, ε) i функцiонал J(z(·, ε), ε) задовольня-
ють умовам (a2), (a3) та (a5), (a6) з (5) в околi (ε = 0) розв’язку z0(t, c0), то
знайдеться таке досить мале ε > 0, що умови (18) не виконуються. Приходимо
до протирiччя, що доводить справедливiсть теореми.

Позначивши лiву частину системи (19) через F (c0) запишемо її у виглядi

F (c0) =

 ΦZ(z0(·, c0), ·, 0)

PYQd
{J(z(·, c0), 0)− ℓL−Z(z(·, c0), ·, 0)}

 = 0. (20)

Якщо система (20) має деякий розв’язок c0 = c♯0 ∈ Rr, то константа c♯0 виз-
начає той породжуючий розв’язок z0(t, c

♯
0), якому може вiдповiдати розв’язок

z(t, ε) вихiдної системи (1), (2), що обертається у z0(t, c♯0) при ε = 0.
Оскiльки система рiвнянь (20) аналогiчна вiдомому у теорiї перiодичних

нелiнiйних коливань [2], [3], [5] рiвнянню для породжуючих амплiтуд, то дамо
наступне означення.

Означення 2. Система операторних рiвнянь (20) називається системою
рiвнянь для породжуючих констант крайової задачi (1), (2).

Якщо система рiвнянь (20) нерозв’язна, то крайова задача (1), (2) не має
шуканого розв’язку.

Вiдмiтимо, що на вiдмiну вiд необхiдної умови (14) iснування однозначно
розв’язної крайової задачi (12), (13), де (14) є жорсткою умовою на нелiнiйнi
оператор Z та функцiонал J , необхiдна умова iснування розв’язкiв неоднозна-
чно розв’язної крайової задачi, що полягає в тому, щоб система рiвнянь для
породжуючих констант (20) мала хоча б один розв’язок, може задовольнитися
вибором елемента c0 iз сiм’ї породжуючих розв’язкiв (10).

4.2. Достатнi умови iснування розв’язкiв.
Знайдемо умови iснування розв’язкiв крайової задачi (1), (2) у випадку, коли

породжуюча крайова задача (3), (4) неоднозначно розв’язна. Такий випадок
для аналогiчних задач для звичайних диференцiальних систем названий у [3]
критичним випадком першого порядку.

Виконаємо у задачi (1), (2) замiну змiнних

z(t, ε) = z0(t, c
♯
0) + x(t, ε),
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де константа c♯0 ∈ Rr задовольняє системi рiвнянь для породжуючих констант
(20). Тодi отримаємо наступну задачу: знайти умови iснування та алгоритм
побудови розв’язку x(t, ε) крайової задачi

Lx(·, ε)(t) = εZ(z0(t, c
♯
0) + x(t, ε), t, ε),

ℓx(·, ε) = εJ(z0(·, c♯0) + x(·, ε), ε).
(21)

Використовуючи властивостi (5) нелiнiйних оператора Z(z, t, ε) та функцiо-
нала J(z, ε) видiлимо у них лiнiйнi частини по x та члени нульового порядку
по ε. Внаслiдок чого отримаємо розвинення:

Z(z0(t, c
♯
0) + x(t, ε), t, ε) = Z0(t, c

♯
0) + L0x(·, ε)(t) +R(x(t, ε), t, ε),

J(z0(·, c♯0) + x(·, ε), ε) = J0(·, c♯0) + ℓ0x(·, ε) + ℓ1(x(·, ε), ε),
(22)

де
Z0(t, c

♯
0) = Z(z0(t, c

♯
0), t, 0) : B1 × I → B2;

J0(·, c♯0) = J0(z0(·, c♯0, 0) : B1 × I → Rm;
L0 : B1 × Iε0 → B2 × Iε0 — лiнiйний обмежений оператор, який є похiдною

Фреше вiд нелiнiйного оператора Z(z, t, ε) по z при z = z0(t, c
♯
0);

ℓ0 : B1 × Iε0 → Rm × Iε0− лiнiйний обмежений вектор-функцiонал, який є
похiдною Фреше вiд нелiнiйного функцiонала J(z, ε) по z при z = z0(t, c

♯
0);

R : B1 × I × Iε0 → B2 × Iε0− нелiнiйний оператор, що задовольняє умовам
(a2) i (a3) з (5);

ℓ1 : B1× I× Iε0 → Rm× Iε0− нелiнiйний вектор-функцiонал, що задовольняє
умовам (a6) i (a7) з (5).

Розглядаючи нелiнiйностi у крайовiй задачi (21) як неоднорiдностi i засто-
совуючи до неї теорему 1, для її розв’язку x(t, ε) отримаємо:

x(t, ε) = Xr(t)c(ε) + x(1)(t, ε).

Тут невiдомий вектор c(ε) визначається з умов розв’язностi типу (19)
Φ{Z0(·, c♯0)+

PYQd
{J0(·, c♯0) + ℓ0x(·, ε) + ℓ1(x(·, ε), ε)−

+L0x(·, ε) +R(x(·, ε), ·, ε)} = 0,

−ℓL−[Z0(·, c♯0) + L0x(·, ε) +R(x(·, ε), ·, ε)]} = 0,

а невiдома вектор-функцiя x(1)(t, ε) — за формулою:

x(1)(t, ε) = ε[(GZ(z0(·, c♯0) + x(·, ε), ·, ε))(t)+

+X(t)Q−J(z0(·, c♯0) + x(·, ε), ε)].

Використовуючи розвинення (22), i той факт, що векторна константа c♯0 ∈ Rr

необхiдно задовольняє системi рiвнянь для породжуючих констант (20), для
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знаходження розв’язку x(t, ε) слабконелiнiйної крайової задачi (1), (2) прихо-
димо до еквiвалентної операторної системи

x(t, ε) = Xr(t)c(ε) + x(1)(t, ε),

B0c(ε) = −

 Φ{L0x
(1)(·, ε)+

PYQd
{ℓ0x(1)(·, ε) + ℓ1(x(·, ε), ε)−

+R(x(·, ε), ·, ε)}

−ℓL−[L0x
(1)(·, ε) +R(x(·, ε), ·, ε)]}

 ,
(23)

x(1)(t, ε) = ε[(G{Z(z0(·, c♯0) + L0[Xr(·)c(ε) + x(1)(·, ε)])+

+R(x(·, ε), ·, ε)})(t) +X(t)Q−{J(z0(·, c♯0)+

+ℓ0[Xr(·)c(ε) + x(1)(·, ε)]) + ℓ1(x(·, ε), ε)}],

де

B0 =

 (ΦL0Xr)(·)

PYQd
{ℓ0 + ℓL−L0}Xr(·)

−

((ν + d)× r)-вимiрна стала матриця.
Позначимо через PN(B0) : Rr → N(B0) i PYB0

: Rν+d → YB0− обмеженi
проектори, а через B−

0 − (r× (ν+d))-вимiрну узагальнено-обернену матрицю до
матрицi B0 [4].

Далi розглянемо два варiанти побудови розв’язкiв поставленої задачi. Пер-
ший з них припускає побудову єдиного розв’язку для кожного вибраного по-
роджуючого розв’язку. Другий — побудову принаймнi одного розв’язку для
кожного породжуючого.

4.3. Достатнi умови побудови єдиного розв’язку.
Покажемо, що при умовi r ≤ ν + d можна побудувати єдиний розв’язок

слабконелiнiйної задачi (1), (2). Припустимо, що rankB0 = r. Це означає що
dimkerB0 = 0, тобто PN(B0) = 0. Тодi узагальнено-обернена матриця B−

0 буде
лiвою оберненою (B0)

−1
l [10].

Друге рiвняння операторної системи (23) розв’язне тодi i тiльки тодi, коли
виконується умова [4], [5]

PYB0

 Φ{L0x
(1)(·, ε)+

PYQd
{ℓ0x(1)(·, ε) + ℓ1(x(·, ε), ε)−

+R(x(·, ε), ·, ε)}

−ℓL−[L0x
(1)(·, ε) +R(x(·, ε), ·, ε)]}

 = 0,

(24)
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при виконаннi якої воно буде мати єдиний розв’язок

c(ε) = −(B0)
−1
l

 Φ{L0x
(1)(·, ε)+

PYQd
{ℓ0x(1)(·, ε) + ℓ1(x(·, ε), ε)−

+R(x(·, ε), ·, ε)}

−ℓL−[L0x
(1)(·, ε) +R(x(·, ε), ·, ε)]}

 .
Тому при PYB0

[
Φ

PYQd

]
= 0, умова (24) завжди виконується i при PN(B0) = 0

операторна система (23) набере вигляду:

x(t, ε) = Xr(t)c(ε) + x(1)(t, ε),

c(ε) = −(B0)
−1
l

 Φ{L0x
(1)(·, ε)+

PYQd
{ℓ0x(1)(·, ε) + ℓ1(x(·, ε), ε)−

+R(x(·, ε), ·, ε)}

−ℓL−[L0x
(1)(·, ε) +R(x(·, ε), ·, ε)]}

 ,
(25)

x(1)(t, ε) = ε[(G{Z(z0(·, c♯0) + L0[Xr(·)c(ε) + x(1)(·, ε)])+
+R(x(·, ε), ·, ε)})(t) +X(t)Q−{J(z0(·, c♯0)+
+ℓ0[Xr(·)c(ε) + x(1)(·, ε)]) + ℓ1(x(·, ε), ε)}],

За аналогiєю з [11] можна показати, що операторна система (25) належить
до класу систем, для розв’язку яких застосовний збiжний метод простих iте-
рацiй [2], [3], [8], [9] використовуючи який для знаходження розв’язкiв x(t, ε)
операторної системи (25), отримуємо наступний iтерацiйний процес.

Наближення x(1)k+1(t, ε) до x(1)(t, ε) шукатимемо як частиннi розв’язки крайо-
вих задач

Lx
(1)
k+1(·, ε)(t) = ε{Z0(t, c

♯
0) + (L0[Xr(·)ck(ε) + x

(1)
k (·, ε)])(t) +R(xk(t, ε), t, ε)},

ℓx
(1)
k+1(·, ε) = ε{J0(·, c♯0) + ℓ0[Xr(·)ck(ε) + x

(1)
k (·, ε)] + ℓ1(xk(·, ε), ε)},

якi iснують завдяки вибору c♯0 ∈ Rr з системи рiвнянь для породжуючих кон-
стант (20). За теоремою 1 з урахуванням розвинень (22) цi розв’язки можна
представити у виглядi:

x
(1)
k+1(t, ε) = ε[(G{Z(z0(·, c♯0) + L0[Xr(·)ck(ε) + x

(1)
k (·, ε)])+

+R(xk(·, ε), ·, ε)})(t) +Xr(t)Q
−{J(z0(·, c♯0)+

+ℓ0[Xr(·)ck(ε) + x
(1)
k (·, ε)]) + ℓ1(xk(·, ε), ε)}].
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З необхiдної i достатньої умови розв’язностi цiєї крайової задачi приходимо
до рiвняння

B0ck(ε) = −

 Φ{L0x
(1)
k (·, ε)+

PYQd
{ℓ0x(1)k (·, ε) + ℓ1(xk(·, ε), ε)−

+R(xk(·, ε), ·, ε)}

−ℓL−[L0x
(1)
k (·, ε) +R(xk(·, ε), ·, ε)]}

 ,
(26)

з якого знаходиться k-е наближення ck(ε) до c(ε). Розв’язнiсть систем (26) на
кожному кроцi iтерацiйного процесу забезпечується виконанням умови

PYB0

[
Φ
PYQd

]
= 0,

а єдинiсть розв’язку — умовою PN(B0) = 0.
Тодi (k + 1)-е наближення xk+1(t, ε) до x(t, ε) запишеться у виглядi:

xk+1(t, ε) = Xr(t)ck(ε) + x
(1)
k+1(t, ε), k = 0, 1, 2, . . . ,

де x0(t, ε) = x
(1)
0 (t, ε) = 0, x1(t, ε) = x

(1)
1 (t, ε).

Таким чином, для крайової задачi (1), (2) доведено наступну теорему.
Теорема 4. Нехай крайова задача (1), (2) задовольняє умовам (5), а вiдпо-

вiдна породжуюча крайова задача (3), (4) при виконаннi умови (9) має сiм’ю
породжуючих розв’язкiв (10). Тодi для кожного елемента c0 = c♯0 ∈ Rr, що
задовольняє системi рiвнянь для породжуючих констант (20), при виконаннi
умов

PN(B0) = 0, PYB0

[
Φ

PYQd

]
= 0 (27)

крайова задача (1), (2) має єдиний розв’язок z(t, ε), який належить простору
B1 по t, неперервний по ε i обертається у породжуючий розв’язок z(t, c♯0) при
ε = 0. Цей розв’язок можна знайти за допомогою збiжного на [0, ε∗] ⊂ [0, ε0]
iтерацiйного процесу

zk+1(t, ε) = z0(t, c
♯
0) + xk+1(t, ε),

xk+1(t, ε) = Xr(t)ck(ε) + x
(1)
k+1(t, ε),

ck(ε) = −(B0)
−1
l

 Φ{L0x
(1)
k (·, ε)+

PYQd
{ℓ0x(1)k (·, ε) + ℓ1(xk(·, ε), ε)−

+R(xk(·, ε), ·, ε)}

−ℓL−[L0x
(1)
k (·, ε) +R(xk(·, ε), ·, ε)]}

 ,
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x
(1)
k+1(t, ε) = ε[(G{Z(z0(·, c♯0) + L0[Xr(·)ck(ε) + x

(1)
k (·, ε)])+

+R(xk(·, ε), ·, ε)})(t) +Xr(t)Q
−{J(z0(·, c♯0)+

+ℓ0[Xr(·)ck(ε) + x
(1)
k (·, ε)]) + ℓ1(xk(·, ε), ε)}],

,

x0(t, ε) = x
(1)
0 (t, ε) = 0, x1(t, ε) = x

(1)
1 (t, ε) k = 0, 1, 2, . . . .

Зауваження 3. Якщо r = ν + d i rankB0 = r, то до матрицi B0 iснує
обернена B−1

0 . Тодi PN(B0) ≡ 0 i, як наслiдок, PYB0
≡ 0. Таким чином, умови (27)

автоматично виконуються i в iтерацiйному алгоритмi теореми 4 замiсть
(B0)

−1
l буде матриця B−1

0 .
Зауваження 4. Якщо r > ν + d, то єдиного розв’язку крайова задача (1),

(2) не має.
Зауваження 5. Подiбнi крайовi задачi для усюди розв’язних систем зви-

чайних диференцiальних рiвнянь розглянутi у [3], а для диференцiальних си-
стем iз зосередженим запiзненням аргументу у [4].

4.4. Достатня умова побудови принаймнi одного розв’язку. Далi роз-
глянемо розв’язання поставленої задачi при умовi, що ν+d < r. У цьому випад-
ку умови (27) iснування єдиного розв’язку крайової задачi (1), (2) для кожного
елемента c0 = c♯0 ∈ Rr, що задовольняє системi рiвнянь для породжуючих кон-
стант (20) можна спростити, вiдмовившись вiд його єдиностi.

Нехай rank B0 = ν + d. Це означає, що dim YB0 = 0, PYB0
= 0 i узагальнено-

обернена матриця B−
0 буде дорiвнювати правiй оберненiй матрицi (B0)

−1
r [10].

При виконаннi умови PYB0
= 0 друге рiвняння операторної системи (23) буде

завжди розв’язним i його розв’язок можна представити у виглядi:

c(ε) = PNη(B0)ĉη − (B0)
−1
r

 Φ{L0x
(1)(·, ε)+

PYQd
{(ℓ0x(1)(·, ε)) + ℓ1(x(·, ε), ε)−

+R(x(t, ε), t, ε)}

−ℓL−[L0x
(1)(·, ε) +R(x(·, ε), ·, ε)]

 ,
де ĉη− довiльний елемент простору Rη, PNη(B0)− (r × η)-вимiрна матриця, яка
складена з η = r − (ν + d) лiнiйно-незалежних стовпцiв проектора PN(B0).

Фiксуючи елемент ĉη = ĉ♯η, отримаємо один з множини розв’язкiв другого
рiвняння операторної системи (23).

Таким чином, при виконаннi умови PYB0
= 0 операторна система (23) набере

вигляду:
x(t, ε) = Xr(t)c(ε) + x(1)(t, ε),

cη(ε) = PNη(B0)ĉ
♯
η − (B0)

−1
r

 Φ{L0x
(1)(·, ε)+

PYQd
{ℓ0x(1)(·, ε) + ℓ1(x(·, ε), ε)−

+R(x(t, ε), t, ε)}

−ℓL−[L0x
(1)(·, ε) +R(x(·, ε), ·, ε)]

 ,
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(28)

x(1)(t, ε) = ε[(G{Z(z0(·, c♯0) + L0[Xr(·)c(ε) + x(1)(·, ε)])+

+R(x(·, ε), ·, ε)})(t) +X(t)Q−{J(z0(·, c♯0)+

+ℓ0[Xr(·)c(ε) + x(1)(·, ε)]) + ℓ1(x(·, ε), ε)}].

Ця операторна система також належить до класу систем, для розв’язку яких
застосовний метод простих iтерацiй [9], [11]. Iтерацiйний процес для цiєї системи
будується аналогiчно п. 4.3.

Операторна система (28) схожа на операторну систему (25), проте вони ма-
ють принципову вiдмiннiсть. На вiдмiну вiд другого рiвняння системи (25), де
c(ε) визначається однозначно, у другому рiвняннi операторної системи (28) c(ε)
складається з двох доданкiв, один з яких — фiксований, а другий знаходиться
на кожному кроцi iтерацiйного процесу.

Для варiанту 2 справедлива теорема.
Теорема 5. Нехай крайова задача (1), (2) задовольняє умовам (5), а вiдпо-

вiдна породжуюча крайова задача (3), (4) при виконаннi умови (9) має сiм’ю
породжуючих розв’язкiв (10). Тодi для кожного елемента c0 = c♯0 ∈ Rr, який
задовольняє системi рiвнянь для породжуючих констант (20), при виконаннi
умови

PYB0
= 0

крайова задача (1), (2) має принаймнi один розв’язок z(t, ε), який належить
простору B1 по t, неперервний по ε i обертається у породжуючий розв’язок
z(t, c♯0) при ε = 0. Цей розв’язок можна знайти за допомогою збiжного на
[0, ε∗] ⊂ [0, ε0] iтерацiйного процесу:

zk+1(t, ε) = z0(t, c
♯
0) + xk+1(t, ε),

xk+1(t, ε) = Xr(t)ck(ε) + x
(1)
k+1(t, ε),

ck(ε) = PNη(B0)ĉ
♯
η − (B0)

−1
r

 Φ{L0x
(1)
k (·, ε)+

PYQd
{ℓ0x(1)k (·, ε)+

+R(xk(·, ε), ·, ε)}

+ℓ1(xk(·, ε), ε)− ℓL−[L0x
(1)
k (·, ε) +R(xk(·, ε), ·, ε)]

 ,
(29)

x
(1)
k+1(t, ε) = ε[(G{Z(z0(·, c♯0) + L0[Xr(·)ck(ε) + x

(1)
k (·, ε)])+

+R(xk(·, ε), ·, ε)})(t) + εXr(t)Q
−{J(z0(·, c♯0)+

+ℓ0[Xr(·)ck(ε) + x
(1)
k (·, ε)]) + ℓ1(xk(·, ε), ε)}], . . . .

x0(t, ε) = x
(1)
0 (t, ε) = 0, x1(t, ε) = x

(1)
1 (t, ε) k = 0, 1, 2,
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Зауваження 6. Якщо rank B0 < min(r, ν + d), то PN(B0) ̸= 0 та PYB0
̸= 0.

Тодi при виконаннi умови PYB0

[
Φ

PYQd

]
= 0 крайова задача (1), (2) буде мати

принаймнi один розв’язок, який знаходиться за допомогою iтерацiйного про-
цесу (29), в якому замiсть правої оберненої матрицi (B0)

−1
r буде узагальнено-

обернена матриця B−
0 .

Зауваження 7. Подiбнi крайовi задачi для усюди розв’язних систем зви-
чайних диференцiальних рiвнянь розглянутi у [4] за умови, що ĉ♯η = 0.
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