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С Л А Б О Н Е Л И Н Е Й Н Ы Е  О П Е РА Т О РН Ы Е  У Р А В Н Е Н И Я  В  
Б А Н А Х О В Ы Х  П Р О С Т Р А Н С Т В А Х . II. К Р И Т И Ч Е С К И Й  
С Л У Ч А Й  В Т О РО Г О  П О Р Я Д К А

The paper highlights the weak non-linear operator equations with generalized inverse operator in 
the linear part. The operators function in Banach spaces. The author has obtained necessary and 
sufficient conditions for finding the solutions of such equations in the critical case of the second 
order. The author also managed to establish the converging iterative procedures for constructing 
the only possible solution, or at least one of possible solutions.

В работе рассмотрены слабонелинейные операторные уравнения с обобщенно обратимым опе­
ратором в линейной части. Операторы действуют в банаховых пространствах. Получены не­
обходимые и достаточные условия существования решений таких уравнений в критическом 
случае второго порядка, построены сходящиеся итерационные процедуры для построения 
единственного решения и хотя бы одного из возможных решений.

Эта статья является продолжением работы [1]. Используя введенные в ней 
понятия и обозначения, напомним основные моменты постановки задачи.

Рассматриваются условия разрешимости и итерационные алгоритмы постро­
ения решений слабонелинейного операторного уравнения

( Az ( -,e))(t) = f  (і) +  e F ^ ^ , є ) , t , є) (1)

с обобщенно обратимым оператором A Є G I(l^ (J , B i), 1Д1, B 2)) [1] при усло­
вии, что порождающее операторное уравнение [2], [3]

(Azo)(t) =  f  (Д  (2)

которое получается из (1) при є =  0 при выполнении условия

(Руд f ) ( t)  =  0 (3)

имеет семейство решений [4-6]

zo(t) =  (Pn  (a)Z) (t) +  (A- f  )(t), (4)

где РУд, PN (A )— линейные ограниченные проекторы [1], Z(t) — произвольный 
элемент банахова пространства 1те( I ,B 1), A-  : 1 Д 4 ,B 2) ^  1 Д 4 ,B 1) — ограни-

A
При помощи замены

z(t,  є) =  Zo(t, Zo) +  x(t ,e) ,  

где Zo =  Zo (t) — решение уравнения для порождающих элементов [1]

(GZo(-))(t) =  (руд F  Ы - Д о ^  ■, 0))(t) =  0, (5)
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для определения отклонения x (t,e ) от порождающего решения получим опера­
торное уравнение

(A x(-,e))(t) =  e F  (zo ( t , zo ) +  x ( t ,e ) ,t ,e ) . (6 )

Используя разложение нелинейной вектор-функции F (z , t , e )

F  (zo(t,Zo) +  x ( t ,e ) ,t ,e )  =  Fo(t,Zo) +  (T x(-,e))(t) +  R(x( t , e ) , t , e ) ,  (7)

далее было установлено, что уравнение (6 ) эквивалентно операторной системе

x(t, e) =  (P n (A)x(-, e))(t) +  x(t, e),

(B ox ( - ,e))(t) =  - (p Ya {T x (-,e) +  R (x(•,e), •,e )})(t), (8 )

x(t, e) =  e(A- {Fo(■, Zo) +  Tx(-,e) +  R (x(-,e), - ,e)})(t),

второе уравнение которой разрешимо тогда и только тогда, когда выполнено 
условие

(PYb 0 {T x(-,e) +  ^ x O ^ - ,e)})(t) =  0, (9)

где Bo =  Pya T Pn (A), Bo : U (J , B i) ^  YA— линейный ограниченный обобщенно 
обратимый оператор, действующий из пространства l̂ >(!J, B 1) в подпространс­
тво Ya С 1те (I, B 2), PyBo : Ya ^  YBo — ограниченный проектор, YBo — подпро­
странство пространства Ya изоморфное нуль-пространству N (В^) сопряженно­
го к B o оператоp a  Bo .

При PYb oPYa =  0 , условие (9) всегда выполняется и от операторной системы 
(8 ) приходим к операторной системе:

x (t,e ) =  (Pn (A)x(-,e))(t) +  x(t, e), 

x (t,e ) =  —B - P ya {Tx(-, e) +  R (x(-,e), ■, e )})(t) +  xB(t,e), (10)

x(t, e) =  e(A - {Fo(-, Zo) +  T [(P n w x(ye)) +  x(^,e)j +  R (x(-,e), ye)})(t),

где B -  — обобщенно-обратный оператор к оператору B o, x^(t, e) — фиксирован­
ный элемент из нуль-пространства N (Bo) оператора B o,

В [1] доказано, что для построения единственного решения операторной 
системы (1 0 ) применим сходящийся итерационный алгоритм, основанный на 
принципе неподвижной точки.

К ритический случай второго порядка. Рассмотрим операторное урав­
нение (1 ) в случае, который будем называть критическим случаем второго по­
рядка. Он характеризуется тем, что существование решения исходного уравне-

F
первого приближения к искомому решению [3].
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Пусть:

(a l) A Є G I (U (4, B i), U (4, B 2));
F z  

в окрестности порождающего решения | |z — zo|| <  q имеет произво- 
z z, t, є,

є Є [0,eo], p e o -  достаточно малые константы;
F (z, t, є) є

порождающего решения (4);
(а4) F (0, t, 0) =  0, FZ(0, t, 0) =  0;
(а5) f  (t) Є 1те(I, B 2).

Пусть порождающее операторное уравнение (2) имеет семейство решений 
(4) И ВЫПОЛНеНО УСЛОВИЄ P N(Bo) =  0.

При выполнении условия (9) второе из уравнений системы (8) имеет решение 
в виде прямой суммы

х (і,є )  =  x (1)(t, є) +  X(o) (і,є ), (1 2 )

где
x(1) (і,є) =  (PN(Bo )Х(-,є))(і) =  (PN(Bo) Р(1)(-,є))(і)

— произвольный элемент из N (Bo), P N(b0)— ограниченный проектор,

x(o)(і,є) =  — (Bo- P Ya{р х ( -,є) +  •,є )})(t),

X(o) (■, є) Є Д  (I, B 1 ) — N  (Bo), X(o) (і, є) =  ((I  — P n  (b0))X(-, є))(і), В -  — линейный 
ограниченный обобщенно-обратный оператор к оператору Bo, I  тождествен­
ный оператор в пространстве 1Д 4 , B 1).

Далее рассмотрим два случая разложения (7). Вначале предположим, что в 
(7) оператор R (x ,t, є) удовлетворяет условиям:

R (0 ,t, 0) =  0, В Д 0 ,і,є )  =  0, (13)

где R'x — линейный оператор, представляющий собой производную Фреше от
нелинейного оператора R по переменной x  при x  =  0.

Учитывая представление (12), из третьего уравнения операторной системы
(10) получаем следующее выражение:

x(t, є) =  є(AlpN (b 0 ) Х(1)(̂ , є))(і) +  x (1)(t, є),

где A 1 =  A- T  P n  (a) : U (4 , B 1) ^  1Д 4 , B 1 ) —

x(1) (t, є) =  i£(A {F0(■, zo) +  T  [P N (A) (1 — P N (Bo))x(o) (■, є) +

+єAlpN(Bo)Х(1)(■,є) +  x (1)(■, є)] +  R(x(-, є), ■, є )})(t) .

Из условия разрешимости (9) второго уравнения операторной системы (8) при­
ходим к операторному уравнению для определения x (1) (і,є ) Є N (Bo) :

є(B 1x(1) Д є))(і) +  (PYb0PyA{Tx(1) Д є) +  R (x ( ,  є ) , уДДСО =  °  (14)
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где B 1 =  PYbo P YaT A 1P N(b0 ), B 1 : 1^(4 to B 1),YBo — линейный ограниченный 
оператор.

Пусть B 1 Є G I(U  (I, B 1) , YBo ) — обобщенно обратимый оператор. Обозначим 
через P N(Bl) : N (Bo) ^  N (B 1), PYbi : YBo ^  YBl ограниченные проекторы; B -  —

B1
необходимое и достаточное условие разрешимости уравнения (14) относительно 
ex(1) (t,e) примет вид;

(PYb1 PYb0 PYa {Tx(1)( ,̂e) +  R (x (■,e), 3 e)})(t) =  0. (15)

При выполнении этого условия операторное уравнение (14) разрешимо относи­
тельно ex(1)(t,e) и имеет решение

ex(1)(t,e) =  x(2) (t,e) — (B - PYb0 PYa {Tx(1)( ,̂e) +  R (x ( ,  e), ■,e)})(t),

где x (2)( t ,e )— произвольный элемент из пересечения нуль-проетранетв N (Bo) 
и N  (B 1 ), x (2) (t, e) =  (Pn(Bi ) x (1) (■, e)) (t) =  (Pn(B i )Pn(Bo )x(1) 0 ,e ))(t) Є N  (Bo) П 
N  (B 1 ).

1. П остроение единственного реш ения. Предположим, что пересечение 
нуль-проетранетв N (Bo) и N (B 1) нулевое, т.е. P N(Bl)PN(Bo ) =  0, тогда оператор­
ное уравнение (14) имеет единственное решение. Д ля выполнения условия (15) 
достаточно, чтобы

PYb1 P Yb0 PYa =  0.

Таким образом, при условиях

P N (Bo ) =  0, P N (Bi)P N (Bo ) =  °  PYb1 PYb0 P Ya =  0 (16)

от системы (10) приходим к эквивалентной системе

x (t,e ) =  (Pn (a) ( I  — P n (Bo ) )x(o)(-, e ))(t)+

+ e(A 1P N(B0)x(1) (■, e))(t) +  x(1) (t, e),

x (o) (t,e) =  —(Bo-  P ya {T [eA P  N (Bo)x(1) (■,e)+

+ x(1) 0 ,e)] +  R (x (■,e), ■,e)})(t),

ex(1) (t,e) =  —(B -  PYb0 PYa {Tx(1)( ,̂e) +  R(x(), e), ■,e)})(t), (17)

x (1) (t, e) =  e(A- {Fo(-, Zo) +  T  [Pn (a) (I  — P n (Bo ) )x (o) 0 ,e )+

TeA ^ N(Bo )>Z(1)(■,e)] +  x (1)(^,e) +  R (x(Y e), ■,e )})(t) .

В случае P N(b0 ) =  0 операторная система (8) не принадлежит к классу сис­
тем, для решения которых применим метод простых итераций [2], [10].

Покажем, что выделением дополнительной переменной система (8) при усло­
виях (16) сводится к операторной системе (17), для решения которой применим 
сходящийся метод простых итераций.

Введем следующие обозначения:

y(-,e) =  col(x(-, e), x (o) (■, e), x (1)(-, e), x (1)(-, e))
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— вектор-столбец из банахова пространства B  =  Д  (I, B 1) х Д  (I, B 1) х 1те (I, B 1) х 
1Д4, B ^ , где x (1) =  єХ(1);

вспомогательные ограниченные операторы:

P 12 =  P N (A) (1  — P N (Bo)) , p 13 =  A1P N (Bo),

B 23 =  — B 0 PYA T A 1P N (Bo), B 24 =  — Bo P YA T  B 34 =  — B 1 PYBo PYA T ';
матричный оператор верхнетреугольного вила., составленный из ограничен­

ных операторов

2 =

0 P 12 со I
0 0 B 23 B 24
0 0 0 B 34
0 0 0 0

(18)

оператор-функцию

и 2(У( і ,є ) , і ,є )

0

— (Bo- p YaR(x (■,є), ,̂є))(і)

— (В - PYb0 PYaR (x(■,є ) , -,є))(і)

є(A {F0(■, zo) +  T  [P N (A) (1 — P N (Bo ))x(o) (■, є) +
+ єA 1p N(Bo)x(1) Д є)] +  x(1) Д є) +  R (x(■,є), Ає)})(і).

которая удовлетворяет условиям (а2), (а4) из (11).
Используя введенные обозначения, систему (17) можно представить в виде 

операторного уравнения

У(і,є ) =  (W2y (-,є))(і) +  (U2 (У 0 , є) , у Д Х Д (19)

В силу структуры клеточно-матричного оператора W2 верхнетреугольного вида, 
с нулевыми клетками на главной диагонали и ниже операторная система (18) 
преобразуется в систему

V2 У =  U2 (У, і , є )
где оператор V2 имеет вид;

V2 =  Ib  — W2

Далее необходимо показать, что оператор V2 имеет ограниченный обратный. 
В силу структуры клеточно-матричного оператора V2 верхнетреугольного 

вида, с тождественными операторами на главной диагонали оператор V2 имеет 
обратный оператор V-1 вида.:

I —P 12 —P 13 —I
0 I — B23 — В 24
0 0 I — В 34
0 0 0 I

V2- 1

I P12 P 12 В 23 +  P 13 1 +  P 12 [В23 В 34
0 I B 23 В 23 В 34 +  В 24
0 0 I B 34
0 0 0 1

34

(20)
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V2-1y

Оператор V - 1 действует на вектор-етолбец y =  col(x ,x(o),x (1),x (1)) по пра­
вилу:

x +  P 12 Ẑ(o) +  [P12 B 23 +  P13]x(1) +
+  [1 +  P 12 (B23 B 34 +  B 24 ) +  P 13 B 34]x(1)

x (o) +  B 23x (1) +  [B23 B 34 +  B 24 ]x(1)

x (1) +  B 34x (1) 

x (1)

Д ля доказательства ограниченности оператора V - 1 покажем, что существу­
ет константа c1 >  0 такая, что выполняется неравенство

| | | V  y | | | B  <  с Д Н Д Ш і Щ Д Б і ) |x(o) |||lTO(J,Bi) |x(1)||| lo ,(J ,B i)}  +  |||x(1) |||lTO(J ,B i)} .

y
xoBOM пространстве 1^(4, B 1):

Операторы P 12, P 13, B 23, B 34, B 34 — ограничены как суперпозиции ограничен­
ных операторов. Обозначим их нормы в пространстве 1те (4, B 1), соответственно, 
через:

|| |P 12|| | lTO(4,B i) =  Р12, || |P 13|| | lTO(4,B i) =  Р13,

|||B 23| | | lTO(4,B 2) =  b23, |||B 24|| | lTO(4,B 2) =  b24, |||B 34|| |M4,B 2) =  b34.

Учитывая введенные обозначения, для каждой компоненты вектора V - 1y 
получим:

|||x  +  P 12x(o) +  [P12B 23 +  P 13]x(1) +  [1  +  P 12(B23B 34 +  B 24) +  P 13B 34]x( 1  1 | | lTO(4,B l ) < 

<  | | |x | | | lTO(4,B i) +  | | |P 12x(o) || | lTO(4,B i) +  |||[P 12B 23 +  P 13]x(1) || | lTO(4,B i) +

+  Ш [1  +  P 12(B23B 34 +  B 24) +  P 13B 34]x(1) 1 || lTO(4,B l ) <

<  ||| x| Ao)||lTO(4,B i) +  p 12 |||x( ) | | | lTO(4,B i) +  [p12 b23 +  p 13]|||x( ) || | lTO(4,B i) +(1)l

+  [1 +  P 12(&23&34 +  &24) +  P13&34] 11 |x (1) | | |LTO(4,B i ) j

|x(o) +  B 23x(1) +  [B23B 34 +  B 24]x(1) Шіto(4,Bi) <

<  |||x | || lTO(4,B i) +  1 ||B 23x(1) 1 || lTO(4,B i) +  111 [B23B 34 +  B 24]x(1) 1 || lTO(4,B i) <

<  | | |x | | | lTO(4,B i) +  b23 |||x(1)|||lTO(4,B i) +  [b23b34 +  b24] |||x(1) | | | lTO(4,B i) J

|||x(1) +  B 34x(1) | | | lTO(4,B i) <  |||x(1) | | | lTO(4,B i) +  b34 |||x(1)|||lTO(4,B i).

Таким образом,

111V - 1y |1 |B  < 11 |x| || lTO(4,B i) +  [1+ p 12] 11 |x(o) 1 || lTO(4,B i) +  [1+ b23 + p 12b23 + p 13] 1 ||x(1) 1 || lTO(4,B i)

+  [2 +  ( 1  +  P12)(b23b34 +  b24) +  P13b34]|||x(1) | | | lTO(4,B l) <

< c1{ |||x || | lTO(4,B i) +  |||x(o)|||lTO(4,B i) +  |||x(1) | | | lTO(4,B i) +  |||x(o)|||lTO(4,B i) },
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где С1 =  m ax{ 1 , [1 +  Р 12], [1 +  623 +  Р 12&23 +  Р 13], [2 +  (1 +  Р 12)(&23&34 +  &24) +  Р 13634]}. 
Тем самым ограниченность оператора V-1  доказана.
С учетом введенных выше обозначений запишем операторную систему (17) 

в виде:
У =  V2-1 U2y =  к Д Д Д Д ,

где и 2(є), вообще говоря, нелинейный ограниченный оператор. Учитывая огра­
ниченность оператора V - 1, можно подобрать є* Є [0,є0] такое, что для всех 
є <  є* оператор К2-1 [/2(є) будет сжимающим. Отсюда следует, что операторная 
система (17) имеет единственную неподвижную точку, которая будет решением 
уравнения (1).

Прежде, чем строить итерационную процедуру, рассмотрим операторное 
уравнение (6) в более общем случае, когда, в отличие от (13), имеет место усло­
вие

R (0 ,t, 0) =  0, RX(0,t, 0) =  0.

Д ля этого уточним разложение (7), выделив в нем еще одно слагаемое ли­
нейное по x и є. Используя условие (а3) го (11) и сохраняя для R ( x ,ty )  после 
выделения из него слагаемого є Т у  прежнее обозначение, получим для нели­
нейного оператора F (zo(t,z0) +  x ( t ,є ) ,і ,є )  следующее разложение типа (7)

F  (zo(t,Zo) +  x(t, є ) , t, є) =  Fo(t,Zo) +  (Tx(-, є))(і) +

+ є( Т х (ає))(і ) +  R (x ( t,є ) ,t ,є ) ,

где T1 =  F "e( z , ty )  z=Zo(t2o) : П (4 , B 1) х 4 ^  1^(4, B 2) — линейный ограничен-
є=0

п ы й оператор;
В рассмотренном выше случае T1 =  0.
Применяя теорему 2 из [4, с. 305], по аналогии с предыдущими выкладками, 

от операторного уравнения

(A x(^y))(t) =  є ^ ( і у 0) +  (Т х Д є))(і)  +  є (Т х (а є ) ) ( і)  +  R ( x ( ty ) , ty ) }  (21)

приходим к эквивалентной на множестве вектор-функций x(t, є) Є 1^(4, B 1) 
операторной системе

x(t, є) =  P N (A)x(t, є) +  x(t, є),

(Box(^, є)(і) =  — (Pya {Tx(■,є))(t) +  єТ1 [P n (А)Х( ,̂ є) +

+ x (■,є)] +  R(x(), є), ■,є)})(t), (22)

x(t, є) =  є(A {F0(b z0) +  [Т +  єТ1]х(3 є) +  R (x(■, є )  ■, є)} )(і).

Второе из уравнений (22) разрешимо тогда и только тогда, когда

(PYBo PYA {T x(■, є) +  єТ1[P N (A) Х(■, є) +  x (■, є)] +
(23)

+ R (x (■,є ) , -,є)})(і) =  0, 

и при этом имеет решение в виде прямой суммы x =  x (0) +  x (1), где

x (0) =  x (0)(t, є) =  — (B -P Ya{Tx(■,є) +  єТ1 Х(■,є) +  R (x (-y ), ■є)Д(і);
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x (1) =  x (1) (t, e) =  (P n (Bo)-Z(̂  , e )) (t) =  (P n (ВоД(1) 0 ,e ))(t) Є N  (Bo).

xZ
получим x (t,e ) =  e(A 1P N(b0)x (1)(^,e)(t) +  x (1)(t,e), где линейный ограниченный 
оператор A 1 определяется, как и ранее, по формуле A 1 =  A- T P N(A), а вектор- 
функция x (1)(t,e) имеет виц

x(1) (t, e) =  e(A {F0(■, Zo) +  [T +  eT1][P N (A) ( 1 —

— P N(Bo))x(o) 0 ,e) +  x 0 ,e)] +  ^ x ^ y ^  3 e)} )(t).

С учетом представления A 1 и x(t, e) из условия (23) разрешимости второго 
из уравнений (2 2 ) получим уравнение для определения ex(1) (t,e):

e (B 1x(1) (у e))(t) +  (PYBo PYa {Tx(1) (■, e) +  eT1[P N (A) ( 1  — PN (Во )x(o) (Ц e) +

+ x(1)0 ,e)] +  R (x (■,e ) , -,e)})(t) =  0,

где B 1 =  PYbo P Ya [TA 1 +  T1PN(A)] P N(Во) — линейный ограниченный оператор. 
Пусть как и ранее B 1 : N (Bo) ^  YBo — обобщенно обратимый оператор.

Обозначая, как и раньше, через P N(Ві) и PYbi проекторы на нуль-проетранетво 
N (B 1 ) и подпространство YBl при условиях (16) от операторной системы (22) 
приходим к системе

x (t,e ) =  (P n (a) ( I  — P n (Bo) )x(o)(-, e ))(t)+

+ e(A 1 (t)PN(Bo)x(1) (■, e) +  x (1) (■, e))(t), 

x (o)(t, e) =  —(B - Pya {T [eA1PN(Bo )x(1) (■, e) +  x (1) (■, e)]+

+eT 1x(^, e) +  R (x (Y e), ■, e)})(t), (24)

ex(1) (t, e) =  — (B - Pyb0 Pya {Tx(1)(̂ , e) +  eT1x(^,e)+

+ R(x (■,e), ■,e)})(t),

x(1) (t, e) =  e(A {Fo M o ) p [ T  +  eT1][P N (A) ( 1  — P N (Во ))x(o) (■, e) +

+ eA 1 P n  (Bo )x(1) (■, e)] +  x (1) (■, e) +  R (x (Ye), Ye)}(t).

Используя введенные выше обозначения, запишем операторную систему (24) 
в виде

y (t,e) =  (W2y (-,e))(t) +  (p з(y (■,e), ■,e))(t),

где клеточно-матричный оператор W2 имеет представление (18), в котором опе­
ратор B 1 =  PYbo PYa [TA 1 +  T1P N(A)] P N(Во), а оператор U3 будет иметь вид:

0

p 3 (y ( t,e ) ,t ,e )

— (Bo PYa {eT1x(-,e) — R (x (■,e), y e)})(t)

— (B 1 PYb0PYa{eT1x (■, e) +  R (x(■, e), ■, e)})(t) 

e(A {F0(■, Zo) +  [T +  eT1][P N (A) ( 1  — P N (Во ))x(0)(t, e) +
_ + eA 1 (■)Pn(Bo)x(1)( t ,e ) ]+  x (1) (t,e) +  R (x(^,e),-,e)}(t)
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В силу структуры клеточно-матричного оператора W2 верхнетреугольного 
вила, с нулевыми клетками на главной диагонали и ниже операторная система
(24) преобразуется в систему

у (і,є) =  ( V 2- 1 ^ Х у О у ^  a X X T
V2-  1

С учетом введенных выше обозначений запишем операторную систему (24) 
в виде:

у =  V2- 1 U3y =  К2" 1 / 3(є)у,

где ^з(є), вообще говоря, нелинейный ограниченный оператор. Учитывая огра-
V2-1 , є* є <  є*

оператор В2-1/г3 (є) будет сжимающим. Отсюда следует, что операторная си­
стема (24) имеет единственную неподвижную точку, которая будет решением 
уравнения (1 ).

Таким образом, для операторной системы (24) применим метод простых ите­
раций для нахождения решений операторного уравнения (6 ) в классе вектор- 
функций непрерывных по є, обращающихся в нуль при є =  0. На основе опе­
раторной системы (24) построим итерационный процесс нахождения решения 
x(t, є), х ( - ,є) Є 1^(4, B 1)  x(t, ■) Є C e операторного уравнения (6 ).

x 1 (t, є) x(t, є)
нения

(AxXq є))(і) =  єFo(t,Zo).

Решение x 1 (і, є) существует в силу выбора элемента Z0(t) Є 1те (4, B 1) из уравне­
ния (5) для порождающих решений:

х11) (і , є) =  є ^ ^ (■, Zo))(t).

При этом первое приближение хД і , є) к х (і , є) считаем равным ХА)(і , є).
Второе приближение Х(1)(і,є ) к Х(1)(і,є ) находим как частное решение опе­

раторного уравнения

(Ax2 )(■> є))(і) =  Z0) +  [T +  єT1][P N (A) ( 1  — P N (Bo) )x1 ) (t, є) +
(25)

+Х(1) (і, є)] +  R (xi1)( t,є ) ,t ,є )} ) .

Существование решения x21) (t, є) обеспечивается выбором элемента Х10) (і , є) из 
условия разрешимости уравнения (25)

(В0Х10)(.,є)}(() =  — (Pya {[Т +  єТ1]х11) (■,є) +  R(x11) (- .є ),-,є )} )(і) . (26)

В свою очередь, необходимое и достаточное условие разрешимости уравнения 
(26) имеет вид;

(Pyb0 Pya {[Т +  єТ 1]Х(1) ( Щ  +  R (x(1) ( Щ , Щ М р  =  0 . (27)

При выполнении условия (27) из операторного уравнения (26) определим первое 
приближение Х10) (і , є) к  Х(0) (і , є) по формуле:

Х10)(і, є) =  —(B -P y A{[Т +  єТ^Х^Хцє) +  R ^ ^ X q  є), ■, є )})(t) .
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В качестве второго приближения x 2 (t, e) к искомому решению x (t,e ) возьмем 
выражение:

x 2 (t, e) =  (Pn (a) (I  — Pn(Bo))x1o) (■, e)) (t) +  x 21) (t,e).

Третье приближение ищем как решение операторного уравнения

(Ax3(3 e))(t) =  e(F 0(■, Zo) +  [T +  eT1]([PN(A) ( 1  — P N(B0) ) x 2 ) (■> e) +

+ e A 1 P N (B0)x 1 )( ,̂e) +  x2 ) (3 e)]) +  R (x2 ( ,  e), ■, e))(t),

где x 20) (t, e) и определяется из условия его разрешимости

(B0x2 ) (■, e))(t) =  — (PYa {[T +  eT1][eA1P N (Во) x 1 ) (■, e) +

+ x 21) (■> e)] +  R ( x 2 ( ,  e) , ■, e )} )(t).

А из необходимого и достаточного условия разрешимости последнего уравнения 
относительно x20)(t,e) получаем уравнение для определения ex11)(t,e) Є N (Bo):

e (B 1x(11) ( ,̂e ))(t) =  —(PYb0 PYa {Tx21)(-,e) +  R (x2(■,e), 3 e)} )(t).

При выполнении условий P N(Bo)PN(Bl) =  0 и PYbi PYbo PYa =  0 , из после­
дних двух систем однозначно находим первое приближение x ^  к x (1) и второе 
приближение x 20) к x (0) по формулам

ex11)(t,e) =  — (B -  PYb0 PYa {Tx22)(-,e) +  R(x 2 (■,e), ■,e)})(t),

x2 ) (t,e) =  —(B0 PYa {[T +  eT1][eA1P N (B0)x i ) 0 ,e) +

+x21)(^,e)] +  R (x2(-,e), ,e )} )( t) .

В качестве третьего приближения x32)(t,e) к x (1) (t,e) и x 3 (t,e) к искомому pe- 
x(t, e)

x 3 ) (t, e) =  e(A {FoO,Z0) p [ T  +  eT1][P N (A) ( 1  — P N (Bo ))x2  ̂(^ e) +

+ e A 1P N (B0)x ( ) (3 e) +  x 2 ) ( ,̂e)] +  R ( x 2 ( ,  e), ■, e )} )(t).

x 3 (t, e) =  (P n  (A) (I  — P n  (Bo ))x20) 0 ,e ))(t)  +  e(A 1PN (ВоД1̂  0 ,e ))(t)  +  x31) (t,e).

Продолжая аналогичный процесе дальше, из операторной системы (24) по-
x(t, e)

e = 0

exk1)1 (t, e) =  — (B -Pyb 0 Pya {Txk2) (■, e) +  e^x * .(■, e) +  R (xfc (■, e ) , ■, e )})( t) ,

x(0)(t,e) =  —(B0 P Ya { [TeA1P N (Bo +  x(1) 0 ,e)] +

+ eT1xfc(3 e) +  R (xfc(■, e), ■, e)})(t), 

x (;+1(t,e) =  e(A {F0 0 ,Z0) p [ T  +  eT1][P N (A) ( 1  — P N (Во ))x(;) 0 ,e) +  (28)
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+<SA 1P N(Bo)Хк-)1 ( ,  є) +  xk1) 0  ,є)] +  R (^  0  , є) , ■, є) })(t) ,

Xfc+1 (t, є) =  (P n  (a) (1 — P n  (Во^Х ^Д є))(і)+

+ є(A 1 P N (Во )

x 0(t, є) =  x02)(t, є) =  0 , k =  0 , 1 , 2 , 3 ,....

Таким образом, доказана теорема.

Т ео р ем а  1. Пусть операторное уравнение (1) удовлетворяет условиям  
(11), а соответствующее порождающее уравнение (2) при условии (3) име­
ет семейство порождающих решений (4)- Тогда, если В 0 Є GI(1^(4, B 1) ,y A), 
В 1 Є G I(1^(4, B 1),YBoX то для каждого элемента, Z0 Є Д (4, B 1), удовлетво­
ряющего уравнению для, порождающих функций (5) при выполнении условий,

P N(Во) =  X P N(Во)P N(Ві) =  0, PYb1 PYb0 PYa =  0,

(PyboPya{[T +  єТ 1 ]x11)(■,£} +  fi(x11)(■, є}, ■,£}}}((} =  0 (29)

операторное уравнение (1) и,м,ест единственное решение z(t, є) непрерывное по 
є и обращающееся при є =  0 в порождающее z0(t, Zo) с порождающей функцией 
Zo Є 1^(4, B l ). Это решение мож но найти с помощью сходящегося, на, [0,є*] С 
[0 ,є 0] итерационного процесса, (28) и, формулы

zfc(t, є) =  z(t, Zo) +  Xfc(t, є).

2. П о стр о ен и е  по к р а й н е й  м ер е  одн ого  р е ш е н и я . Далее предположим, 
что пересечение нуль-пространств N (В0) и N (В 1) не является нулевым, т.е. 
P N(Bl)PN(Во) =  0 . Тогда из разрешимости операторного уравнения (2 1 ) получим 
операторное уравнение

(B0X(0)(■, є))(і) =  —(PYA {[Т +  (b0 ) х(1) (■,є) +
(30)

+ х(1)(■,є)] +  R (x ( , є ) , ■,є )} )(і) .

А из необходимого и достаточного условия разрешимости уравнения (30) 
относительно Х(0) (і,є) получаем уравнение для определения єХ(1) (■,є) Є N (Bo):

є(ВіХ(1) (■,є))(і) =  —(Pyb0Pya{ТХ(1) (■,є) +  R(x(y є), ■,є)})(і). (31)

Таким образом, при условии PYbi PYbo PYa =  0 условие разрешимости урав­
нения (31) будет всегда выполнено и оно будет иметь по крайней мере одно 
решение относительно єХ(1) (і , є)

єХ(1)(і,є) =  —(B - PYb0 PYa {Tx(1)(■,є) +  R (X( ,  є ) , ■,є)})(і) +  (PN (Ві )X01)(■,є))(t),

где Х01)(^,є)— произвольный элемент пространства N (Bl ), зафиксировав кото­
рый, мы выбираем некоторое частное решение (Х(1)Д (і,є) =  (P n (Ві)X0L)( t ,є))(і).

Тогда, подставляя найденный элемент Х(1) (і , є) в условие разрешимости урав­
нения (30), обеспечим его выполнение. В этом случае операторное уравнение 
(30) будет иметь по крайней мере одно решение Х(0) (і , є)

Х(0)(і, є) =  —(Bo- Pya{ Т х Д є) +  R(x(q є), ■, є )})(t) +  (P n (Ві)Х00)(і,є ))(і),
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где x00) (■, e )— произвольный элемент пространства 1^(4, B 1 ), зафиксировав ко­
торый, мы выбираем некоторое частное решение (x(0))^(t, e) =  (PN(Во)x0o)(t, e))(t).

Таким образом, упрощая условия существования решений и поступаясь един­
ственностью, от системы (8 ) приходим к эквивалентной операторной системе

x (t,e ) =  (P n (a) ( I  — P n (Bo) )x(0)(-, e ))(t)+

+ e ( A 1 P N(Во)x(1) (■, e))(t) +  x(1) (t, e),

x (0) (t,e) =  —(Bo-  Pya {T [eA1P N (Bo)x(1) (■,e)+

+ x(1)0,e)] +  R(x (■,e), 3 e)})(t) +  (x(0))B(t,e), (32)

ex(1) (t,e) =  —(B - PYb0PYa{Tx(1) 0,e) +  R (x (■,e), 3 e)})(t) +  (x(1))B(t,e),

x (1) (t, e) =  e(A - {Fo(-, Zo) +  T  [Pn (a) (I  — P n (Bo ) )x(0) 0 ,e )+

+ eA 1PN(Bo)x(1)(■, e)] +  x (1)(■, e) +  R (x(-,e), ■, e )})( t) ,

в которой x (0) (t, e) и ex(1) (t, e) находятся как некоторые частные решения опе­
раторного уравнения (14) и второго уравнения системы (8 ).

Д ля решения системы (17) применим метод простых итераций, поскольку 
она представима в виде

y ( t  e) =  ( W 2 y (-,e))(t) +  U4(y ( t  e), t, e) (33)

где оператор W2 определяется то формуле (18), а оператор U4 имеет вид;

“ 0 “

U4(y ( t ,e ) ,t ,e )

— ( B 0 PYa {eT1x ( ,̂e) — 3 e)})(t) +  (x(0))B(t,e)

— (B - PYb0PYa{eT1x ( ,̂e) +  R(x (■,e), y e)})(t) +  (x(1))B(t,e) 

e(A {F0 (■, Z0) +  [T +  eT1][P N (A) ( 1  — P N (Во ))x(0) ( t  e) +
_ + eA 1 (^)Pn(Bo)x(1)(t, e)] +  x (1) (t, e) +  R (x(-,e), ■, e )}(t)

Т ео р ем а  2. Пусть операторное уравнение (1) удовлетворяет условиям
(11), а соответствующее порождающее уравнение (2) при условии (3) име­
ет семейство порождающих решений (4)- Тогда, если Bo Є GI(1^(4, B 1) , ^ ) ,  
B 1 Є G I(N (B o), YBo), то для каждого элемента Zo Є 1^(4, B 1), удовлетворяю­
щего уравнению для, порождающих функций (5) при выполнении условий

P N(Во) =  Ф PN(Во)P N(Ві) =  0, PYb1 PYb0 PYa =  0,

(Pyb0 Pya {[T +  eT 1 ]x11) (-,e) +  R p f  (-,e ),- ,e )} )(i) =  0 (34)

операторное уравнение (1) им,ест по крайней мере одно решение Z(t,e) непре­
рывное по e и обращающееся при e =  0 в порождающее Z0(t, Zo). Это решение 
мож но найти с помощью сходящегося, на, [0,e*] С [0,eo] итерационного про­
цесса, (32) и формулы

Zfc(t,e) =  Z(t,Zo) +  xfc(t, e).
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Зам ечание 1. В  критическом, случае второго порядка условия (29), (34) — 
естественные, необходимые и достаточные условия существования решения, 
являющегося, вторым, приближением, к искомому. Если условия (29), (34) не 
выполняются, то решение z(t, є) операторного уравнения (1) из указанного 
класса, определяем,о го с помощью метода простых итераций, не существует. 
В  этом, случае мож но говорить об обобщеннном решении, (квазирешении [11 ],
[12]), а в случае гильбертовых пространств — о псевдорешении операторного 
уравнения (1).
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