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We consider boundary-vahte problems fo r  integral equations with degenerate kernels. By using the pseudo­
inverse operator, we find conditions fo r  existence o f  a unique solution o f  the integral equation, as well as 
a representation f o r  this solution. We also find conditions fo r  existence o f  a solution o f  the boundary- 
valtte problem fo r  this equation and give a representation o f  this solution. The results are illustrated with 
examples.

Розглянуто крайові задані для інтегральних рівнянь з виродженим ядром. З а  допом огою  псев- 
дооберненого оператора отримано умови існування та зображення єдиного р о з в ’язку вихідного 
інтегрального рівняння, а також умови існування та зображення розв'язку крайової задані для 
цього рівняння. Результати проілюстровано прикладами.

Исследование разрешимости и построение решений линейных краевых задач

где L  — линейный ограниченный оператор, і  — линейный ограниченный функционал, 
зависят от разрешимости исходного операторного уравнения (1). Для большого числа 
краевых задач в случае, когда оператор L  является всюду разрешимым [1], получены 
условия разрешимости и формулы для представления их решений [ 2 - 4 ] .  Однако суще­
ствует большой круг краевых задач вида (1), (2), у которых оператор L  не является всю ­
ду разрешимым. Интегральные уравнения с вырожденным ядром как раз и относятся к 
такого рода задачам. Интегральный оператор, задающий исходное уравнение, является 
фредгольмовым [5, 6] с ненулевым ядром. Это значит, что оператор не имеет обратного, 
а исходное уравнение разрешимо не при любой правой части [1]. Необратимость исход­
ного оператора вносит существенные трудности в исследование таких краевых задач.

Методы обобщенного обращения и псевдообращения фредгольмовых и нетеровых 
операторов [4, 7] позволяют решить эту задачу. Рассмотрим применение этих методов 
к задаче о нахождении критерия разрешимости и построении решений нормально раз­
решимых операторных уравнений и краевых задач для них в случае, когда оператор L  
исходного уравнения является фредгольмовым с ненулевым ядром.

Постановка задачи. Рассмотрим линейную краевую задачу

{Lx){t)  =  f{t) О)

Сх{-) =  а , (2)

(Lx)(t) = f{t),  t Є [а, 6] (3)
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(х{-) =  о. (4)

где L : Lo [ч■ Ь\ —» L J [«. Ч — интегральный оператор Фредголъма второго рода с вырож­
денным ядром

/ =  со! ......../д.) : ІАф/.Ц —̂ R a — /i'-мерный векторный функционал, действую­
щий из пространства суммируемых с квадратом на промежутке [а.Ь] функций 12>[л.6] в 
^-мерное векторное пространство К к. Столбцы (п х ш)-мерной матрицы строки 
(т  < ч)-мерной матрицы Ф(0- векторы x(t)  и f { t )  принадлежат гильбертову пространс­
тву L 2  [п. Ь). Ставится задача: найти условия разрешимости и формулы для представления 
решений операторного уравнения (3) и краевой задачи (3). (4) с помощью псевдообрат­
ного оператора L + к оператору L.

Предварительные сведения. Известно [5]. что интегральный оператор (5) является 
фредгольмовым (dim N (L )  =  dimA*(/A) =  s <  x ) .  Изложим в общем виде один из 
способов построения оператора, псевдообратного к фредгольмовому. действующего из 
вещественного гильбертового пространства H i в вещественное гильбертово простран­
ство H j.

Пусть (х, (/). ./■_>(/)) =  / dt. — скалярное произведение л-мерного вектора-

транспонирования. Тогда по формуле (X ( t ) .x ( t ) )  =  / X ’ {t)x(t) dt определим скаляр­

ное произведение [п х г)-мерной матрицы X {t )  на //-мерный вектор-столбец х (t). резуль­
татом которого будет r -мерный вектор-столбец констант, а по формуле (А”(/).У(/)) =

Ґ=  X (/)> (t) dt — скалярное произведение (?/ х т)-мерной матрицы X (t)  на (л х т)-

мерную матрицу Y[t). результатом которого будет (/// х пО-мерная постоянная матрица.
Пусть {/Л',,.) — базис нуль-пространства N (L )  оператора L. а — базис нуль-

пространства X (IY )  оператора L * . сопряженного к оператору L. Из базисных векторов 
нуль-пространств N [L )  и N [L *)  составим (/? х .?)-мерные матрицы

X{ t )  =  .......

Y(t) =  ( ^ ( 0 ^ 2 ( 0  ■rs(t)V-

По формулам (3.4) [4. с. 62] построим ортопроекторы -Ру(/„) : H t N (L )  и Р\’(/. 
Н 2 —>• A (L") :

(5)
(7

<■/)

столбца ./](/) на //-мерный вектор-столбец Т2 Ю в пространстве H j .  где * — операция
гЬ

( P x {Lvr)(t) = (б )

(7)
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где (•, )н  , і =  1,2. — скалярное произведение в пространствах H i и Н 2  соответственно, 
а -1 и 3 ~ 1 — матрицы, обратные к симметрическим матрицам Грама

a  =  ( X * ( t ) . X ( t ) ) u „  i3 =  ( Y * ( t ) , Y ( t ) )  н 2.

Если базисы нуль-пространств N {L )  и N (L * )  ортонормированы, то матрицы а  и 9 
будут единичными.

Введем в рассмотрение операторы

( Р щ ь . ) х т  =  : H i .¥ (£ * ) ,
(8)

(Р щ ь)У )( і)  =  X ( t ) B - l ( r ( t ) , y ( t ) ) a i , P N{L) : н2 N (L ).

Оператор Рдг(£.) является расширением на пространство H i оператора, который осу­
ществляет изоморфизм N (L )  на N (L * ) ,  а ~  оператор, являющийся расширением
оператора, обратного изоморфному, на пространство Н 2 .

Лемма 1. О п ерат ор  L  — L  +  Р^(ь*) имеет огр ан и чен н ы й  о б р а т н ы й  L  1.

Доказательство леммы аналогично приведенному в [4].
С помощью леммы 1 доказывается следующая теорема.

Теорема 1. О перат ор

L + =  L ~ 1 - P n { l )  (9)

я вл я ет ся  ограни чен н ы м  п сев д о о б р а т н ы м  оп ер ат ор о м  к  ограни ченном у ф р ед гол ьм ов у  
оп ер ат ор у  L.

Доказательство теоремы сводится к проверке соотношений, определяющих единствен­
ный псевдообратный оператор [7].

Формула (9) для представления единственного псевдообратного оператора к фред- 
гольмовому в гильбертовом пространстве позволяет решить задачу об условиях разре­
шимости и представлении общего решения интегрального уравнения второго рода с вы­
рожденным ядром.

Критерий разрешимости интегральных уравнений с вырожденным ядром. Псевдо­
обратный оператор к интегральному. Предположим, что однородное уравнение

ь

(L x ) { t ) =  x{t) -  Ф(і) I  Ф(s)x(s) ds =  0 (10)
а

имеет нетривиальные решения, т. е. уравнение (3) не является всюду разрешимым [1]. 
Найдем условия разрешимости и общий вид решения уравнения (3) при сделанных выше 
предположениях.
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Для построения псевдообратного оператора к интегральному оператору L  построим 
базисы ядер N {L )  и АДГ*) операторов L  и L* соответственно. Для этого найдем общие 
решения однородного уравнения (10) и сопряженного ему

Найдем базисы нуль-пространств операторов L  и L*.  Для этого необходимо решить 
однородные уравнения (10). (11). Решение этих уравнений будем искать в виде

где г =  col [(ц. со  с,,,]. (I =  col [(Д. do  dm].
Подставив (12) в (10) и (11) соответственно, получим алгебраические системы отно­

сительно c u d  :

— (т х т)-мерная постоянная матрица.
Пусть -P;yid) : R "  A (D) и -P.v(/>) : R m N {D *)  — ортопроекторы [4] на нуль- 

пространства N {D )  и N (D *)  матриц D  и D* соответственно.
Алгебраические системы (13) имеют ненулевые решения тогда и только тогда, когда 

P.\!{D) Ф о. что необходимо влечет за собой и ф 0. Эти условия эквивалентны
условию (let D  =  0. что мы и предполагаем.

Пусть rank D  =  т  — г  (rank D*  =  т  — г).  Тогда ( т  х т )-м ерн ы е матрицы-ортопроек- 
торы P,\(D) и P k (D') имеют по г линейно независимых столбцов, из которых составим 
(г/ х г )-мерные матрицы Рл'. ф) и P x , (D-) соответственно.

С помощью этих матриц общие решения систем (13) можно представить в виде [4]

где с г є  R '  и (/,. е  R '  — произвольные r -мерные постоянные векторы.
Подставив (14) в (12). получим общие решения однородных интегральных уравнений

ь

(И)
а

T(t) =  ф(?) С.
( 12)

D c  - 0,
(13)

D *d  =  0,

где D =  А - Е { £ > *  =  А * - Е )
ь

а

с  — P,\r {D)c r-
(14)

d — P 1\ r ( i ) - ) dr .

( 1 0 ) и (11)

, т(0 =  X r ( t ) c r .
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y{t) =  Yr {t)dr ,

г д е Х г (£) =  ^>{t)PNAD) i i Y r {t) =  $ * { t ) P x r(D*) — (н х г)-мерные фундаментальные матри­
цы. столбцы которых составляют базисы нуль-пространств N {L )  и N {L * )  операторов L 
Н І* .  _  _

По формулам (7). (8) построим ортопроектор Р1\{і-)> операторы Р :X{L) и Р :

ь

(Р щ ь> )У №  =  У Л т ~ 1 1  Y ; ( s ) y ( s )  ds, F v ( t .) : Ь] -> N (L ' ) ,

b

{ P N(L.)X)(t) =  Yr ( t ) a I x ; ( s ) x ( s ) d s ,  P w ., ■ Ч [а .Ь ]  -> X ( V ) .
a

b

( Р к ш у Ш )  =  x , ( t ) r l I  V 7 W * W  d», P N[L) ■ Ц ![«, b] -»  n (l ).
a

Здесь a ~ l и i3~] — матрицы, обратные к (г х г)-мерным симметрическим матрицам Грама

ь ь

а =  I  X ; ( t ) X T{t)dt.  /3 =  J  Y?(t)Yr {t)dt.

а а

Тогда по лемме 1 оператор

ь ь

(L  +  Р щ ь - ) )  X(t) =  i ( f )  -  Ф(t) J  Ф(з)х(з) ds  +  Yr ( t ) 0 - 1 J  x ; ( s ) x ( s )  ds
a a

имеет ограниченный обратный, т. е. интегральное уравнение

({L +  P N(L. )]x ) ( t )  =  т  (15)

разрешимо при любой правой части.
Для нахождения решения этого уравнения запишем (15) в виде

6

(Lx)(t )  =  P  +  P w *))a:](i) -  т ( 0 - Ф і ( ї )  / Ф] ( s ) x ( s ) d s  =  f ( t ), (16)

где Ф і (t) =  [Ф(£), - У г(г )а_1] — (n x (m  +  г))-мерная матрица, составленная из матриц 
Ф(і) и - Y r ( t ) a ~ l , а Ф\(t) =  [Ф*(г), X r (£)] — (n х (m +  г))-мерная матрица, составленная 
из матриц Ф(ї) и X *(t ) .
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Следуя [5], решение уравнения (16) можно записать в виде

ь

x{t) =  ( ( i  +  F .v (/.-)/)(0 =  f ( t )  +  V i ( t ) M ~ l I  (17)
а

где М ~ ] — ({т  +  /■) х (тп +  7'))-мерная матрица, обратная к матрице М  — I  — В .

ь

в  =  | ф ( ( ( ) Ф і ( 0 Л .

а

Тогда согласно теореме 1 оператор, псевдообратный к оператору L. будет иметь вид

( L - f ) ( t )  =  ( ( I  +  P .v , , . . , ) - 1 - P N{L)) f ) ( t )  =

Ь b

=  f ( t )  +  V i ( t ) M - ‘ J < S > \ ( s ) f ( s ) d s - X A t y . V 1 1 1 7 (,s)/(,s) r/.s. (18)

a a

Используя свойства построенного псевдообратного оператора L~  и тот факт, что ор­
топроекторы Ps{L)  и P s (L *) индуцируют разбиение гильбертова пространства ІД [a.b\ в 
прямые суммы взаимно ортогональных подпространств LA' ja. b) =  N{L)Cr-R{L'). ІД [«. b] =  
=  X ( L * ) d  R {L ) .  легко доказать следующее утверждение.

Теорема 2. П уст ь  rank D — т — г. г ф 0. Тогда и н т егр ал ьн ое  у равнение  Ф р ед гол ьм а  с 
в ы р о ж д е н н ы м  я д р ом  (3) р азр еш и м о для  т ех и т о л ь к о  т ех f { t )  Є ІД [а. 6]. д л я  к о т о р ы х

Ь

(P\iL- ) f ) ( t )  =  УГ(/ ) ,Г 1 I  y ; W U )  d*  =  0. (19)
a

и при эт ом  имеет  г-п арам ет ри ческое  сем ейст во реш ений  вида

r (t )  =  X r ( t ) c r +  (L+ ,f)(t) ,  (20)

п ер во е  сл ага ем ое  в к о т о р о м  ест ь о б щ е е  р еш ен и е  с о о т в ет с т в у ю щ его  о д н о р о д н о г о  у р а в ­
нения, а в т о р о е  сл ага ем ое  ( L +f ) ( t )  — еди н ст вен н ое  част н ое  р еш ен и е  (18) уравнения  (3), 
о р т о г о н а л ь н о е  к  л ю б о м у  р еш ен и ю  о д н о р о д н о г о  уравнения (10), с г Є R r — п р о и з в о л ь ­
ный  r -м ерный в ек т о р -ст ол б ец  конст ант .

Решения уравнения (3), если они существуют, в дальнейшем будем записывать в виде

ь

x (f)  =  X r{t )cr +  f { t )  +  Ф2(*) I  ф 2 ( s ) f ( s ) d s .  (21)
а
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где Ф2(£) =  l ^ i ( t ) M ~ K ~ X r(t) f3-1] — [ті х  (т  +  2г))-мерная матрица, составленная из 
матриц Фі(і)Л/-1 и Х га ) 3 ~ К  Ф2(0  =  [4>i(f).y.(0] -  (” х +  2г))-мерная матрица, 
составленная из матриц Ф] (f) и Yr{t).

Условие разрешимости (19) вследствие линейной независимости столбцов матрицы 
Yr{t)3 ~ 1 эквивалентно условию

и

I  Y;u)f(s)ds = о .

Линейные краевые задачи для интегральных уравнений второго рода с вырожденным 
ядром. Найдем решения уравнения (3). удовлетворяющие краевым условиям (4).

Задачу (3). (4) будем рассматривать в предположении, что соответствующая однород­
ная краевая задача

АгМ =  0

( 2 2 )

имеет нетривиальные решения. В  условиях теоремы 2 для того чтобы уравнение (3) име­
ло решения, удовлетворяющие условиям (4), необходимо и достаточно, чтобы алгебраи­
ческая система

Q c r =  О -  (  {  / ( • )  +  Ф-’ (-) /  Ф 2 { * ) f { * ) ( ! * (23)

которая получается подстановкой решения (21) интегрального уравнения (3) в краевые 
условия (4). была разрешима относительно г, . Здесь Q =  /А', ( ) — (к х / (-мерная посто­
янная матрица.

Пусть Q + — единственная (г х А )-мерная псевдообратная матрица [4. 7] к матрице Q.
Р R ' X {Q ) — (г х ?-)-мерная матрица-ортопроектор: P \ {q- R A А’ ( O ' ) -
(к  х А')-мерная матрица-ортопроектор.

Обозначим через Р.\ (Q) (к  х р)-мерную матрицу, столбцы которой — р  линейно не­
зависимые столбцы матрицы Ps\Q) {р =  к — « ь » !  : rankQ): Р \tl{(p) — [d х г) -мерная 
матрица, строки которой — d линейно независимые строки матрицы P.\{q -) {d =  г - н  і ).

Алгебраическая система (23) разрешима тогда и только тогда, когда выполнено усло­
вие [2,4]

P s<iiQ' о - * ( / ( • ) +  Ф2 Н  / ф2(« )/ (*№ ] } =  0

и при этом имеет р-параметрическое семейство решении

/(■ Ф9 с л €  R ' (24)
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Подставив (24) в общее решение (21) уравнения (3), получим общее решение краевой 
задачи (3). (4):

.r(t) — X l { t ) P \ iif Q y p +  X r ( t ) Q + <i — X r( t ) Q + (

4 -  Ф о ( 7 )  / Ф '2 (з) f  ('s ) ds  — Xp{t)cp +  f { t )  +

х,.(0 (Г[п -  /■/(■)] +  [Ф2(0 -  х ,-(1)У+ 7Ф2(-)] /  ф'2(«)f («)<<*■

Таким образом, справедливо следующее утверждение.

Теорема 3. П уст ь  rank Q =  пі <  шіп{к. г). Тогда с о от в ет ст в у ю щ ая  (3), (4) о д н о р о д ­
ная краевая  зад ач а  (22) (f { t ) =  0) имеет р =  г — п\ и т о л ь к о  р ли ней но независим ы х  
решений.

Н е о д н о р о д н а я  краевая  зад ач а  (3), (4) р азр еш и м а д ля  т ех и т о л ь к о  т ех  /(f) и а .  к о ­
т о р ы е  у д о в л е т в о р я ю т  г -f- d линейно независим ым  условиям

Y ; ( s ) f ( s ) d s  =  0.

I- SA Q-)  \ ° -  / / ( • )  +  Ф 2 ( . )  / Ф Y Y f i X d s =  0.

и при эт ом  имеет р -парам ет рическое  сем ейст во реш ении

ь

,r(t) =  X fl(()cp +  f i t )  +  Ф 2 ( і ) I  Ф2(*)./(«) de.

о

где  X/(f) — X’r{t)P\ ,{Q) — (n x р)-мерная ф ундам ент альная  м ат рица к р аев ой  зад ач и  (3), 
( 4 > : J ( t )  =  n t ) - X r ( t ) Q ^ f f ( - ) ; * 2(t)  =  Ф2{ / ) -  А'г ( і ) д * / ' Ф 2 (-).

Пусть rankQ =  Тогда необходимо выполнение неравенства к < г. В  этом случае 
краевая задача (3), (4) переопределена и для нее имеет место следующая теорема.

Теорема 4. П у ст ь  rankQ =  г. Тогда со от в ет ст в у ю щ ая  (3), (4) о д н о р о д н а я  краевая  
з а д а ч а  (22) не имеет решений, кром е  т ривиального .

Н е о д н о р о д н а я  к р аевая  зад ач а  (3), (4) разреш и м а для  т ех и т о л ь к о  т ех  /(f) и а .  к о ­
т о р ы е  у д о в л е т в о р я ю т  г +  d линейно независим ым  условиям

У / ( , )/(,■) r/.s =  0.
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0. <1 — к — г

и при эт ом  имеет еди н ст вен н ое  р еш ение

ь

:r(t) - /(/) + I
z d e ' f { t )  =  f { ! ) ~ X r { t ) Q + ( f { - ) . ^ 2 [t) =  4QU) -  Л'(. ( / ) д ' 7 ф . , ( . ) -

Действительно, так как rankQ =  i\ t o P \ (q) =  p \p{Q) =  д. X fl{t) =  Л'г(/)/\ ^ =  и 
и из теоремы 3 следует утверждение теоремы 4.

Пусть rankQ =  к. Тогда к > г. В этом случае краевая задача (3). (4) недоопрсделена 
и для нее имеет место следующая теорема.

Теорема 5. П уст ь  rankQ = к. Тогда с о от в ет ст в у ю щ ая  (3), (4) о д н о р о д н а я  краевая  
за д а ч а  (22) имеет р =  г  -  к и т о л ь к о  р линейно независим ых решений.

Н е о д н о р о д н а я  краевая  з а д а ч а  (3). (4) разреш и м а д л я  тех и т о л ь к о  тех  /(/). к о т о р ы е  
у д о в л е т в о р я ю т  г линейно независимым условиям

где  X f>(t) =  X r{t)P x  iQ) -  (n х р)-мерная ф ундам ент альная  матрица. j\t) — f i t )  — 
- X r { t ) Q 4 i/у). Ф2(М =  Ф2(0  -

Поскольку rankQ -- к. то Р.хцр  > =  ~  0. и из теоремы 3 следует утверждение
теоремы 5.

В случае периодической краевой задачи (3). (4) справедливо следующее утверждение.

Теорема 6. П уст ь эл ем ен т ы  век т о р а-ст о л б ц а  /(/) и мат риц  ФД). Ф(П я в л я ю т ся  
периодическим и н о  Т  функциями и rankQ =  //і < in iu (k .r) .  Тогда со от в ет ст в у ю щ ая  
(3), (4) о д н о р о д н а я  краевая  зад ач а  имеет р — г -  п\ и т о л ь к о  р ли ней н о  н езави си м ы х  
периодических  решений.

Н е о д н о р о д н а я  к р аевая  зад ач а  (3), (4) имеет п ериоди чески е  реш ения  для  т ех и т о л ь ­
к о  т ех  /(/). к о т о р ы е  у д о в л ет в о р я ю т  условиям

ь

а

и при эт ом  имеет р-парам ст рическос сем ейст во реш ении

ь

.1 i t )  =  Х І, { І ) с /і +  f { t )  -Г Ф Д О  / Ф *2{ s ) f [ s ) ( l s .

Т

0
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р \м п { / (0)  -  / ( Л  +  [ФЛО) -  ф 2(Л ]  /  Ф Л Л / Л №  } =  о.

и п р и  э т о м  и м е е т  р - п а р а м е т р и ч е с к о е  с е м е й с т в о  п е р и о д и ч е с к и х  р е ш е н и й

г

.н і ) =  A/(f ) (> +  7 ( f )  +  ¥ 2(f) / ф ; ( s ) j ( , ) d s .

г д е  X p {t) =  X r [ t ) P .\ AQ] — [п х р ) - м е р н а я  ф у н д а м е н т а л ь н а я  м а т р и ц а ,  /(f) — /(f) —

- A / ( f ) Q - [ / ( 0 )  -  / (Г ) ] .  Ф2(0  =  Фз(0  -  ХгЩСГІФоііУ) -  Ф2(Л] .

П р и м ер  1. В качестве иллюстрации предложенного выше алгоритма построения ре­
шений линейных краевых задач для интегральных уравнений Фредгольма второго рода 
рассмотрим краевую задачу

0 0 f -  1
1 (J о

' о  * -  -  \ 
2

1 0
3.S

\ Т  0

. v {» ) d s  =  /(f). (25)

(26)

где r(f) =  п>1 (./-j (f). ,r2(f)) и /(f) =  col (/i (f). h i t ) )  принадлежат пространству l / [ 0 .2]. 
f €  [0. 21.

Оператор L". сопряженный оператору L. имеет вид

0

; 7 0 1
0 0 ) y {s )d s .
-  1 0

Найдем оазисы ядер korL и kerZ.” операторов L  и IX. Для этого решим однородные 
уравнения

Решения будем искать в виде

_  . 0 0 f - l
J } =  I 1 о о 1 r -

(27)

(28)

y(t) =

\ * - і  0 0

d.
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Подставив (28) в (27). получим относительно с Є R 5 и d е  R 3 алгебраические систе­
мы

где

А  =

О 1
О О 

t -  1 О

О О О

{ Е - А ) с  =  0. 

(Е  -  A*) d =  0,

{ t - -  о о  )

(29)

1 О О
dt =  | О О О

О 0 1

1 О О
Тогда D  =  £>* =  | 0 1 О I . PNiD) =  P N{D-) = 1 0  0 О

О О О /  V О О 1
/ 1  0 \

Поскольку rankD  =  1. г =  2 h P v .(D) =  p x r(D-) =  I О 0 , решения алгебраичес-
V О 1 }

ких уравнений (29) будут иметь вид

С =  Py,(D)cr- сг є  R"3

d — Ry7.(£)*)d,.. d r Є R 2 

Соответственно, общие решения уравнений (27) запишутся следующим образом:

At) = x r(t)cr =  ( I  Q 1 )  , г .

/ о 3f \

y(t) =  Yr(t)dr =

\ f ~ 2  °  /

dr ,

где

X r (t)  =
0 0 t - 1
1 о о -P.yr(D)r —

О 1

1

З/ у 

2

V 2 ° °

P.VAD-)

/

Таким образом, столбцы матриц X r (f) и Yr{t) составляют базисы соответственно нуль- 
пространств N (L )  и N (L * )  операторов L  и L*.

По формулам (7). (8) построим операторы

(P N{L-)y){t) =

/  0
t \

2 /
4 / 0

б і - 3 J 3.S

V 7 0 )
0 \ т

1

y {s )d s .

ISSN 1562-3076. Нелінійні коливання, 2012, т . 15, N° /



К Р А Е В Ы Е  ЗАДАЧИ ДЛЯ И Н Т Е Г Р А Л Ь Н Ы Х  У РА ВН ЕН И Й  С В Ы Р О Ж Д Е Н Н Ы М  ЯДРОМ

( Р х ^ х т  =

/
о

2t — 1
V 4

91 \ о
т
о

О 1
.S -  1  О

д-(.ч) (Is.

/  n L z l  \ 
6

O — A \ 2 /

С
0 /

0
2

3 .s

V t  4 /

y{.ч) r/.s.

Оператор ( I , v){t) =  ( I  +  P.v(z.*))-^(0 будет иметь вид

(L.v и /1 =  ./■(/)-

] О

- 1 0
9 f  v 

4
О (  0

0
- 2 /  +  1

0  )
J
и 1 Я ~

3.S
О . 4 - 1

По формуле (17) построим оператор L  \ обратный к оператору L :

0 0 f - l  о *  \ 
4

+  1
V і о о _ ± _  о )

Л/- ' х

4

3.S
■2 1 О 1 у  О -S- -  1 N

V *  -  \  0 0 1 0 )

f { s )  rls.

где Л/"1 -

/ _9 
23лтт 0 0 - -  о

О О 
12
23 
О О

о
Ї2

О О

0 1 - -  О О

о - 3 2
О О 

О о

47

\ *

. 7 ' ( . S ' )  ( I s .

)
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Тогда, следуя (18). оператор Ь + запишем в виде

,т—1[ ь  f ) { t )  =  { { ь  - p N[L)) f m  =ПЬ)

/  О О “ 2* +  5

=  т  -
- 6 ( t -  2)

V 23

12

О О

2

О

1 - t  \

3s 3 ,  у 
2

. 5 - 1
f { s ) d . 5. (30)

'  2

При условии

{ О

( P N ( L - ) f m  =  

общее решение уравнения (25) таково:

0 0 1 0 .5 -  -  о j

° \Ч °

/(*) ds =  О (31)

x(t) =  X r (t)сТ +  (L + f ) ( t )  =  (  "  '  0 1 ) c r +  (L + f ) ( t ) .  c r є  R X

где (L + f ) ( t ) имеет представление (ЗО).
С учетом того, что f { t )  =  сої (/і(і), /2(0)- условие (31) можно записать в более прос­

том виде

° ( P A

2

) ds =  j
'  V /2<s) ї

ds
3s V M s ) 3*

W  0
0

V Y M s )  >

Найдем теперь условия разрешимости и общий вид решения краевой задачи (23), (25). 
Подставив общее решение интегрального уравнения (25) в краевые условия (26). по­

лучим алгебраическое уравнение

Qcr =  - ( L + /)(0) +  (L + /)(2) (32)

для определения константы сг . 
Для этой задачи имеем

Q = ХАО) -  ХА2) = ( 0 0 и = I I  о
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1 0 \  п  / о о
О 1P N(Q) -  ( о о J > P N(Q^  =

Поскольку rank Q =  1. а р =  1. то P Np{Q) =  (  J  )  . P S M -) =  ( 0 1 ) . Уравнение 

(32) разрешимо при выполнении условия

p y P(Q *){f(0)  -  /(2) +  ( L +f ) ( 0) -  {£ + / )(2 )}  з, о.

которое с учетом того, что P^Q.)  =  ( 0 1  ) . f ( t)  =  col (,/i(f)./2(f)). примет вид

0 1
/ 1

0 0 -  0 3 0 0

1 0 о о о о о

о —
=  0.

После преобразований получим

(33)

При выполнении условия (33) уравнение (32) имеет решение вида

С Г - /(0) — /(2) +
1 0 0 ^  0 3 0 0 х

v I  °  0 о о о о

, s -  1
0 0 1 о

о -  х 
1 2 

* - 2  0 /

f ( s ) d s <-р Є Я 1

Таким образом, задача (25). (26) разрешима при выполнении условий (31) и (33) имеет 
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общее решение вида

x { t )  = 1  1 ) Ср +
V 0 о )

{ / ( 0 ) - / ( 2 ) } +  /(*) +

^  о о о М  Q  о
V 23 2 7

/(s) ds.

П ри м ер  2. Рассмотрим краевую задачу для уравнения (25) с краевыми условиями

Ы З  = - « 
2

v 0 Ь

х(£) dt =  Q- (34)

Краевая задача (25), (34) переопределена. Решение будем искать, используя теоре­
му 4.

Подставив решение уравнения (25) в краевые условия (34), получим алгебраическое 
уравнение относительно сг :

Q c r =  л — £ Ь +  /(• =  а  —

V »  Ь

/(s) ds—

3s

-  Ф'

3s \
0 1 У  0 * - 1 0 у  

V “  о о 1 о 0 )

№  ds, (35)
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где

Q = ехт(-) =

о І

0 г - 1

1 о
dt,

2 /

ф 2 =  ф̂ 2(-) =

\

о
зг
~2
о

_6
23

О
£

‘ 23

1 \
2 
О 
г
2 /

О
—б(г — 2) 

23

О L  
12

О О

о -

- 2 І  +  5 
12 
О

—  о О - -  о - -  о

о -

о - -  о

- з ( г - і )
2
О

о
- 6

~7~

1 -  г \_ _

О
d t  =

Для данной краевой задачи имеем

Q+ = \ « і
О 1 о

1 О - 1  \
О О О .

- 1 0  1 /

Поскольку rankQ =  2, а р  =  2, то P n p(Q) =  0) p Nd(Q*) ~   ̂ ) * У равнение
(35) разрешимо при выполнении условия

P N(Q) ~  О, P N (Q ') ~  о

Р Nd{Q') а  — £ / ( • )  +  Ф 2(0 /  Ф *2( s ) M d s =  О,

которое с учетом того, что P Nd{Q*) =  i ( l  О - l ) , / ( t )  =  со1(/і(г),/2(г)), а  =  
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=  col  ( q i ,  012-<*з)) примет ВИД

( 1 О - 1  ) г  
! ;

М <
h i s )

ds —

\

1 ^  О о - I  о л  о х
2 3  7 2  3 7  2

° 4 °  У  0 - 2  ° б - 3

V - 2 3  0 0 - 2  0 - 7  0 /

2 / 3s 3s \о 1 - 0 5 - 1  о -
s - 1 1

л V ---- 0 0 1 0  s —  — О
0 \  2 2 /

После преобразований получим

2

c * i  -  t t 3  +  ~  J { s  ~ Y)h(s)  ds =  0.

M s )
M s )

ds У =  0.

(36)

При выполнении условия (36) уравнение (35) имеет единственное решение вида

cr =  Q' а  —

/

Ф' s — 1
V ~~2

0
<1

1 \
2

3 s 
~2~

0 f { s ) d s  -

0
S 

2 /

1
3s
~2

3s
0 s - l  0 -  

1
1 0 s -  -  0- 0 0

f ( s ) d s

!

Таким образом, краевая задача (25), (34) разрешима при выполнении условий (31) и (36) 
имеет единственное решение вида

0 t -  1 0
хi t )  =  1

2
Иf 3sa  - —  0

J 2
0

(  0 J
f ( s )  ds

-  Ф'

2 / 3s 3s0 1 —  0 s - 1  0 —  ,
s  _  !  2 і  2 f ( s ) d s }  +  (L+f  )(t).

. 0 0 1 0 s - - О\  2 2
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П ри м ер  3. Рассмотрим краевую задачу для уравнения (25) с краевыми условиями

Єх{-) -  ( - 1  2 ) ДО) +  ( 1 - 2  ) х(2) =  а ,  а  Є R 1. (37)

Краевая задача (25), (37) недоопределена. Решение будем искать, используя теоре­
му 5.

Подставив решение уравнения (25) в краевые условия (37), получим алгебраическое 
уравнение относительно сг :

Qcr =  а - *!+/(■) =  а - 7 -

о / о 1 ^  о , - 1  о
2 2

К Р А Е В Ы Е  ЗАДАЧИ ДЛ Я И Н Т Е Г Р А Л Ь Н Ы Х  У Р А В Н Е Н И Й  С В Ы Р О Ж Д Е Н Н Ы М  Я Д Р О М  53

f ( s )  (is, (38)

где

Q = е х г(-) =  ( - 1  2 ) Х г {0) +  ( 1 - 2  ) Х г {2) =  ( 0 2 ) , 

7  =  ( - 1  2 ) /<0) +  ( 1 - 2  )/ (2).

ф2 =  ^ф2(.) =  ( - і  2 ) Ф{0) +  ( 1 - 2  ) Ф{2) -

Для данной краевой задачи имеем

24 л 1 24 1
23 3 ~ Т  " 3

Q+ =

(  о 

1
V 2

Р.
N ( Q )

1 0 
0 0 P n (Q’ ) =  0-

Поскольку rankQ =  1, р -  1, d =  0, то P N (Q) 0.

Так как PVd(Q-) =  0, уравнение (38) разрешимо при любой правой части и имеет одно­
параметрическое (ср Є R 1) семейство решений вида

сг =
0

2 / 3s 3 s \
— —  f 0 1 —  0 s -  1 0 —

Q -  / -  Ф 2 / 8 -  1
2

і  2
J
0

V

0 0 1 0
* - 2  ° /\ 2

f ( s ) d s  ) .

Таким образом, краевая задача (25), (37) разрешима при выполнении условия (31) и имеет 
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общее решение вида

x ( f )  =  1 г  ) с р  +

'
2 (  0 1 —  0  s  -  1 0

3,s \
* '

-  — f 2 ~2
X  < a  -  / -  Ф 2 J

s  — 1 1
f ( s )  d s

0
' v 2

0 0 1  0 S - -
Ad

0
)
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