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Фундаментальная работа Ф. Рисса [1], посвя­
щенная обращению линейных операторов L - E -  А 
‘ Е -  тождественный, а А -  вполне непрерывный 
операторы, действующие в пространстве С[а, />]), 
получила различные дополнения и обобщения. 
С одной стороны, пространство С[а, Ь\ заменя­
лось более общими функциональными простран­
ствами, а с другой -  на оператор A(L) налагались 
менее ограничительные условия.

Так, Ю. Шаудер [2] перенес теорию Рисса на 
банаховы пространства и ввел в нее сопряжен­
ный оператор. С.М. Никольский [3] показал, что 
теория Рисса-Шаудера остается в силе, если вместо 
вполне непрерывности оператора А предполагать, 
что оператор А" вполне непрерывен, а в [4] дал не­
обходимые и достаточные условия, которым дол­
жен удовлетворять оператор L, чтобы эта теория 
имела место. Eh-от класс операторов, называемых 
фредгольмовыми (dim N(L) = dimN(L*) < °°), и опи­
сывает теорема, известная как теорема Никольско­
го. Ф.В. Аткинсон [5] обобщил теорему Никольско­
го на случай нётеровых (dim MX) у  dim MX*), у_, < <*>), 
а Ф.С. Алиев [6 J -  на случай замкнутых операто­
ров.

Естественно, что нормально разрешимые опе- 
раторы (R(L) замкнуто) с конечномерными нуль- 
пространствами N(L) и N(L*) составляют доволь- 

н о узкий класс во множестве нормально разреши- 
мых операторов. Более широким является класс 

нормально разрешимых операторов, у которых 
бесконечномерные нуль-пространства (ядра): 

іN(L) = °°, dimN(L*) -  <*>. В случае если L: X -о X 
X = R(L) ® N(L), такие операторы называются 
приводимо-обратимыми [7]. Если же L: X —> Y и 
ю N(L) и образ R(L) дополняемы соответствен- 
I в пространствах X и У, то такие операторы на- 
дваются топологически нётеровыми, а когда 
(Li линейно изоморфно N(L*) -  топологически 

едгольмовыми [8].
В гильбертовых пространствах вследствие до- 

полняемости в них замкнутых подпространств 
массы нормально разрешимых и топологически
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нётеровых операторов совпадают. Если L -  нор­
мально разрешимый оператор с бесконечномер­
ным нуль-пространством N(L), которое линейно 
изоморфно нуль-пространству А(Х*), то L -  топо­
логически фредгольмов оператор.

Пусть L: Н | —э Н2 — линейный ограниченный 
оператор, действующий из гильбертова прост­
ранства Н | в гильбертово пространство Н2.

Т е о р е м а  1. Д ля линейного ограниченного 
оператора L: /У, —> Н2 следующие утверждения 
эквивалента ы;

а 1) оператор L нормально разрешим и N(L) ли ­
нейно изоморфно N(L*);

а2) оператор L представим в виде
L = B + S , ( 1)

где оператор В имеет ограниченный обратный 
/Xі: Н2 —5 Н |, a —B~lS: Н | —> N(L) -  ограниченный 
проектор;

аЗ) оператор L представим в виде 
L = В +S

где оператор В имеет ограниченный обратный 
/Xі: Н2 —> //,, a - S B 1. Н2 —> N(L*) -  ограниченный 
проектор;

а4) оператор L представим в виде
L = BQh (2)

где оператор В имеет ограниченный обратный
В ': Н2 —» Н |, a Qp Н , —> R(L*) -  ограниченный
проектор;

а5) оператор L представим в виде
L = Q 2B, (3)

где оператор В имеет ограниченный обратный 
/Xі: W2 —> X/ 1 , a Q2; Нг —> R(L) -  ограниченный про­
ектор.

Д о к а з а т е л ь с т в о ,  al)  => а2). Пусть L -  
нормально разрешимый оператор и N(L) линейно 
изоморфно N(L*). Это значит, что:

(і) подпространства R(L) и R(L*) замкнуты и про- 
сфанства /У, и Н2 представимы в виде прямых сумм

Н] = N(L) © tf(L*), Н2 = N(L*) Ф R(L), (4)
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где N(L) = PN(L)HU N(L*) = PW 1W2) a R(L) = ( / „ , -
_ Pnu.")H2 , R(L*) = ( / W| -  Я'н(ц)Н|, Я^(£|. PV(/,>i -  ли­
нейные ограниченные проекторы;

(ii) существует линейный ограниченный обра­
тимый оператор Яn(l*) ■ Я, —> Я2 такой, что

Pn^ ) N ( L )  = N(L*).

Докажем, что оператор L + Р^(/.*> имеет офани-
ченный обратный. Известно, что оператор L+ Рио.*) 
имеет офаниченный обратный тогда и только тог­
да, когда N(L+ PN(r.))=  {0} и R(L+ Рл>(/. )) = Н2.

Покажем, что N(L + Рщс*)) -  {0}. Пусть суще­
ствует т0 ^  0  такое, что

(L + Pn(/.*))t() = Рх0 + Pn(L‘)X{) -  0. (5)
Из (5) имеем, что

Ljcq€ R(L), Pjv<і,*)Х()Є N(L*). (6)
Подпространства R(L) и Я(Р*) взаимно ортого­
нальны: R(L) J_ N(L*), откуда следует, что они 
имеют только один общий элемент - нулевой, т.е. 
Lx0 -  0, Pn(l-) jc0 = 0. Таким образом, из х0 є N(L) и 
дг0 є N( Рыа.ч) следует, что х0 = 0. Полученное про­
тиворечие доказывает, что N(L + Рыц.*)) = {0).

Так как для произвольного х е Н, имеют место 
равенство (5) и включения (6 ), то из разложений 
(4) следует, что R(L + Рлд/.*)) = Я2. Очевидно, что
оператор B~[PN(L*) ограничен как суперпозиция 
ограниченных операторов. Кроме того, из обра­
тимости оператора В и определения оператора
Pn(L') следует, что В '̂Я/уц.*) -  проектор прост­
ранства Я | на N(L).

Положив В = L + Р^а*), а 5 = -Рнц.-у получим 
представление (1) для топологически фредголь- 
мова оператора.

а2) <=> аЗ). Эквивалентность этих утверждений 
следует из ограниченной обратимости оператора 
В, ограниченности оператора Pwa<) и равенств

L = B(IH +B~'S)  = ( I fh + SB-')B  = L. (7)

а2) <=> а4) и аЗ) <=> а5). Из ограниченности про­
екторов -B _IS: /У, -э  N(L) и -S B '1: Я 2 —> Я(Р*) сле­
дует ограниченность проекторов

<2t = /„, + B“'S: Я, -> © Я(Р)  = R(L*),

6 2  = + SB : Я 2 —> Я 2 © N(L)  = R{L),
а из (7) -  представления (2) и (3).

а2) =і> а1). Пусть L = В + S и существует ограни­
ченный обратный оператор В' 1 и ограниченный 
проектор -B - 1S: Я, —» Я(Т).

Уравнения Lx = y uB~]Lx = x -  B~]Sx = В“‘у экви­
валентны. Рассмотрены однородное уравнение

х -  В 'Ус = 0. Обозначим Я.. • = -B~'S. Оператор 
PN{Ly Я, -а  /У, -  ограниченный проектор, так как

2
P~N(L) = Рщи- Следовательно. Р .,. разбивает прост­
ранство в прямую сумму замкнутых подпространств

Я, =/V(Pva, i ©P i P s ,,).

Но R{PNiL)) = N(L), а А/(РЛ„.,) = Pt I;; -  Рлш), т.е.

Я, = iV(L) © P ( /Hi -  By,;.,).

Так как оператор Я обратим и L = В( / н -Р/ущ), то 
Я(Р) = B R (lUi -  PW(/)) замкнуто, откуда следует,
что оператор В нормально разрешим. Кроме то­
го, N(L*) = BN(L), т.е. N(L*) изоморфно Я(Я). Тео­
рема доказана.

З а м е ч а н и е  1. При dim PC P^) < °° из теоре­
мы 1 следует теорема С.М. Никольского [4].

Рассмотрим теперь представление произвольно­
го нормально разрешимого оператора L: Я, -а Я2. 
Если Я(Р) не изоморфно N(L*), возможны два 
случая:

либо N(L) изоморфно Я,(Р*) с  N(L*)\ 
либо N(L) з  /V,(L) изоморфно N(L*). 
Т е о р е м а  2. Д ля  линейного ограниченного 

оператора L: Я, —э Я2 следующие утверждения 
эквивалентны:

а1) оператор L нормально разрешим; 
а2) оператор L представим в виде

L = B + S, (8)

где оператор В имеет ограниченный левый В;~':

Я2 —> Я| \или правый /?,.*: Я 2 —» Я,] обратный, л
~B(~'S: Я, -> /V(P) [ - в ; 1 У Я, -> /V,(P) с  /V(P)1 -  ог- 
раииченный проектор;

аЗ) оператор L представим в виде
L = B + S,

где оператор В имеет ограниченный левый  В(~': 
Я2 —> Я, [или правый ВГ : Я2 —> Я,] обратный, а
- S B Я2 ^  Я,(Р*) с  Я(Р*) [ - 5 в ; ':  Я2 ^  N(L*)] -  
ограниченный проектор:

а4) оператор L представим в виде
L = BQU (9)

где оператор В имеет ограниченный левый  В,"':
Я2 —> Я, [или правый В,.': Я2 —э Я,] обратный, а
Q{. Я, —» Я, 0  Я(Р) [Q,: Я, —> Я, 0  Я,(Р)] -  ограни­
ченный проектор',

а5) оператор L представим в виде
L = Q2B, (10)

где оператор В имеет ограниченный левый В ,': 

Я2 —> Н\ [или правый Вг ': Я2 —> Я^ обратный, а
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Q2: Н2 > R(L) ® N0(L*) [Q2: Н2 —» R(L)) -  ограни­
ченный проектор, где N0(L*) = N(L*) © NfL*).

Д о к а з а т е л ь с т в о ,  al)  а2). Пусть L -  
нормально разрешимый оператор. Пусть для оп­
ределенности N(L) изоморфно /V,(L*) с  N(L*).
В этом случае существует линейный ограниченный 
обратимый оператор б/удг*>: Hi Н2 такой, что

P n ,i l * ) N ( L )  =  A , (L*) ,

N(L*)  = /V,(L*) © N0(L*).

Покажем, что' оператор L + б/уд/.*) имеет ограни­
ченный левый обратный. Для этого необходимо и 
достаточно, чтобы выполнялось

N ( L + P „,„.*,) = {0},

R(L + Рд/,(/.*)) дополняемо в Н2.

Доказательство N(L + Рууд/.*)) = і0) аналогично 
доказательству подобного факта в теореме 1.

Дополняемость образа R(L + Рц,(/,*>) в Н2 сле­

дует из того, что (L + Р/уды) )х є R(L) © NfL*)  для 
любого х е  Н | и равенства

Нг = /V()(L*)®/V, (L*)© R(L) =

-  A0(L*)®/?(L + 6/y,</.*>),

являющегося следствием (4) и (11).

Очевидно, ЧТО оператор б /  Руд/.* )  ограничен 
как суперпозиция ограниченных операторов. Из 
того, что оператор б, ' действует па все прост­
ранство б,, и определения оператора 6 W|(/., сле*

дует, что б/ бд, (t., -  проектор пространства Я, 
на N(L).

Положив В = L + Руудь*), S = -Р/удь-). получим
представление (8) для нормально разрешимого 
оператора.

а2) <=> аЗ). Эквивалентность этих утверждений 
следует из существования ограниченного обрат-

п іного оператора б, , ограниченности оператора 
рн„а') и равенств

Lx = B ( I Hi + b ; ' S ) x + P Hi){L. )Sx  =

= 6 ( / W| + b ^1s ) X = ( i H: + s b ; ' ) b x  =  у,

v є  Я 2 © /V0(L*),  (12)

так как В В? = / и, -  6 W|)(L., и PNlli,..)S  = 0.
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а2) <=> а4) и аЗ) <=> а5). Из ограниченности про­
екторов -Bj'S:  Я, -» N(L), -SBj ' \  Н2 -> /V,(L*) и 
РNn(L*) следует ограниченность проекторов Q, =

= + BJ'S: Я, -у Я, © Я(Р) и е 2 = /„, + S6^':
Я2 —> R(L) © Nn(L*). А из (12) -  представления (9) 
и (10).

а2) => а 1). Пусть L = В + S и существует ограни­
ченный левый обратный оператор б , ' и ограни­

ченный проектор -б ,”' 5: Я, —> /V(L).

Уравнения Lx = у и В, ' Lx = х -  Bj 'Sx = б,"'у, 
у є Я2 0  N(B*) эквивалентны. Рассмотрим одно­
родные уравнения Lx = 0 и х + 6, 'бх = 0. Оператор

Рдш = - Я/ —* Hi ~ ограниченный проектор
2

(PNiu = Р/v,/..)- Следовательно, он разбивает про­
странство Я, в прямую сумму замкнутых подпро­
странств

Я , =ЖР м и ) ®Р ( Ху (,,).
Известно, что P(P/V(/J) = /V(L), a N(PW)) = Р( / ;л -

-  Рм/Л), т.е.

Я, = /V(L)©fl ( / /f|- 6 m ) ).

Оператор б: Я ( -4 Я2 обратим слева. Это значит, 
что он осуществляет взаимно однозначное соот­
ветствие между пространствами Я, и Я2 © N(B*). 
Таким образом, L = б( / ;/| -  PN(U) и P(L) = BR{ / Wi -
- PMt)) замкнуто. Следовательно, оператор L нор­
мально разрешим.

Теорема доказана.

З а м е ч а н и е  2. Если d im P (-6 6 ,') < °° и

dim 6(-6 , 'б) < » и  эти размерности не совпадают, 
то теорема 2 переходит в теорему Ф.В. Аткинсо­
на [6], которая описывает класс нормально разре­
шимых операторов, являющихся нётеровыми.
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